Prof. Claudio del Pino O.

SECCION 3

Funciones vectoriales y curvas

3.1 Introduccion

En los cursos previos de calculo, se han estudiado los fundamentos y aplicaciones de los siguientes
tipos funciones:

e Calculo I y II: Funciones de una variable real y de valor real:
f:DCR—R
z o~y =f(z)

estudiando sus graficos, limites, continuidad, derivadas e integrales.

e (Cdlculo III: Funciones de varias variables reales y de valor real:
f:DCR"—R
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(X1, 1,0 n) ~ 2= f(x1,21,...,2)
estudiando también sus graficos, limites, continuidad, derivadas parciales, derivadas direc-

cionales e integrales multiples. En este caso, por razones de caracter préctico, se trabaja
especialmente paran =2y n =3

En esta sesién se estudian la funciones de una variable real y de valor vectorial. Estas funciones
tienen como dominio un subconjunto de R, generalmente un intervalo, y codominio R". En este
curso trabajamos en el espacio n = 3, y en el plano (n = 2). Estas funciones se denominan funciones
vectoriales. Como veremos el recorrido de estas funciones es una curva en el espacio o en plano.
Por esta razén en la primera unidad de este curso, estudiamos las funciones vectoriales y curvas en
el espacio.

3.2 Funciones vectoriales y curvas

Informalmente se denomina curva a la traza de una particula que se mueve en el plano o el espacio.
De este modo una funcién vectorial indica, en general, la posicién de la particula en funcién del
tiempo t transcurrido desde su partida.

Formalmente, se llama curva en el espacio al grafico de una funcién

T (1) = f(OT+ 90T+ RO k= (f(1), 9(1), h(1)) (3.1)

donde f, g y h son funciones reales (escalares) definidas en todo R o un intervalo I = [a, b].

Zh

10

a) r(b)
0

r

_—

£ r(t) = (f(2), glt), h(D)y 7
Curva en el espacio
Nota 3.1.

e Como ya se dijo, una funcion del tipo recién definido (7) recibe el nombre de funcion vectorial.
Asi entonces una funcién vectorial 7 es una funcién:

7 [a,b] — R®
t — 7)) = fOT+g)T+h)k
y en tal caso, la curva asociada C' es el recorrido o imagen de 7, es decir,

C={(f(t), g(t), h(t)) € R/t € [a, b]}
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e Las funciones f, g y h se llaman funciones componentes de 7.
e En el caso que g = 0, la funcion Kl queda:
()= fO)T+ 90T = (F(1), 9(t)) (3.2)
y en tal caso la curva asociada (su grafico) es una curva en el plano R2.

e Es frecuente presentar las funciones componentes de una funcién vectorial mediante las ecua-

ciones
x=f(t), y=g(t), z=h(); a<t<b
o bien
x = f(t)
y = g(t) a<t<b
z = h(t)

llamadas ecuaciones paramétricas de la curva asociada. Ademds, a la ecuacién (3.1) se le
llama una parametrizacion de la curva correspondiente y la variable t pardmetro.

e Cuando el dominio es un intervalo [a,b] C R, se dice que la curva C' tiene un punto inicial
o de partida A = 7 (a) = (f(a),g(a), h(a)), que es el punto extremo del vector 7 (a) y un
punto final o de llegada B = 7( ) = (f(b),g(b),h(b)), que es el punto extremo del vector

7 (b).
e En lugar de curva, a veces se habla de camino o trayectoria.

e Si no se entrega el dominio de 7, se aplica la regla del maximo dominio, que indica que en
ese caso, el dominio sera:

D = dom(f) Nndom(g) Ndom(h)

e Como es de suponer, el pardmetro no siempre representa el tiempo y se puede usar otra letra
en lugar de t. Mas adelante se vera que un parametro de gran interés es el que representa la
longitud de la porcién de curva recorrida desde su inicio. Este parametro recibe el nombre de
longitud de arco y se designa con la letra s.

e En general se extiende el concepto de funcién vectorial a funciones de D C R en R”, para n
un nimero natural mayor o igual a 2. En este curso se trabaja esencialmente con curvas en
el plano (n = 2) y el espacio (n = 3).

Nota 3.2. Como una funcién vectorial (3.1) es una funcidn, ella tiene asociado naturalmente los
conceptos de dominio, codominio, rango o recorrido, imagen, pre-imagen, etc.
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Calculo vectorial. Seccion 3

3.3 Grafica de funciones vectoriales

3.3.1 Usando tabla de valores

Aqui se sigue el mismo método que usabamos en Calculo I para graficar funciones del tipo y = f(z).
A modo de ejemplo, graficar la funcién vectorial 7(t) = (t,1?,0), con —1 <t <2

Paso 1 Completar una tabla del tipo:

b jat) =t | yt)=1"] 2(t) =0 | (x(t),y(t), 2(1))
—1
—0.5
0
0.5
1
15
2

Paso 2 Graficar en un sistema coordenado de R? todos los puntos (z(t), y(t), z(t))

Grdfica de puntos

Paso 3 Unir con una curva suave los puntos graficados en el paso precedente. Se obtiene un grafico
del tipo:

Grdfica de puntos
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Ejercicio 3.1. Usando este método graficar la curva

T(t) = (13, —t,0); t>0.

Nota 3.3. Como es de suponer este método no es muy efectivo. Por esta razén, en general, al
momento de graficar una funcién vectorial se usan recursos tecnolégicos.

3.3.2 Usando tecnologia

a) Usando Geogebra. Los grificos mostrados en la seccién precedente, fueron realizados con el
software Geogebra.

e En el Paso 2, se usé el comando: Secuencia(u(t),t,—1,2,0.5)

e En el Paso 3, se usé el comando: Curva(t, 2 0,t, —1,2)

b) Usando CalcPlot3D. A esta aplicaciéon online se accede desde CalcPlot3D

Grdfica obtenida en CalcPlot3D

Ejercicio 3.2. Usando GeoGebra y CalcPlot3D, graficar las curvas:
1) 7 (t) = (cos(t), sin(t), sin(5t)); e R.
2) T(t)=(t?, Vt—1,v5—1)

3.4 Un primer ejemplo: la cicloide

La cicloide es una curva generada por un punto perteneciente a una circunferencia al rodar sobre
una linea recta, sin que la circunferencia se deslice.

N O

Clicloide
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Actividad: Siendo el eje X donde gira la circunferencia, cuyo radio es R. Usando el siguiente
esquema,

deducir que las coordenadas del punto P vienen dadas por:

{:c = f(t) = R(t—sint)
y = g¢g(t) = R(1— cost)

que son las ecuaciones paramétricas de la cicloide. O bien, la cicloide es la curva que corresponde
la recorrido de la funcién vectorial:

7 (t) = (R(t —sint), R(1 — cost)) = R(t —sint)T+ R(1 — cost)]

3.5 Operaciones entre funciones vectoriales

Las operaciones entre funciones vectoriales se definen, si las funciones toman valores en el mismo
espacio vectorial R” (n =2 on = 3).

Sean 71(t) = (f1(1), f2(t), fs(t)) v T 2(t) = (g1(t), g2(t), g5(t)), entonces se define:

e La suma de dos funciones vectoriales es una funcién vectorial:
T(t) =T 1(t) + Tat) = (fi(t) + g1(t), folt) + ga(t), f3(t) + g5(t))

La multiplicacion de una funcién vectorial ?1(15) por un escalar ¢ es una funcién vectorial:

?)(ﬂ = C?)l(t) = <Cf1<t>7cf2(t>acf3(t)>

La multiplicacién de una funcién vectorial 771 (¢) por una funcién real f(t) es una funcién

vectorial:
FOTE) = (F)F1(E), () f2(8), F(£) f3(E)

El producto escalar, o producto punto, de dos funciones vectoriales 71(15) y 72(25) es una
funcion real:

r(t) = T1(t) - T2(t) = i{t)gi(t) + fo(t)ga(t) + f3(t)gs(t)

El producto vectorial, o producto cruz, de dos funciones vectoriales 7 1(t) y 7 (t) se define
de manera analoga.
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3.6 Parametrizaciones: Ejemplos claves

3.6.1 Curva en el plano de ecuacién y = f(x)

Si C el gréfico de la funcién y = f(x) con z € [a, b], una parametrizacion trivial de C' es
C: 7{)=tT+f(t)], a<t<b
Ejercicio 3.3. Encontrar una parametrizacién para cada una de las siguientes funciones reales:
1) y=32>—x+1,con -1 <z <2
2) 2 4+3y=6,con0<y<5h

3) y?’ =23 con —1 <y <8

3.6.2 Recta y segmento en espacio

La curva en el espacio, correspondiente a la recta que pasa los puntos A = (ai,as,a3) y B =
(b1, ba, b3) viene dada por la funcién vectorial:

T (t) = (a1 4 (by — a))t, ag + (by — a)t, a3 + (bs —as)t); cont € R
Notar que esta funcién vectorial también se puede anotar:
?(t):X—i-(ﬁ—Z)t, cont € R
Asi, por ejemplo, la recta, S, que pasa los puntos (1,1,1) y (2, 3,4) tiene ecuaciones paramétricas:
r=1+t, y=142t, 2z=1+4 3t teR

y su grafico es:

-

w b

-
L

w

90 0.250.5 g 1510,

¥

25 1.5 1 952 9 2%

Recta (parcial) en el espacio

Observar que cuando ¢ varfa entre 0 y 1, los puntos de la recta varian desde el punto (1,1,1) al
punto (2,3,4). Asi entonces, jcudl es la ecuacién paramétrica del segmento que une los puntos A
y B?.
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Ejercicio 3.4. Determinar las ecuaciones paramétricas y esbozar las siguientes curvas:

a) recta en el espacio, que pasa los puntos (1,2,3) y (3,2,1).

b) recta en el plano, que une los puntos (a,b) y (¢, d).

¢) segmento en el espacio que une el origen con el punto (1,—3,3)
d) segmento en el espacio que une el punto

i) A con el punto B
it) B con el punto A

donde A = (ay,as2,a3) y B = (b1, bs,b3)

Ejercicio 3.5. Escribir la ecuacién vectorial de la recta que pasa por un punto A = (ay, as,a3) y
es paralela al vector U = (U, ug, usz).

3.6.3 Circunferencia en un plano

Las ecuaciones paramétricas de la circunferencia en el plano, con centro (0,0) y radio r son:
r=rcos(t), y=rsin(t); t € 0,2nm|

Ejercicio 3.6. Determinar las ecuaciones paramétricas de la circunferencia de centro (2, 3) y radio
3. En general, ;cudles son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia de radio r y centrada
en el punto (xg,yo)?

Ejercicio 3.7. ;A qué curva corresponde la funciéon vectorial
— _ : .
7 (t) = (cos(t),bsin(t),3); te€[0,7]?

Nota 3.4. Observar que una circunferencia en el espacio se puede presentar de varias maneras.
Por ejemplo, la circunferencia en el plano XY con centro en el origen y radio a, puede ser mirada
como la interseccion del plano z = 0 con:

a) la esfera z2 + y* + 2% = a®.

b) el paraboloide 22 + y* — z = a®.

c) el cilindro 2% + y? = a?
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3.6.4 Hélice

Considerando la curva en el espacio con ecuacién vectorial

- ~ . ~ -
h(t) =cos(t)T+sin(t)J+tk, 0<t<dr
o sus equivalentes ecuaciones paramétricas

x =cos(t), y=sin(t), z==¢; t €[0,4n]

corresponde a una curva que parte del punto (1,0,0) (cuando ¢ = 0), y que a medida que ¢ crece,
los puntos correspondientes de la curva van subiendo, pero siempre sobre el cilindro 2 + % = 1.

Hélice circular
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3.7 Actividades Seccion 3

1) Determinar las ecuaciones cartesianas de las siguientes curvas. Hacer un esbozo de cada una
de ellas e indicar la direccién en que la curva es descrita cuando el pardmetro crece en su
correspondiente intervalo.

)
yrx=1+t*y=4—-2t, te€]0,2]

) x=+1+t,y=t—1, te]36

d) x =sect, y =2tant, te€ 0,27
Jr=24ty=t—2,2=2—1t, te[-22
)
)
)

r=2cos(t), y=—1, z=3sin(t), t €0, 2n]
r=2+cos(t),y=—1+2sin(t),z=3, te€]0, ]

2) Determinar las ecuaciones correspondiente al siguiente segmento de recta en el espacio. Poner
atencion a la direcciéon indicada.

2(2,—1,.3)

\

x ¥

P(1,3,-2)

Segmento de recta

3) a) Obtener el gréifico de la curva con las siguientes ecuaciones paramétricas:
x = (14 cos(16t)) cos(t)
y = (1 + cos(16t)) sin(t)
z =1+ cos(16t)

b) Explicar la aparencia del grafico mostrando que esta curva descansa en un cono.

4) Encontrar ecuaciones paramétricas para la curva C' correspondiente a la interseccién del cilin-
dro 22 +9* = 1y el plano y + z = 2.
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0,—1,3)

(-1,0,2)

0

Lo2

y
2
g
g
’
g
g
5
[
‘\

0,1,1)

C: interseccion del cilindro > 4+ y> =1 y el plano y + z = 2

5) Curva de Viviani. Es la curva interseccién de una semiesfera con un cilindro de eje paralelo
a un diametro de la esfera. Por ejemplo, consideremos la semiesfera de centro el origen de

coordenadas y radio 2:
I R S

y el cilindro:
(r =1 +y*=1

La curva de Viviani es la siguiente:

Curva de Viviani

Buscar una representacion paramétrica de esta curva.

Resp.: v = 1 +cost, y =sint, =2sin(%), te[0,2n].
6) Encontrar la funcién vectorial que representa la curva de interseccién de las superficies:

e el cono z = /22 + 92, t

e clplano z=1+y

Resp.: 7/ (t) = (t, 552, 521
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7) Es frecuente que una curva C' no sea suave, pero que corresponda a la concatenacion de ciertas
curvas suaves, digamos C; y (5. En este caso se anota C' = C] + (5. Para las siguientes
curvas encontrar sus ecuaciones paramétricas.

YA z

(1,2)
c, (0.2} (3,4,5)

Cl
1 ; €7 e
Cl 0/ e 6“"—-—-—-—3-_.____________*
_x:d‘—yz {2!0’0) ¥y
0,0)

(~5,—3) (3,4,0)

ER

8) Considerar la curva C' = C; 4+ Cy + C3 + Cy + C5 4+ C4. La curva parte en el punto (2,0,0) y
termina en (2,4, 1). La curva C} es la cuarta parte de la circunferencia z* + z? = 4. El resto
de las curvas son segmentos de recta. Determinar una parametrizacion la curva C'.

Curva definida por tramos

Resp.: C) : 71(t) = (2cost,0,2sint);t € [0,7/2], Co : To(t) = (0,t,2);t € [0,2], Cs :
Ta(t) = (£,2,2):t € [0,2], =Cy : T4(t) = (2,2,8):t € [0,2], C5 : 75(t) = (2,£,0):t € [2,4],
Co: T6(t) = (2,4,1);t € [0,1]

Ll

9) Considerar las curvas
— — -
Cy: mt)=ti +(1—1t)] +B+)FK
> -,
Cy: T3(s)=B—s)i +(s—2)j +s°k
Determinar, en caso que existan, el (o los) punto(s) en los cuales se intersectan C; y Cs.

10) Decidir si la curva
T =A+)T+A+)TH (A +2t - 1)k
es plana, es decir si esta completamente contenida en un plano, y en caso afirmativo, encontrar
el plano que la contiene.
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3.8 APENDICE: Ecuaciones paramétricas de algunas cur-

vas

1) Recta*

fty =1+t
gty =-1+ 3t

hity=1+t

@
n
l

(8]

o
1]
(3]

2) Circunferencia

3) Una circunferencia en el espacio

f(t) = 2sen(t)
g(t) = 2cos(t)

hit) =0

o
n
'

o

o
n
(8]

f(t) = 2sen(t)
g(t) =2cos(t)

hit) =2

o
n
'

(3]

o
n
o

* Los siguientes graficos se realizaron en GeoGebra.
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4) Una circunferencia ondulada

f(t) = 3sen(t)
g(t) = 3cos(t)

h{t) =1 + sen(3t)

5) Elipse

f(t) = 4sen(t)
g(t) = 2cos(t)

htt) =2

6) Una elipse inclinada

f(t) = 3sen(t)
g(t) =2cos(t)

hit) = 1 + 2cos(t)
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7) Lissajous

f(t) = 4cos(3t)
g(t) =2sen(2t)

h(t) =2

8) Cicloide

1(t) = 4t - sen(4t)
g(t)=0 4

h(t) =1 - cos(4t) y

9) Hélice

f(t) = 2cos(t)
g(t) = 2sen(t)

h(t) =0.4t

Depto. de Matematica, Fisica y Estadistica 59 UCM



Cdlculo vectorial. Seccion 8 Funciones vectoriales y Curvas

Prof. Claudio del Pino O.
10) Mariposa

-1 Selecciona ubicacién o recta, funcién o curva |_—
f(t) = sen(t) (e*cos(t) - 2cos(4t) - sen>(t / 12))

g(t) =cos(t) (ercos(t) - 2cos(4t) - sens(t /12))
hit)=0
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