SECCION 1

Integral de linea I

7.1 Introduccion

En esta sesion se revisa el concepto de un nuevo tipo de integral: integral de linea. Se define de
manera analoga al caso de la integral de Riemann de una funcién de una variable real, y tiene
multiples aplicaciones, particularmente en el ambito de la Fisica. Esta nueva integral se puede
aplicar tanto a campo vectoriales como escalares.

Partiremos definiendo la integral de linea para campos vectoriales. Asi como la integral de Riemann
se introduce con el problema del area, La integral de linea se inicia con la determinacién del trabajo
realizado por un campo de fuerzas al actuar sobre una particula que se mueve sobre una curva.

7.2 'Trabajo realizado por un campo de fuerzas

7.2.1 Fuerza constante

Ty
b

"3
A

Supongamos que una fuerza ? actia sobre un objeto que se desplaza desde un punto A hasta un
punto B, a través del segmento AB. En este caso se define el trabajo realizado por la fuerza ?,

o R
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donde 7 = Ag.

Notar que, equivalentemente

T =|[F| | d|| cosa

donde o = 4(?, 7), es decir « es el angulo que forma el vector fuerza ? con el vector desplaza-

miento = AB.

Observacion: Una unidad de trabajo es el Joule que corresponde al trabajo realizado por una fuerza
de 1 Newton cuando se produce un desplazamiento de 1 metro.

7.2.2 Fuerza seccionalmente constante
Z.n

X

Supongamos ahora, que se tiene un camino poligonal, P, en el espacio que une los puntos Ay, Ay,
Ag y As; v que en cada segmento del camino poligonal actiian fuerzas constantes: Fj en el camino

%
d1=AgA1, F5 en el camino dy=A;A,, etc. En este caso el trabajo total realizado por estas fuerzas
cuando se desplaza un objeto sobre P, desde A hasta Ay es:

T=F & +F dy+Fdy+Fid

En caso que el camino poligonal este conformado por n segmentos que unen los puntos Agy, A, Ao,
.-+ A,, de modo que en cada uno de estos segmentos actian fuerzas constantes ?Z-, correspondi-
entemente, entonces el trabajo total realizado por este conjunto de fuerzas cuando se desplaza un
objeto sobre P, desde Aj hasta A, es:

T=F -d+F-dy+F-dyt+-+Fdy=> F-d

=1

donde Z = Ai—lAi-
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7.2.3 Fuerza continuamente variable
Z.n

El caso general, asociado a las dos situaciones recién comentadas, corresponde al trabajo realizado
por un campo de fuerzas variable, que actia en cada punto de una curva C', cuando se desplaza un
objeto desde el punto inicial al punto terminal de dicha curva. Para fijar ideas, sean

o C: T(t) = :U(t)7> + y(t)?> + z(t)? = (x(t), y(t), 2(t)), con t € [a,b], una curva, y

° ?: Q) C R?® — R3 una campo (vectorial) de fuerzas, de modo que 7([@, b)) C 2, para que ?
actie en cada punto de C.

Para resolver esta situacion, se observa que cada particién 7 del intervalo [a, b]:
Tra=ty<t1<---<t,=b
induce una particién 7 en la curva C":

T PO = ?(tﬂ) = ($07y0720),P1 - ?(tl) = (IL’l,yl,Zl), e 7P7l = ?(tn) = (xnaynvzn)

Za
F(r(v))
/ r'(6)AL
r(ti)"""\-
T(t= Y

X
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Nota: Como siempre At = b’T“

Ahora bien, aproximando el trabajo realizado por ? en el 1 — estmo sub-arco que va desde ?(tl)
a 7)( tit1), donde t; 11 = t; + At, por

To= F(P (1) (7t + AL — 7 (1))
y como, por definicién de derivada, 7'(t;)At = T (t; + At) — 7 (t;), se tiene

Ty~ B(P () 7 (1) At

se tiene que el trabajo total realizado por ? cuando se mueve un objeto sobre toda la curva C', es
aproximadamente igual a la siguiente suma de Riemann:

n—1
TS F(P(1) 7' (t)At
i=0
Por lo tanto, es natural definir el trabajo total realizado por la fuerza ?, como*

thﬁﬁfﬁﬁmy?mm

es decir,

:fFW@yth

lo que suele anotarse por,

:L?d?

Ejemplo: Encontrar el trabajo que realiza el campo vectorial F?(x, y,2z) = (x,zy,yz) cuando se
mueve una particula sobre la pardbola y = 2% en el plano z = 3 desde el punto (0,0, 3) al punto
(1,1,3).

Ahora bien, en general se define:

* Es claro que, cuando n — oo, la norma, At, de las particiones tiende a 0.
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7.3 Integral de linea para campos vectoriales

Sean

o C: T(t) = x(t)7> + y(t)7> + z(t)? = (x(t), y(t), 2(t)), con t € [a,b], una curva suave, y

. ?: 0 C R?® — R3 una campo vectorial continuo, de modo que 7)([a,b]) C Q, para que ?
actie en cada punto de C.

la integral de linea del campo vectorial ? sobre la curva C, se anota y define:

b
/ Bodv - / BP0 7 ()dt
C a
Nota 7.1. La integral de linea de un campo vectorial ?, cuando la curva C' es cerrada, se anota

]{C?-d?

7.4 Diversas maneras de presentar una integral de linea de
un campo vectorial (trabajo)

La integral de linea se puede escribir:

1) Destacando el vector tangente:

W:/C?-?ds

2) Usando su definicion:

W:/C?-d?

3) Desarrollada para incluir a dt, se destaca el pardmetro t y el vector de velocidad %:

—>
W= / E. d— di
: 7.
4) Sustituyendo ? y de dd—t.

dx dy_. dy
dt dt dt ) dt

W:/(P?+QT+RE)- <—1+—J+—k
C

5) Realizando el producto punto:

W = /( —l—RCét)d
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6) Finalmente, cancelando dt, se obtiene una de las formas mas usadas:

W:/de—l—Qdy—i-Rdz
c

Ejemplo 7.1. Calculo del trabajo realizado por una fuerza variable sobre una curva en
el espacio.

Calcular el trabajo realizado por
F=(y—a"i+ -7+ @ -k

sobre la curva R
7)) =tT+ 27+ %k, 0<t<1

X i = A 7_<
ri =+ tj+ 'k (1.1.0)

Paso 1: Se evaliia F sobre la curva: ?(?(t))
FP1) = (12— )T+ (B — YT+ (t — )k = (5 — 5+ (t — 1) &
a7 .

Paso 2: Se calcula o

A7 = (T4 2T+ k) = T+ 27+ 3tk
Paso 3: Se calcula ? . %:

7. ci_l_? = (B =T+ (t —15) k) - (T+ 24T+ 32 k) = =315 — 205 + 2¢4 + 3¢

Paso 4: Finalmente se calcula fol ? . %dt:
JUF 2 = (=315 — 25 + 24 + 36%)dt = 2

Respuesta: El trabajo realizado es igual a 2 (u. de trabajo).

%’ercicio 7.1. Sea 7 (t) = (acost,asint,bt) una porcién de la hélice entre t = 0y t = 27. Si
(x,y,2) = (z+y,z+y+ z,2). Verificar que

/ F a7 =22
C
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7.5 Propiedades de las integrales de linea

1) El valor de la integral de linea no depende de la parametrizacién de la curva C, siempre que
se conserve su sentido.

2) Si —C es la curva C orientada en sentido contrario, se tiene que

/_C?-d7:—/0?~d7

3) Siuna curva C' es la unidn (yuxtaposicién) de dos curvas C; y Cy,

C=C+C,

se tiene que

/?.d?: Foav+ | F.av
C C1 Ca

Observacién: Como 7 = (x,y, z), se suele anotar d7 = (dz,dy, dz).

Ademsds , como F' = (P,Q, R), se obtiene formalmente que

F.d7 = (P,Q,R) - (dz,dy,dz) = Pdx + Qdy + Rd>

Luego, usando estas notaciones, se tiene que
/ ?-d?:/ Pdz + Qdy + Rd>
C C

ademés, si 7 = (x(t),y(t), z(t)), con t € [a,b], se tiene

(1) = (P(7(6),Q(7 (1)), R(T (1))
) = (1)), 2(t)

Entonces,

| a7 = [P oo+ 0w o + @) 0l
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Ejercicio 7.2. Si el campo vectorial ? tiene el siguiente campo de direcciones

a | =R AER
N a s e T i
Y o e e i e ¥ et TN RN K

b,
‘\
%

e R R R

g it et BT T B R
ettt T T R
BEIPEE L N N

P
PSS & i
f{(/r“/“/

y C1, C2 y C'3 son las curvas indicadas. Determinar el signo, de ser posible, de cada una de las
siguientes integrales de linea

a) [ F-d7 b) foy F - d7

Solucion:

c) f03?-d7

1) Positiva. Pues como el campo de vectores forman un dangulo agudo con los vectores tangentes

a la curva C1, B = ||?|| 17| cos(é(?,?’)) > 0.

2) Positiva. Razdén andloga.

3) Cero. En este caso el campo de fuerzas es perpendicular a la curva, luego COS(Z(?, 7))
cos(90) = 0

r

Nota 7.2. Integrales de flujo y de circulacion de campos vectoriales
Cuando es un campo de velocidades, la integral de linea de
nombre de flujo de F a lo largo de C'. Asi entonces

Flujo —/?'d?
c

sobre una curva C' recibe el

Cuando C' es una curva cerrada, el flujo se llama circulacion de ? sobre una curva C'.

7.6 Integral de linea para campos escalares

También es posible definir integrales de linea para campos escalares. Sean:
e (' una curva suave con ecuacion vectorial

o~

T =xt)i+yt)j+2()k, cona<t<b

Y

Depto. de Matematica, Fisica y Estadistica 110

UCM



Cdlculo vectorial. Seccion 7 Integral de linea 1
Prof. Claudio del Pino O.

e u = f(x,y,z) un campo escalar continuo definido en un conjunto que contiene a la curva C.

La integral de linea de f sobre la curva C' se anota y define por

/f:cy, ds—/ F7 @) 17"t

Ejemplo 7.2. Calcular [, (22 +92)ds, donde C': z=t, y=1*, 2 =1>0<t<1.

Desarrollo: En primer lugar se calcula

V()2 +y/ ()2 + 2/(1)?2 = /12 + + (3t2)2 = V1 + 412 + 9t4.

Luego,
[ 2w+ 92)ds = [ (2t + 9°)V/T + 482 + 9t3dt = 1(14%2 — 1)
Nota 7.3. Si C es una curva suave definida por
%
C: T(t) = :E(t)? +y(t)7 +z(t)k, con a<t<b

entonces

/Cf(% y,z)dx + f(x,y, z)dy + f(z,y, z)dz =

b
/ Fla(t),y(t), z(0)2 (t)dt + f(x(t),y(t), 2(£)y (t)dt + f(x(t),y(t), 2(t))2' (t)dt (7.1)

Ejemplo 7.3. Calcular [, zdz + zdy + ydz, donde C: z =t*, y =13, 2=t} 0<t < 1.
Desarrollo:

[ 2de + xdy +ydz = [} 12 2tdt + 2 - 33dt + - 2tdt = [)'(263 + 5t')dt = 2

7.7 Algunas aplicaciones a la fisica de la integral de linea
de campos escalares

En Fisica, si la curva C representa un delgado alambre con densidad lineal p(z,y, z) en su punto

(x,y, z), entonces:
m:/ pds
c
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2) Primeros momentos con respecto a los planos coordenados:

Myz:/xpd*S? Mzz:/ypdsa M:vy:/zpdsa
C C C

3) Coordenadas del centro de masa de este alambre, (T,7,%), viene dado por

1 M,. 1 M,, _ 1 M,
:—/x,ods: = y:—/ypds: , z:—/zpds: Y
m Jo m m Jo m m Jo m

4) Momentos de inercia con respecto a los ejes y otras rectas:

8|

I, = /(y2 + 2%)pds, I, = /(332 +2%)pds, I, = /(x2 + y*)pds
c c c

Ejercicio 7.3. Un arco de metal delgado, mads denso en la parte inferior que en la superior estd
a lo largo de la semicircunferencia en el plano Y Z. Determinar el centro de masa del arco, si la
densidad en el punto (x,y,z) del arco es p(x,y,z) =2 —z

Resp.: El centro de masa es, aproximadamente, el punto (0,0, 0.57)
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7.8 Actividades Seccion 7

1) a) Para ?(x,y,z) = (yz,zz,7y), 7 (t) = (,12,1%), 0 < t < 2, verificar que [, F.d7 =64

b) Para F(m, , 2) = Zi + y}— xE ?(t) = {i+ sint}%— Costz, 0 <t < m, verificar que

fC ? A7 =7
2) Calcular las siguientes integrales de linea:
) /(x +y)dz+ (z — y)dy + (y — 2)dz donde C() = (E2,4,1) ¢ € [0,2]
c
b) / 2zydr — ydy donde C' es el arco de pardbola y = 2 que va de (—2,4) hasta (0,0)
c
seguido del segmento que va de (0,0) hasta (2,6)

3) Calcular [, zy'ds, si C es la mitad derecha de la circunferencia * + y* = 16.
Respuesta: 1638.4
4) Calcular fc xzdr + xdy — yzdz, donde C' es la curva que consiste en un cuarto de circulo

en el plano XZ y los segmentos de recta en los planos XY e Y Z, tal como se indica en la
siguiente figura:

Resp.: 3, pues Jo, vzde+xdy—yzdz = 3, Jo, vzdetaxdy—yzdz = 3, f03 xzdr+xdy —
yzdz:—%

5) Encontrar el trabajo realizado por el campo de fuerzas ?(x,y) = (x,y + 2) moviendo un
objeto a lo largo de la cicloide 7 (t) = (t —sint, 1 — cost), 0 < t < 2.

Resp.: : 27? (unidades de trabajo)

6) Al doblar un delgado alambre se forma un semicirculo de ecuacién aproximadamente igual a

2?2 +y? =4 con x > 0. Si su densidad lineal es constante e igual a k, encontrar la masa y
centro de masa de este alambre. Resp.: m = 2kr (z,7) = (2,0)
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7)

8)

9)

10)

11)

12)
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Determinar la masa y centro de masa de un alambre con la forma de la hélice z = t, y = cost,

z =sint, 0 <t < 2m, si la densidad en cualquier punto de este alambre es igual al cuadrado
2

de su distancia al origen. Resp.: m = \/§(§7r3 +27), (7,79,2) = (%, 0,0)

Encontrar el trabajo realizado por el campo de fuerza

Flo,y,2) = (y+20+22+y)

sobre una particula que se mueve en el segmento de recta que va del punto (1,0,0) al punto
(3,4,2). Resp.: 26 (unidades de fuerza).

Un campo de fuerzas del tipo gravitacional, ?, estda dado por

F(7) = Flo,9,2) = o™
() (7y7)W

Calcular el trabajo realizado por ? cuando su punto de aplicacion se mueve a lo largo del eje
X, desde (1,0,0) hasta (2,0,0). Resp.: K

a) Verificar que una fuerza constante realiza trabajo cero sobre una particula que se mueve
uniformemente una vez sobre la circunferencia x? + y? = 1.

b) jSucede lo mismo si la fuerza viene dada por ?(x, y) = (kxz, ky), con k constante?.

Si el campo vectorial ? tiene el siguiente campo de direcciones

B O I
AR R RAR LS T LA
N o 1 A
o R R KRR R R ADE L G A
N rar
erm RRERA N AT P AAA
B N S LN SR A
&h&h&“\"\.‘\\_]ﬁ\. Jf' AAA
e R R T A

Ay

00

y C1, C2 y C3 son las curvas indicadas. Determinar el signo, de ser posible, de cada una de
las siguientes integrales de linea

a) [, F-d7 b) [y F - d7 ¢) [y F-d7

Un objeto se mueve sobre la curva C' desde el punto (1,2) al punto (9,8). En el siguiente

dibujo se muestra la curva C' y algunos vectores del campo vectorial ? La longitud de estos
vectores estan medidos en newton. Encontrar un valor aproximado del trabajo realizado por
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F=at+y] v F=-yi+2]

alrededor de las siguientes curvas:
T

a) La circunferencia 7 (t) = (cost)T+

( 0
b) La elipse 7 (t) = (cost)T+ (4sint) k0<t<2m

Resp.: a) Circ(?l) =0 C?;?"C(?g) =2m, D) Circ(?l) =0

C’irc(?g) = 8w
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