SECCION 9

Teorema de Green

9.1 Introduccion

En esta sesién se revisa el primero de los 3 teorema claves del calculo vectorial: el Teorema de
Green*. Este teorema establece que una integral doble sobre una regiéon D del plano es igual a una
integral de linea a lo largo de la curva cerrada C' que constituye la frontera de D.

AN ESSAY

MATHEMATICAL ANALYSIS TO THE THEORIES OF
ELECTRICITY AND MAGNETISM.

Y
GEORGE GREEN

Snitimgbam:

* Matematico Inglés, 1973-1841.
En su biograffa ubicada en http://es.wikipedia.org/wiki/George_ Green, se destaca que “El joven George Green solo
asistié de forma regular a la escuela durante un afio entre los 8 y 9 anos ayudando a su padre posteriormente...”
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9.2 Teorema de Green

|||||

# F ¢ F F F F

Sean

o Flr,y) = P, y)i+Q(x,9)] = (P(z,y), Qx

,7/)) un campo vectorial en R?, C'* en un dominio
R del plano*.

e ( una curva simple, cerrada y orientada en sentido positivo que conforma la frontera de una
regién D, contenida en R.

entonces

ﬁ?d? = //rot(?) - kdA (9.1)
D

0, equivalentemente,

jf? d7 = //(a—Q—@—P) dA (9.2)

Nota 9.1. Formalmente, poniendo dr

= (dz,dy), se tiene que
F-d7 = (P,Q) - (dz,dy) = Pdz + Qdy

Luego, el teorema de Green también puede presentarse de la siguiente manera

jI{ (:vy)da:+Q:Bydy—//(@—a—P)dA (9.3)

* Recordar que un campo escalar es C! en un dominio, cuando él y sus derivadas parciales son continuas en dicho
dominio.
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Demostracién: Notar que el teorema de Green (9.3) quedara demostrado si se verifica que:

/ Pdz = — / —dA (9.4)
[ = [[ L 05

Se comprobard (9.4) para el caso en que D sea una regién del tipo I (verticalmente simple):

D={(z,y) eR*:a<z<bgi(z) <y < g(z)}

Y ¥=g;(x)

—

7
y=g(x)

0 d b X

Dominio verticalmente simple (tipo I)

en donde ¢g; y g2 son funciones continuas. Esto nos permite calcular la integral doble del miembro
derecho de la ecuacién (9.4), de la siguiente manera

/ Loa = / / —dyd.r

g2(z)
= / P(z,y)

dx
_ / P(2, ga(x)) — Pl g1(2))] da

g1(z)
= [ P [ P

:—/de
c

Por otra parte, ahora se calcula el lado izquierdo de la ecuacién (9.4), expresando C' como la unién
de la cuatro curvas C7,Cs,C5 y C4. Sobre (', se toma a x como el pardmetro y se escriben las
ecuaciones paramétricas como x = x,y = g1(x),a < x < b. Luego

Depto. de Matematica, Fisica y Estadistica 131 UCM



Cadlculo vectorial. Seccion 9 Teorema de Green
Prof. Claudio del Pino O.

/Cl P(z,y)dx = /ab P(z,g1(z))dz

Las ecuaciones paramétricas de —C5 son: x = z,y = ¢ga2(x),a < x < b. Luego

/03 P(z,y)dx = — /CS P(z,y)dx = — /:P(x,gg(x))day

Sobre Cy o Cy, x es constante, por lo que dz = 0. Asi

/P(J;,y)dx:/ P(z,y)dz =0
02 C4
Finalmente
/P(x,y)da: = / P(x ydx—i—/ P(m,y)dx—l—/ P(x,y)dx+/ P(x,y)dz
c Cy Ca Cs Ca
b
= /Pac g1(x dm—/ P(z, go(z))dx

Por lo tanto

/C Pl / O 14 (9.6)

de igual forma se puede probar (9.5), es decir:

Jetwna - [[ %4 (9.7

Sumando (9.6) y (9.7), se tiene que:

f i tem= ] (32-)a

Por lo tanto, se tiene lo pedido.

Nota: Sobre el teorema de Green, en general, se realizan 3 tipos de actividades, a saber:

e Actividad tipo 1: Calcular una integral de linea.
Usando el teorema de Green, calcular 7{ ? AT = ?{ P(z,y)dx + Q(x,y)dy
c c

En este caso, se debe en (9.3), calcular el lado (2), y el valor obtenido sera, luego de este
teorema, el valor de la integral de linea pedido.
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Ejemplo 9.1. Usando el teorema de Green, calcular/ F dr para el campo vectorial

?(‘r7 y) - aI’Ctan g/Z\—’— ]_n(xz + yQ)}\
x
y C es la siguiente curva, orientada en sentido positivo

b
¥

dh N

= 2% 1 2

Solucién: Sea Como P = arctan £ y Q = In(2? 4 y?), se tiene que:

2 T T

aQ oP 2x % B B
e dy T P4y 1L Py Py P24y

oQ OP
P = —< ———dA
]é (z,y)dz + Q(z,y)dy // (83: y)d
= ——dA
//Dx“rzﬂ
i 2
= // Tczserdrdﬁ
o J1 r
T 2
= // cos 0 drdf
o J1
0

Ejercicio 9.1. Usar el teorema de Green para comprobar que
1

2 3
vrydr + v2yPdy = ——
%C 12

donde C es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1).

Luego

e Actividad tipo 2: Calcular una integral doble

Usando el teorema de Green, calcular //(0_@ — ?l—P> dzdy.
Y

En este caso, se debe en (9.3), calcular el lado (1), y el valor obtenido serd, luego de este
teorema, el valor de la integral doble pedido.
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Ejemplo 9.2. Usando el teorema de Green, calcular

/ /(x _ y)dA
R

donde R es la circulo de radio 2 y centrada en el origen

Solucion: Aqui se debe buscar un campo vectorial ? = (P,Q), de modo que

0Q oP

dr oy Y

Un campo vectorial que satisface esta condicion es:

i
27 2
La ecuacién de la circunferencia de radio 2 y centrada en el origen es

r(t) = (2cost,2sint) con t € [0, 27]

//(a:—y)dA - j[C?-d?
R

2m
= / (2sin®t,2cos?t) - (—2sint, 2 cost)dt
0
27
= / (=4 -sin®t +4 - cos®t)dt
0
2m
=4 / (—sin®t + cos® t)dt
0
2 2
= 4-/ —sith-sint—i-él-/ cos®t - costdt
0 0

2 27

= 4-/ —(1—coth)-sint+4-/ (1 —sin®t) - costdt
0 0

= 0

e Actividad tipo 3: Verificar el teorema de Green.

En este caso, se debe en (9.3), calcular el lado (1) y el lado (2), y verificar que ambos valores
son iguales.

Ejemplo 9.3. Comprobar el teorema de Green para la curva C':.
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y el campo vectorial ?(m, y) = —22%yT+ 2xy°7.

Solucién: Calculemos en primer lugar, | o ? A7

La curva C, se debe descomponer en 3 curvas

=2
C’lz{$ cost Conggtgw

Yy = 2sint
r=t
: —2<t<
Cy {yzO con —2<t<0
z=0
C’g:{ con 0 <t<2
y=t

Haciendo los calculos correspondientes, se obtiene:

F.d7 = 4n, Fodv =o, Fodv =0
C1

CQ CB
Por lo tanto:

/?-d?: Fodr+
C C1

Ca

Fodi+ | Fodav =4ar
C3

9.8)
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Por otra parte,

coord. polares

//(a—Q — a—P> drdy = //(2y2 + 22%) dady = A (9.9)
D

Comparando (9.8) y (9.9), se verifica el Teorema de Green.

Ejercicio 9.2. Comprobar el teorema de Green para el caso particular en que D es un

rectangulo:
B
Cz
by {---- .
(“ F e
‘Y < C
by t-—-- b
: i 1 !
} } e
) fdy

Nota 9.2. El teorema de Green también es valido para regiones como la siguiente:

G

Aqui la curva C' = C} + Oy, y se tiene que

j[Cde+Qdy=7{ de+Qdy+7{C2de+Qdy—//(@—a—];) dxdy

En estos casos, la orientacién de la curva externa (C en este caso) es en sentido antihorario y las(s)
curvas internas (Cy en este caso) son en sentido horario. Para determinar estas orientaciones, se
usa la regla de mantener a la mano izquierda la region, cuando uno camina por la frontera de la
TEGLON.

Ejercicio 9.3. Evaluar j{ y2dx + 3xydy, donde C es la frontera de la region anular D de la parte
c
del plano que estd entre las circunferencias x® + y? = 1 (curva Cy, con orientacién negativa) vy

2 4+ y* =4 (curva Cy, con orientacion positiva,).
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- A

RN PR

PR
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:l\.ixi*\. 5

RN
AR
R

N
.

Solucion:

Por el teorema de Green

0 0
2 2
= — - — A
/Cy dzx + 3zydy // {83:(33:3;) 8y<y )} d
D
27 2
= //ydA :/ / (rsinf) - rdrdd
s o J1
27 2
= / sin 9d9/ r2dr
0 1

r37?
— _ 27T. JE—
= [—cosd; {3}1
=0

9.3 Teorema de Green y areas

Verificar que el area de una regién D del plano, viene dada por:

DO | —

Area de(D) = —j{ ydz, Area de(D) = ]{ xdy, Area de(D) =
c c

7{ xdy — ydx
c

. o . . . . 2 2
Ejercicio 9.4. Determinar el drea encerrada por la elipse 7z + 45 =1

Solucion: La elipse tiene ecuaciones paramétricas x = acost y y = bsint, en donde 0 < ¢t < 27.
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Entonces

xdy — ydx

o
3

(acost) - (bcost) — (bsint) - (—asint)dt

N~ DN~

I
wl%\Ke\
@ Q
C\l:?
Q
~

I
)
S
>
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9.4 Actividades Seccion 9

1)

2)

Verificar el teorema de Green con el campo vectorial ?(x, y) = Bx+2y, r—y)ylacurva C
dada por r(t) = (cost,sint), para t € [0, 27]

Usar el teorema de Green para calcular las integrales del campo vectorial F(x, y) a lo largo
de la curva dada:

a) ?(:p, y) = (5% + 4y) T+ (22 — 4y*)7J, a lo largo del circulo (z — 2)? + y* = 4 recorrido en
sentido antihorario.

b) ?(x, y) = (a(z)—y)1+(x+L(y))7J, donde v y /5 son funciones reales con primera derivada
continua definidas en R, a lo largo de un cuadrado de lado a recorrido positivamente.

c) ?(x, y) = (z° —y*) T+ (22 + y*)7, donde C es la frontera de la regién comprendida entre
las circunferencias 22 + 9> =1 y 2% +9*=09.

Evaluar ¢, zydz + 2%y’dy, donde C' es el tridngulo con vértices (0,0), (1,0) y (1,2):

a) directamente
b) usando el teorema de Green

2

Respuesta. .

Usar el teorema de Green para calcular I; — I3, donde
I, = / (27 + y)2dz — (z — 2y)*dy e I, = / (22 + y)?dr — (z — 2y)*dy
Cl CQ

Cr: AMt)=(t,#*) te€]0,1] vy Co: p(t)=(t*1t) telo,1].
Usando el teorema de Green, determinar el area de la regién limitada por

a) la curva con ecuacién vectorial 7 (t) = (cost, sin®t), t € [0,2n].

b) la elipse, con ecuacién vectorial ?(t) = (acost, bsint), t € [0,27], con a y b constantes.

a) Sea C' el segmento de recta que une el punto (z1,y;) con el punto (x9,ys). Verificar que
/ rdy — ydr = T1ys — Toys
c

b) Silos vértices de un poligono P, ordenados contra-reloj, son (z1,v1), (Z2,%2), - - -, (Tn, Yn),
verificar que el area de este poligono viene dada por:

Area de P = %[(mly? - nyl) + (x2y3 - $3y2) +... (xn—lyn - xnyn—l) + (mnyl - 371%1)]
c) Hallar el 4rea del pentdgono de vértices en los puntos (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) y (—1,1).
Respuesta. (c) 4.5.
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7) Sea D una regién en el plano delimitada por una curva simple y cerrada C.

a) Usando el teorema de Green, verificar que las coordenadas del centroide de D, (7,7),

viene dado por:

1

1
T=— a:Qdy y y=
c

1 2
24 04 fvd
donde A es el area de D.

b) Encontrar el centroide del tridngulo con vértices (0,0), (1,0) y (0,1).

)-

Respuesta. (b) (Z,7) = (3,

QJI»—A

8) Dados

e ¢l campo vectorial

R = D
) $2+y2 x2+y2 x2_|_y2

e La curva O, correspondiente al circulo x? + 3? = 1, con orientacién positiva.

a) Calcular la integral de linea de ? sobre la curva C.

P
) Calcular / / (6_@ — 8_) dzdy, donde D es la regién encerrada por la curva C'.

c¢) Discutir si estos resultados estdn de acuerdo o no con el Teorema de Green.
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