SECCION 12

Teorema de (Gauss

12.1 Introduccion

En la presente sesién se revisa un teorema clave del célculo vectorial, el Teorema de Gauss o Teorema
de la divergencia. Este teorema establece una relacién entre una integral de superficie sobre una
superficie cerrada y una integral triple sobre el sélido delimitado por esta superficie.

Carl Friedrich Gauss*

* Matematico aleman, 1777-1855. Gauss trabajé en una amplia variedad de campos tanto de la matematica como de
la fisica incluyendo la teoria de ntimeros, andlisis, geometria diferencial, geodesia, magnetismo, astronomia y 6ptica.

Su trabajo ha tenido una gran influencia en diversas areas.
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12.2 Primera forma vectorial del Teorema de Green

Recordemos que si P(z,y) y Q(z,y) son campos escalares C!' en un dominio D de R? y C' la curva
simple, cerrada y orientada en sentido positivo que conforma la frontera de la region D, entonces
el teorema de Green establece que:

7{ P(z,y)dx + Q(z,y)dy = //(@ — 8_];) dxdy (12.1)

Sea C' dada por su ecuacién vectorial:
C: 7)) =z)i+yt)j, a<t<b
entonces el vector tangente unitario a C', viene dado

0 - ) -
7O = o+ T

de donde el vector normal unitario exterior es

A= YO 5 0 -

NECIEREZO

yA

Luego, haciendo ?(az, y) = P(z,y)1+ Q(x,y)7, se tiene

]{?.ms _ /b(?-ﬁ)(t)||7'(t)||dt
C a

PPN Q). )T D] o
-/ TEZ0] &) 1”?“)”‘”

b
_ /P(x(t),y( )y (£)dt — R(x(t), y(t)'(t)dt

_ /de de—//(a—P+8—Q>ddy //v Fdady

Asi entonces, la primera forma vectorial del Teorema de Green, que recibe el nombre de Teorema
de Gauss (o de la divergencia) en el plano, es:
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ﬁ?-ﬁdS://V-?dA (12.2)
D

que establece que la integral de linea de la componente normal de ? a lo largo de C' es igual a la

integral doble de la divergencia de F' sobre la region D encerrada por la curva C.

Nota 12.1. El teorema de Gauss en el plano tiene una extensién natural al espacio R?, conocido
con el nombre de Teorema de Gauss:

12.3 Teorema de Gauss

Sean
e [ una regién solida simple*, o reunién de superficies simples.
e S la superficie cerrada correspondiente a la frontera de E con orientacién positival.

° ? (P,Q, R) un campo vectorial con componentes C'! sobre una regién que contiene a F,

//?-d? - ///dw(?) av (12.3)
S I

entonces

o bien,

//? Wds = ///(‘913 9Q gf) v (12.4)

12.3.1 Comentarios sobre la férmula (12.3), correspondiente al Teo-
rema de Gauss

1) La integral del lado izquierdo es una integral de superficie, es el flujo hacia afuera de Fz , a
través de S.

2) El vector normal 7, sobre la superficie S es elegido apuntando hacia afuera, de modo que
corresponde a la orientacion positiva de S.

* Aqui E corresponde a uno de los tipos considerados en el calculo de las integrales triples en R3.
t Orientacién positiva corresponde a trabajar con el vector normal unitario exterior.
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3) La integral del lado derecho es una integral triple de volumen, del campo escalar dz’v(?),
sobre el sélido E.

Ejemplo 12.1. Comprobar el teorema de Gauss para ?(:c, y,z) = y?—l— x}\—i- 2k y F la regién sélida

encerrada por el paraboloide z = 1 — 22 — y? y el plano z = 0.
Desarrollo: En la actividad 6 del tema sobre integrales de superficies se verificd que

//? S = g (12.5)
S

///dw(?) dv = ///dV = 4/;/2 /01 /OHQ rdzdrdf = g (12.6)
E E

Luego (12.5) y (12.6) comprueban (12.3) para el campo vectorial y sélido de este ejemplo.

Ahora bien,
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12.4 Actividades Seccion 12

1) Verificar el teorema de Gauss para ?(az,y,z) = (22 — z)?—{— 22yj — 222k tomada sobre la
superficie S correspondiente al siguiente cubo de lado 1:

RespI)ZF/G?.d?:LaB/C/; ?-d?:o.il!E/F?-d?:ng/D/c?-d?:o

A

BC/D/E ?.d?:—o.iF/G/O F.d5 =0, é/ﬁ.ds ~11/6, /V//dw(?)dv ~11/6.

2) Verificar el teorema de Gauss para ?(m, y,2) = 2T+ zyJ+ 2k y S la superficie acotada por
el paraboloide z = 4 — 22 — 42 y el plano XY

Resp.: ///dw(?)dvz&r. //?-d?:&r, //?-d?:o.
174 S So

Donde S es la parte de la superficie en el paraboloide, y

S, la parte de la superficie en el plano XY
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3) Comprobar que / / 7 -ndS = 3vol(V), donde S es una superficie cerrada encerrando un

S
R S
solidoVy 7 =zi +yj +2k.
4) Calcular el flujo del campo vectorial F(x, y,2) = 3xy* T+ xe* ]+ 23 k a través de la superficie

acotada por el cilindro 4% + 22 =1 y los planos x = —1y 2 = 2. Resp.: 2.

5) Calcular el flujo del campo vectorial ?(m,y,z) = (23 + ysin2)T+ (1® + zsinz)T+ 32k a

través de la superficie acotada por z = /4 — 22 — 92, z = /1 — 22 —y? y el plano z = 0.

Resp.: %.

6) Usar el teorema de la divergencia para calcular [ | (20 4 2y + 2?)dS, donde S es la esfera
unitaria centrada en el origen.

Hint: En este caso ? 7 = 22+ 2y+ 2% y como para la esfera 70 = \Zzi—i% =21+yJ+ zE,
se tiene que ? =2T+ 27+ 2 k. Resp.: 4?”

7) Sea S una superficie cerrada y F un campo vectorial de clase C?. Establecer si la siguiente
afirmacién es verdadera o falsa. Justificar su respuesta.

rot(F)-ds =
é/t()d 0

8) Sea E un sélido con frontera S. Comprobar que

a) //E> -dS =0, donde @ es un vector constante.
S

b) vol(E) = %//? : d?, donde ?(x,y,z) = 2T+ y]+ 2 k.
S

o) //mt(?) 48 =0
S

9) Sean

e 7 =a1+yT+2k
o r =7

e S la superficie correspondiente a la esfera en R3, centrada en el origen y de radio a

Considerar el siguiente campo vectorial:

1 1 o~ -~
Fo_7-= 1+ yJ+ zk), k constante real

RS (\/x2+y2—|—z2)3<
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a) Encontrar la div(?) Resp.: div(?) =0

b) Comprobar que, al usar directamente el Teorema de Gauss, se obtiene que el flujo del
campo vectorial ? sobre S es igual a 0.

Resp.: Flujo://?-d?://dW(?)dA://OdA:o
S D D

c¢) Usando la tipica parametrizacién de la esfera:

7)(u,v) = (asinvcosu, asinvsinu, acosv), 0<v<mw, 0<u<27

encontrar el vector normal a .S, W, que apunta hacia afuera de S (orientacion positiva)

Resp.: 7, = (—asinvsinu, asinvcosu, 0), T, = (acosvcosu, acosvsinu, —asinv)

2

de donde, 7, x 7, = (—a?sin® v cosu, —a?sin® vsinu, —a?sin v cos u).

Luego, es el vector normal a S buscado (que apunta hacia afuera de S) es: ﬁ =7, X

7y = (a?sin? v cos u, a®sin® v sin u, a®sinv cos )

d) Verificar, usando la definicién correspondiente, que el flujo de este campo vectorial sobre
S es igual a 4.
Resp.:

Flujo = !/?-d?zé/?(?(u,v)) (T X ) dudv:/o% /Oﬂsinvdvdu:élﬂ

e) Observar que los resultados obtenidos en (b) y (d) no son compatibles. Explicar en
detalle la razén por la cual se obtiene esta contradiccion.

Solucién:

La inconsistencia entre los resultados (b) y (d) se debe a que el resultado en (b) estd
incorrecto, pues en la situacion plantada no es posible usar el Teorema de Gauss, ya que
este campo vectorial no es C! en el interior de la esfera de radio a

Depto. de Matematica, Fisica y Estadistica 167 UCM



	Teorema de Gauss
	Introducción
	Primera forma vectorial del Teorema de Green
	Teorema de Gauss
	Comentarios sobre la fórmula (12.3), correspondiente al Teorema de Gauss

	Actividades Sección 12


