FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA INGENIERIA

Ingerierfa Técnica Industrial. Especialidad en Mecdnica.

Boletin 7. Integracién Miiltiple
Curso 2003-2004

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Calcular las siguientes integrales iteradas:

2) /;/;/W(xwLy)dydx. (b) /Z/;/mﬁdzdy.

Solucién:

1 pV/I—a? 1 y2 1—2? 1 1 22
(a) / / (z + y)dydx = / [zy + —] dx = / (:z:\/l — 22 4 > dr =
0J 0 0 2 0 0 2

_ gg(ﬁ _2

3 2

A /47
b)//4y 2 dxd /2 20 dy V4yd /2d
——dzdy = —_— = y = Y =
0J o V4 —y? o[ V4-¥y2], 0 /4 —1y?
2. Dibuja la regiéon R cuya drea representa la integral iterada. Calcular dicha area, cambiando previamente
el orden de integracion.

1 VY 2 T 4 4—x
a)/ / dzdy. (b)/ / dydax—i—/ / dydz.
0J y? 0/ o 2J 0

Solucién:

L vE 1 Ve 1 571
N dydx:/ e e

0J y? 0J z2 0 3 3 0 3

2 x 4 4—zx 2 4—y 2 2 )
)/ / dydrc+/ / dydw:/ / dwdy:/ [rc]f,*ydy=/ (4—2y)dy = [4y —y?], = 4.

0J 0 2J 0 0 Y 0 0

3. Usar una integral iterada para calcular el drea de la regién acotada por las graficas de 2e —3y =0, z4y =
5, y=0.

Solucién:

2 5y 2 2
A=// dwdy:/ [ml‘é_iydy=/ (5—y—3—y>d {5@/—5&} =5.
0 3y 0 2 0 2 4 0
2

También puede hacerse integrando primero respecto de y y después respecto de z. En este caso hay que
hacer dos integrales.

3 3 5 bz
A= / / dydx —|—/ / dydx = 5.
0J o 3J 0

4. Para calcular las siguientes integrales iteradas es necesario cambiar previamente el orden de integracion:

2 2 1ol
a) /0/ /1 + y3dydx (b) /0/ sen z2dxdy.
T Yy

Solucién:

Y

VI di=

0

2

)/Q/medydzv—f/yxmczzdy_/z[%
1 [T =[] =2

0
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1,1 1 1 1
b) / / sen z2dxdy = / / sen x2dydr = / [y sen x2] g dxr = / rsenzdr =
0J y 0J o 0 0

1
—(1— 1).
2( cos 1)

[— COs $2](1] =

N —

5. Realizar un esbozo de la regién R y calcular la integral doble :
a) / / xdA 'y R: es el sector circular en el primer cuadrante acotado por y = v/25 — a2, 3z — 4y =
R
0, y=0.
) // (22 + y?)dA y R: es el semicirculo acotado por y = V4 — 22, y = 0.
R

Solucién:
3 /25 3 3
// xdA = / / mdxdy = l/ [2?] ¥ 25-y? dy = l/ (25 —y? - EyQ) dy =

0J 4y 2/ 3Y 2/ 9

_ 25 1, 1\

> (1—§y>dy —(—2—7y) = 25.

Va—z? 2 yg Vi—z2
) // (22 + y?)dA = / / (22 + y?)dydx = 2/ (xzy + —) dx
R —2Jo 0 3/0

2 4 — 22\ V4 — 22 2 ((4—222) /4 — 22
:2/ <x2\/4x2+ ( * )3 w dr = 2/ ( x ; w dx = ... Por este camino
0 0

salen integrales complicadas. Ahora habria que hacer el cambio x = 2sent. Es aconsejable hacerlo

en coordenadas polares.

T 2 I 2 T 412 ™
// (x2+y2)dA=/ / r2rdrd0:/ / r3drdt9:/ [ﬂ d0=4/ d = 4r.
R 0J o 0J o 0 0 0

6. Calcular el volumen del sélido acotado por las grificas de las ecuaciones:

(a) z=uzy, 2=0, y =z, x =1, primer octante.

(b) 22+ 22 =1, y?+ 22 = 1, primer octante.

Solucién:
1 T 1 27T 1 3 411
= o= 5] o= =[5, -5
0/ o ol 2 ], ol 2 8], 8
(b)V:2/ / \/l—xQdydx:2/ [y 1—x20dm:2/ x\/l—xde:{—gy/(l—xQ)} =3
0/ o 0 0

0

7. Calcular las siguientes integrales dobles, pasando previamente a coordenadas polares.

2 V2r—a2?
(a) / / xydydz
2v2  /B—a?
/ / Va2 +y? dydx—l—/ V2?2 + y2dydz.
0

Solucién:

2 pvV2x—x? Z  ,2cosf z ré 2cos 6
a) / / rydydxr = / / r3 cos @ sen 0dh = / cos @ sen 6 [—] df =
0J 0 0Jo 0 4]

i

E 2c0s0 072 2\ 2
:4/ cos® @ sen 0df = {— cos } =0—- <——> ——
0 3 o 3 3
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2v2  p/8—a?

S El
1
=3
w
—_
[\v]
S5

T o2v2
Va2 +y?dydx = / / r2drd6 /

0 0

2 x
(b) / / Va2 +y?dydr + /
0J 0
42
3
8. Calcular el volumen del sélido acotado por las grificas de las ecuaciones

(a) z=+/22+9y2, 2=0, 22+ 4% = 25.

(b) z=In(2*+y?), z=0, 22 +3> > 1, 2° +y* < 4.

2 0

Solucién:
5 VZ—a?
(a) V = / / zdA = 4 / /22 + y2dydz. En cartesianas es muy dificil. Lo calculamos uti-
D

00 5 /25—a2 o2 5
\/mdyd:c = / / rrdrdf =
o Jo

lizando coordenadas polares. V = // zdA = 4/
D

27 3715 27
/ [T_} dp = 12 a6 = 2597
o L3 3 0 3

0J 0

2 pv4—2?
(b) V = / / zdA = 4 / / In(z? + y?)dydz. En cartesianas es muy dificil. Lo calculamos uti-
D 1J V1—-22

lizando coordenadas polares. V = / / zdA =4 /
D

2 2
2/ / In(r)rdrdd =

0o J1

2 r2]? 3 I 3
=2 —Inr— — 0= {4In2 — = =27 (4ln2—=|.
[y o

9. Calcular el volumen del sélido que es interior al hemisferio z = /16 — 22 — 32 y al cilindro 22 +y%—4y = 0.

Solucidn:

2 pVA—z? 27 2
/ In(z%+y?)dydr = / / In(r?)rdrdf =
0o J1

1J V1—=z2

Puede hacerse utilizando integrales dobles o triples. El resultado serd el mismo.

(a) Utilizando integrales dobles.

4 py/Ay—y?
V= / / zdA =2 / / 16 — 22 — y2dxdy. Es complicado hacerlo en coordenadas carte-
D 0J 0

sianas. Pasamos a coordenadas polares.

2 py/Ady—y? Z  pdsend
V:// szzZ/ \/16—x2—y2dxdy:2/ V16 — r2drdf =
D 0

0 0 0
. ( 2)3 4 sen O .
2| — (16 —r%)2 2 (= 2\ 5 3
= /0 — de_—g/o (16— 165en?0)* — 162 | do =
0
2, [? 128 sen0 1% 12837 -4 64
=g 30— 1)df = ——— |senf — —1 == = —(3r—4
3 /o (cos ) 3 {ben 3 ]0 T 6 9 (3m —4)

(b) Utilizando integrales triples.

4 \/4y7y2 \/167az2fy2
V= / / / dv =2 / / / dzdxdy. Es complicado en cartesianas.
Q 0J o 0

Cambiando a coordenadas cilindricas tenemos:

Z pdsend [, V16—12 Z rdsend
V= /// v = 2/ / / rdzdrdf = 2/ / /16 — r2drdf. a partir de aquf
Q oJo 0

0Jo
salen las mismas cuentas que antes.
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10. Determinar a, de modo que el volumen interior al hemisferio z = /16 — 22 — y? y exterior al cilindro

11.

12.

13.

2

2% 4+ y? = a? sea la mitad del volumen de hemisferio.

Solucién:

Llamamos Vg al volumen del hemisferio y Ve al volumen exterior.
14 1287
Vy = ——m43 =
7793 3

Ve:/// dV—4/ //16 7n2rd,zcl7°d6? 4/ /rmdr(w—%[(m-(z)%}

1
Como Ve = §VH’ obtenemos que

%[(16—&)%} : :% = (16—a?)? =322 16— a? = (32)

(Puede calcularse con integrales pero no es necesario)

vl

Wl

wiro

=a2=16-8(2)% = a=1/16-8(2)%.

Calcular las siguientes integrales triples:

1 px pzy 9 ,ry/3 A/ y2—9x2
a) / / / x dz dy dx (b) / / / z dz dx dy.
oJoJo 0/ o 0

Solucién:

/// xdzdydx—// zz), dydx—//xydydx
1 1
2 _ e = — [251F = —
_2/[ y?)° da = 2/0 dr = 7 [+°); 10.
y/3 912 1 9 ,ry/3 S on? 1 9 ry/3
// / zdzd;vdyzi// [ZQ]Oy ’ dzdyzi// (y279x2)dzdy
0J 0 0J 0

_1 v/3 LTy ] L e 729
_2/0[ — 3%, d_z/o{‘s o | =355l ="7"

4 p/16—22 10—z—y
Esbozar la region sélida cuyo volumen representa la integral triple / / / dz dy dz y

0J o 0
reescribirla en el orden que se indica dz dx dy.

Solucidn:

4 pV/16—22 ,p10—z—Yy 4 py/16—y2 ,p10—z—y
/ / / dz dy d:r:/ / / dz dx dy
0 0 0 0 0 0

Calcular el volumen del sélido acotado por las graficas de las ecuaciones:

(a) z=9—2%—y2 2=0 (b) 2 =4 — 2% y=4— 22, primer octante.

Solucidn:

Vo—z2 9—z2—y?
/ / / dV = / / / dzdydz. La integral en coordenadas cartesianas es dificil.
—v9—z2.J 0

La hacemos en coordenadab cilindricas.

V:/// dv. = /277/ /grrdzdrde /%/ 9r —r®) drdd = / [%—%rdé?:
2
/// av = //4m/4md2dyd$—//4m[4wdyda:—//4z — %) dydzx

2 5
:/ (4—x2)[y]éwdx—/ (4 —2?) da::/ (16 — 82 —l—x)dm-[lﬁx—si—i-w—} —256
0 0 3 51, 15

0
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14. Pasar la integral a coordenadas cilindricas y a coordenadas esféricas. Evaluar la que resulte més sencilla:

4 pV16—22 py/16—22—9y2 VaZ—z2 azfzzfy
a) / / / Va2 +y? dz dy dz / / / x dz dy du.
0J 0 0 —aJ —VaZ—z2

Solucién:

(a) a.1.) Coordenadas cilindricas

V16—z2 16— 12774 Vi6—r2 V16—r2
/ / / Va2 +y?dzdy d:c—/ / / Trdzdrde—/ / / r2dzdrdd.

a.2.) Coordenadas esféricas

4 pV/16—22  py/16—22—y2 Z 4
/ / / Va2 4+ y? dz dy doe = / / / psen ¢p? sen ¢pdpdpdd =
0

/ / / p sen® gpdodt = 1 / / sen  [o4] doad = 64 [ ; / ; sen? gddt)

:64/ [9—8‘3’“2‘1’} d9:167r/ 6 = 872

(b) b.1.) Coordenadas cilindricas

Vaz—z2 a+ a27127y 27 Vaz—r2
/ / / x dz dy doe = / / / r cos Ordzdrdf =
21 Vaz—r2Z
= / / / 72 cos Odzdrdf
0 0 a

b.2.) Coordenadas esféricas

Va2 —zx? a++/a?2—z2—y2 2 z 2a cos ¢
/ / / x dz dy de = / / / psen ¢ cos 0p? sen pdpdpdd =

—Vaz=z2 —a_
Vaz=z2 0 Ty

27 2a cos ¢ 27
/ / / p> sen? ¢ cos Odpdpdh = / kcosfdd = k[— sen@]27r = 0. Donde hemos puesto

cos ¢ 0

2a cos ¢
/ / p3sen? ¢pdpde, que no depende de 6.

Cos &

15. Hallar el volumen del sélido interior a la esfera 2% 4+ y? + 22 = 4 y por encima del cono z2 + 3% — 22 = 0.

Solucién:

V2=22 4— :czfy
(a) Coordenadas cilindricas V' = / / / dv = / / / dzdydx =
—/2—22 2+y
27 Vi—r? 27
/ / / rdzdrdf = / / VA —7r2 — r) drdf =
o - 2
:/ = (477"2)3*17’3 d9—8 1—L§ / d@:lﬁ—ﬁ 172
N 3, 3 2 1/, 3 2
27 Y 2 8 27 z
(b) Coordenadas esféricas V = / / / dVv = / / / p? sen pdpdpdh = = / / sen ¢pdodl =
Q o JoJo 3J0 Jo

8 [ x 16 2
5/0 [—cosqb]éd@z%(l—%).

16. Calcular el volumen del sélido comprendido entre las esferas x? +y2 + 22 = 4 y 22 +y? + 22 = 9 e interior
al cono z2 + 3% — 22 = 0.

Solucién:

V:/// dV—Q/QW/ / p sen(bdpdq[)dé?— 277/ sen ¢pdpdl =



Boletin 7. Ejercicios Resueltos. Fundamentos Matemdticos de la Ingenieria Mecdnica. Curso 2003-04 6

8 2m .o 76 2
5/0 [~ cos ¢] db = Tﬂ (1—%)

17. Calcular el volumen del sélido comprendido entre las gréficas de z=x+y, 2=0, y=z, =0y z = 3.

Solucidn:
2

3 px oty 3 3 y?21" 3 /3
2Q7 07000 00 0 2], 2/,

PRI L
2[13}0 2'

18. Calcular el volumen del sélido acotado por la graficas z = 0 y z = 3, exterior al cilindro 2% + y?> = 1 e
interior al hiperboloide 2% 4+ y? — 22 = 1.

Solucién:
2 /10 3 21 /10
V= /// dV = / / / rdzdrdf = / / (3r —ryvr? — 1) drdf =
Q o J1 VTl o J1
3 V10
2T 2 2 _ 2
3r (r2—1) 45
_/O Sty =% [ do=asn



