Cdlculo I11. Pauta de clases: Cambio de variables en integrales triples

1. Cambio de variable para integrales triples
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Sean R* y R dos regiones en los espacios uvw y xyz, respectivamente y sea

r = z(u,v,w)
O = d(u,v,w) =1 y=y(u,v,w)
z = z(u,v,w)

una transformacion inyectiva de R* en R, entonces para toda funcién integrable se tiene:
[ [ sy dedyiz = [ [ fatu,o.w).ptu,0,w). 2o ) dudvde
R R*

2. Actividades sobre cambio general de variables en integrales triples.

///D (y + z)(;l S dxdydz

D={(r,y,2) R’ /2 >0,y>0,2>0,z+y+2<1}

efectuando el cambio de variables:

a) Calcular

donde

u=rx+yt+z v=y+z wW==2.

b) Calcular el volumen del elipsoide 2—; + z—j + 'z—z =1, con a, b y ¢ nimeros positivos.
Sugerencia: Hacer el cambio de variable: x = au, y = bv, 2 = cw.
Respuesta: V' = %W@bc u. de long.®.

c¢) Encontrar, usando integrales triples, el volumen del sélido limitado por los planos

(z4+y+z =
rT+y+z =
T—2y—z =
T—2y—z

2 —y+z =
2 —y+2z =

O O N e

\
Respuesta: V = 16 u. de long.®.
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Cdlculo I11. Pauta de clases: Cambio de variables en integrales triples

d) Calcular el volumen de la regién W en el primer octante limitada por los parabo-
loides z = 22+ 42, 2 =22*+2y? porloscilindros xy=1 axy=4, ypor
los planos y=x e 1y = 5z, considerando el siguiente cambio de variables:

u = xy
_ ¥
z z
w = —-:
m2_’_y2

Respuesta: V = 18 u. de long.”.
3. Las transformaciones que usualmente se utilizan son:

» Cambio a coordenadas cilindricas

Plx.y.z)
P 6.2
T
i Z
'%"N\"“T* )
2 p

Ya hemos visto que en el sistema de coordenadas cilindricas la posicion de un
punto P en el espacio se determina por los tres valores (7,0, z), donde r y 6, son
las coordenadas polares de la proyeccién P’ de P, sobre el plano xy.

El cambio de coordenadas cilindricas viene dado por la siguiente funcién:

x=uxz(r,0,z) =rcosb
O =d(r,0,2) =< y=vy(r,0,z) =rsind
z=2z(r0,2) =z

y
or 00 0z cos® —rsinf 0
J:M: @ @ @ = | sinf rcosf O |=r
a(r,0,2) or 00 0z
0z 0z Oz 0 0 1

or 00 0z
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Por lo tanto, si f es continua en R se tiene:

flx,y,z dxdydz:// f(rcos@,rsin®,z) r drdfdz
[ [ s [ )

]

La expresién dV = rdrdfdz es el elemento de volumen en coordenadas cilindricas.
Estas coordenadas son especialmente tiles para trabajar con regiones limitadas por
superficies cilindricas de revolucion en torno al eje z, planos que contienen a dicho
eje y planos perpendiculares al mismo, esto es regiones limitadas por superficies
coordenadas.

Observaciéon: En las coordenadas cilindricas recién comentadas, la proyeccion del
puntoP del espacio, se proyecta sobre el plano XY. Analogamente, se pueden otros
2 tipos de coordenadas cilindricas proyectando P tanto en el plano ZX como Y Z:

e Coordenadas cilindricas con proyeccién en el plano ZX:

z(r,0,z) = rcosb
x(r,0,z) =rsinf
y(r0,2) =y

z
O =P(r,0,y) =< =
Y

e Coordenadas cilindricas con proyeccion en el plano Y Z:
y=1y(r0,z) =rcosb
O =(r,0,x)=¢ z=2z2(r0,z) =rsinb

x=ua(r0,z) =x

» Cambio a coordenadas esféricas

En las coordenadas esféricas, la posicién de un punto P = (x,y, z) el espacio se
determina por los tres valores (p, 0, ¢), donde p>0,0<60 <27y 0<¢ <.
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El cambio de coordenadas esféricas viene dado por la siguiente funcion:

x(r,0,¢) = psingcosb
y(r,0,¢) = psingsinf
Z(T’Q’Qﬁ) = PCOqu

X
P =(r,0,0) =< y
VA

y
Oox Ox Oz
dp 90 3¢ singcosf —psingsind pcos@cosh
J:m: g:,; % gz = | singsinf psingcosf pcosgsing | = —p?sing
0z 0z 0z cos ¢ 0 —psin ¢
Jp 00 0¢

Por lo tanto, si f es continua en R se tiene:

o . . . 2 .
///Rf(a:,y,z)dxdydz—// . f(psingcosf, psin¢sin b, p cos ¢) p” sin ¢ dpdfde.

1]

El elemento de volumen en coordenadas esféricas es: dV = p?sin ¢dpdfdep. Es-
tas coordenadas son especialmente ttiles para trabajar con regiones limitadas por
superficies esféricas o cénicas, es decir para regiones limitadas por superficies coor-
denadas.

4. Transformar a coordenadas cilindricas y evaluar

V1i—a?
// /zdzdydm

b) /1 / /vx“y dzdydx
o Jo Jo 12+ 2

5. Usar coordenadas esféricas para evaluar la siguiente integral triple

Vi—z? 1— mey
/ / / Va2 +y? + 22 dzdydx

1— xz—y

6. Calcular el volumen sobre el cono 22 = 2% + y? y bajo el plano z = 1.
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