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Resumen: En esta articulo se hace un breve recorrido por la historia del concepto de
funcién que nos muestra las distintas etapas y obstaculos por las que tuvo que pasar
el concepto antes de arribar al concepto moderno de funcion, este analisis permite
obtener algunas ideas pedagdgicas para la ensefianza del mismo concepto.
Mencionaremos también algunos resultados de las investigaciones en educacion
matematica referentes al concepto de funcion, que han permitido identificar las
dificultades por las que pasa el estudiante y los errores conceptuales que
adquiere al estudiar este concepto. Asi, como los distintos aspectos y
componentes que se requieren para comprenderlo.
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1. Introduccidn.

En la historia encontramos varios ejemplos de conceptos matematicos cuyo
uso en la matematica ha pasado a través de numerosos cambios, por ejemplo
la derivada y la integral. EI concepto de funcién no ha sido ajeno a
este proceso, el analisis de la evolucion histérica de este concepto nos
muestra que éste es un concepto muy complejo, y para llegar a la definicién
actual se tuvo que pasar por un proceso largo y laborioso. Durante su
evolucion se encuentran diferentes definiciones y cada definicion
corresponde a diferentes niveles de abstraccion. Tener claridad sobre este
proceso nos permite ubicar el problema de la ensefianza de este concepto en
una dimension mas exacta ademas, nos permite obtener algunas ideas
pedagdgicas para su ensefianza.

El concepto de funcién es uno de los conceptos fundamentales en la
matematica, pero también es uno para el cual los estudiantes tienen
problemas para desarrollar una comprension satisfactoria. Las razones por
las cuales los estudiantes tienen dificultades con el concepto parecen
centrarse en su complejidad y generalidad. Ya que presenta muchas facetas y
contiene una multiplicidad de representaciones, ademas de una variedad de
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conceptos asociados que se manifiestan con diferentes niveles de
abstraccion.

En el aspecto curricular el concepto de funcion es como una hebra que
atraviesa desde los cursos de ensefianza secundaria hasta los universitarios,
en donde con frecuencia se utiliza para modelar procesos fisicos, quimicos,
sociales, y de ingenieria, etcétera.

Estas caracteristicas han llamado la atencion de los investigadores y han
generado un conjunto creciente de investigaciones alrededor de él. En este
articulo mencionaremos algunas de las investigaciones sobre el concepto de
funcion, sin pretender ser exhaustivos, pues la literatura es muy extensa, y
seflalaremos algunas ideas pedagoOgicas que pueden obtenerse de los
resultados.

2. Historia del Concepto de Funcion

Kleiner en un articulo (1989) opina que el concepto de funcion se remonta
4000 afios atras, y que la nocion de funcion no surgié en forma explicita
sino hasta principios del siglo XVIII y en el transcurso de casi 200 afios
(1450-1650 D.C.)

Por otro lado, Youschkevitch (1976) distingue varias etapas principales
del desarrollo del concepto de funcidon hasta la mitad del siglo XIX.
Siguiendo un poco la idea de Youschkevitch en nuestro estudio
consideramos las siguientes etapas:

La Antigledad: En la cual considera principalmente la Matemaética
Babildnica (2000 a. c. —600 a. c.) y la Griega.

La Edad Media: La cual se divide en dos fases; la Fase Latina (500-
1200) y la no Latina (1200-1500).

Periodo Moderno: En el que se distingue a partir del siglo XVIII cuatro
etapas principales en el desarrollo del concepto de funcion.

2.1. La antiguiedad

Mientras Pedersen (1974) opina que los matematicos babildnicos poseyeron
un auténtico “instinto de funcionalidad”, ya que una funcion no solo es una
férmula sino una relacibn méas general que asocia elementos de dos
conjuntos, y esto si esta presente en las humerosas tablas de calculos de los
babildnicos Youschkevitch, asegura que no hay ninguna idea en general de
funcion en esta matematica.
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En los elementos de Euclides los objetos matematicos y las relaciones son
estaticos. Esto condujo a las proporciones y ecuaciones, pero no a las
funciones, se consideran a los numeros enteros y discretos, y a las
magnitudes continuas. Esto hace dificil construir la nocion de funcion,
puesto que los nameros, asi considerados, solo permitian construir una
ilustracion discretizada de los fendmenos de la naturaleza.

En esta etapa se llevan a cabo estudios sobre diversos casos de dependencias
entre cantidades de diferentes magnitudes, sin embargo, no se llegaron a
aislar las nociones generales de cantidad variable y de funcion.

Para algunos investigadores, cualesquiera que hayan sido las causas y
circunstancias que condujeron a las caracteristicas de la ciencia antigua, el
pensamiento matematico de la antigiiedad no cred una nocidn general de
cantidad variable o de una funcién (Youschkevitch 1976, pag. 40).

2.2. La edad media

El desarrollo del concepto de funcién en el periodo medieval se puede
dividir en dos partes: una fase no latina desde el afio 500 hasta el 1200, y
una fase latina, aproximadamente desde el afio 1200 hasta el 1500.

Las contribuciones del Periodo no Latino incluyendo las matematicas
Hindus y Arabes, caen en el campo del algebra y la trigonometria.
Encontraron soluciones de ecuaciones con una incégnita. Pero, la idea de
variable no surgiod, y de este modo, no se considerd que una ecuacion con
dos incognitas establecia una relacion funcional entre dos variables (Boyer,
1946).

En el Periodo Latino a partir del siglo XIII hasta bien entrado el periodo
moderno aparecieron con notable regularidad tratados sobre proporciones.

Estos trabajos equivalen a un algebra de relaciones del tipo y = kx", donde

n tiene un valor racional. . Esta teoria de proporciones fue basica en todas las
ciencias cuantitativas hasta la época de Newton (Boyer, 1946, pag. 9). Por su
parte Oresme intent6 dibujar también ciertas funciones para las cuales la tasa
de cambio no era constante, las graficas en estos casos eran lineas quebradas
0 curvilineas. La latitud de formas representd una teoria primitiva de
funciones en la que esta tenia que ver con la dependencia de una cantidad
variable sobre otra.
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Pero les falto el lenguaje del algebra con el cual expresar la ley de variacion
o la correspondencia funcional (Boyer, 1946, pag. 10).

2.3. Periodo Moderno

En el transcurso de 200 afios (1450-1650) ocurrieron una serie de desarrollos
que fueron fundamentales para el surgimiento del concepto de funcién:

e Launidn del algebra y la geometria;

e La introduccién del movimiento como un problema central en la
ciencia;

e Lainvencion del algebra simbdlica, y

e Lainvencion de la geometria analitica (Kleiner, 1989, pag. 283)

Esto es en el siglo XVII surge una ciencia matematizada que sugiere una
“visién dinamica y continua de la relacién funcional, en oposicion a la visién
estatica y discreta sostenida por los antiguos” (Kleiner, 1989, pag. 283).

La palabra “funcién” aparecio por primera vez en los manuscritos de Leibniz
de agosto de 1673, la introdujo para designar un objeto geométrico asociado
con una curva, V. g. coordenadas de un punto sobre la curva o la pendiente
de una curva (Youschkevitch, 1976, pag. 56) y en 1718 Johan Bernoulli
en un articulo dio la primera definicion formal de funcién como:

“Por funcién de una cantidad variable, denotamos aqui una cantidad
construida de un modo u otro con esta cantidad variable vy
constantes”.(Ruthing, 1984.)

A partir del siglo XVIII se perciben cuatro etapas principales en el
desarrollo del concepto de funcién. Matematicos prominentes estan
asociados con cada una de estas etapas.

2.4. Primera Etapa

En la primera etapa donde la funcion es una ecuacion o férmula esta
asociada con Euler (1707-1783). Euler definié una funcion siguiendo la
definicion dada por su maestro Bernoulli como:

“Por funcién de una cantidad variable denotamos aqui una expresion
analitica construida de un modo u otro con esta cantidad variable y nimeros
o0 constantes” (Rlthing, 1984, pag. 72).

Meérito grande de Euler es el de incluir expresamente las funciones implicitas
ademas de las explicitas.
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Esta nocién de funcion permanecié sin cambio hasta los inicios de 1800
cuando Fourier en su trabajo sobre las series trigonométricas, encontrd
relaciones mas generales entre las variables.

2.5. Segunda Etapa

En 1822 Fourier dio un paso revolucionario en la evolucion del concepto de
funcién, al dar una definicion de funcion en la que hacia notar que lo
principal era la asignacion de valores para la funcion; que ésta asignacion
fuera llevada a cabo por una o varias formulas no era de importancia.

La definicién de Fourier es:

“En general, la funcion f(x) representa una sucesion de valores u ordenadas
cada una de las cuales es arbitraria. Para una infinidad de valores dados a
la abscisa x, hay un ndmero igual de ordenadas f(x). Todas tienen
verdaderos valores numéricos, ya sean positivos o negativos o nulos. No
suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una ley comun; se siguen
una a la otra, de cualquier manera, como sea, y cada una de ellas esta
dada como si fuera una cantidad Gnica™ (Rting, 1984.)

2.6. Tercera etapa

En 1829 Dirichlet llega a formular por primera vez el concepto moderno de
funcion y = f(x) de una variable independiente en un intervalo a < x <b.

Esta definicion fue extremadamente general, no decia ni una sola palabra
sobre la necesidad de dar a la funcion por medio de una formula, sobre todo
el dominio de definicion. Defini6 funcidn de la siguiente forma:

“y es una funcién de una variable x, definida en el intervalo a<x<b, si a
todo valor de la variable x en este intervalo le corresponde un valor
definido de la variable y. Ademas, es irrelevante en qué forma se establezca
esta correspondencia” (Kleiner, 1989).

Debates entre muchos matematicos famosos incluyendo a Fourier,
Dirichlet, Cauchy, Riemann, Weirstrass, Lebesgue y Borel dieron impetu
al continuo desarrollo historico del concepto de funcion.

2.7. Cuarta etapa

La ultima etapa esta asociada con Bourbaki en 1939 y se caracterizd por la
arbitrariedad del dominio y el rango.
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Bourbaki, dio una formulacion general de funcién como una regla de
correspondencia entre el dominio y el rango, donde ambos conjuntos son

“Sean E y F dos conjuntos, que pueden ser distintos 0 no. Una relacion
entre un elemento variable x de E y un elemento variable y de F se llama
una relacion funcional en 'y, si para toda x E, existe un Unico y F el cual esta
en la relacién dada con x. (Rithing, 1984).

Bourbaki, dio una formulacién general de funcion como una regla de
correspondencia entre el dominio y el rango, donde ambos conjuntos son
arbitrarios.

Desarrollo Reciente. La discusion de como los matematicos deben definir las
funciones no ha cambiado significativamente desde el milenio pasado. Sin
embargo, el tema no ha sido completamente resuelto.

2.8. ldeas pedagdgicas

El analisis de la evolucién historica nos proporciona evidencias acerca de
que, la ensefianza del concepto de funcién ha experimentado un desarrollo
analogo al histdrico (Dreyfus, 1990, pag. 120). Nos muestra también que
algunas de las dificultades que experimentan los estudiantes con el
concepto de funcion, se parecen a las ideas que tenian los matematicos del
siglo XVIII.

También pone de manifiesto las diferentes formas bajo las cuales se ha
revelado el concepto de funcion, y los obstaculos epistemoldgicos
significativos ligados a su desarrollo historico.

Y nos permite obtener algunas ideas pedagdgicas. Entre ellas se mencionan
las siguientes:

e Debemos de buscar que el estudiante se interese en la explicacion de
los cambios y, en encontrar regularidades entre los cambios.

e Se debe de proporcionar un amplio espectro de formas de dar las
funciones, de hablar sobre las funciones y representar las funciones.

e Los estudiantes deben de ser capaces de decir no s6lo qué cambia,
sino también como cambia.

e Se deben de utilizar los métodos de interpolacién para el uso y
construccion de tablas numéricas, ya que estas proporcionan
contextos matematicos dentro de los cuales se obtienen niveles mas
profundos de la nocidn de funcion.
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3. Investigaciones.

El concepto de funcibn ha generado un conjunto creciente de
investigaciones alrededor de él, motivados por el interés en mejorar los
problemas de ensefianza y aprendizaje de este concepto y que atacan el
problema desde distintos puntos de vista. Sin pretender hacer una revision
exhaustiva de los trabajos de investigacion relacionados con el concepto
de funcién, pues son muchos, pero si de algunos trabajos que han sido
relevantes y que con mucha frecuencia aparecen en la literatura de este
concepto, mencionamos que algunos investigadores:

Exploran la comprension de los estudiantes del concepto de funcion
(Orton, 1970, citado en Lovell, 1971; Sierpinska, 1988; Thomas, 1971,
1975).

Estudian la inconsistencia entre la imagen y la definicién conceptual de las
funciones entre los estudiantes (Dreyfus y Vinner, 1989; Ferrini-Mundy y
Graham, 1991; Vinner, 1983) y entre profesores (Even, 1988, 1990; Even,
Lappan y Fitzgerald, 1988).

Proponen marcos tedricos para investigar el conocimiento de los estudiantes
acerca de las funciones (Vinner, 1983; Dreyfus y Eisenberg, 1982, 1983a;
Sfard, 1987; Vinner y Dreyfus, 1989; Even, 1990; Breidenbach, et al., 1992.

Estudian los errores conceptuales y dificultades del concepto (Markovits,
Eylon y Bruckheimer, 1986, 1988; Hitt, 1987, 1989).

Se centran en las diferentes componentes y representaciones de las
funciones, asi como de la interpretacion de las gréficas de las funciones (Bell
y Janvier, 1981; Clement, 1985; Ponte, 1985; R. Duval, 1988; Hitt, F., 1996.

Han desarrollado micromundos como el de Schoenfeld et al. (1990), o
taxonomias del concepto de funcion como en Lovell (1971) y, Dreyfus y
Einseberg (1983b); O estudios de multiples representaciones como el de
Kaput (1987).

Algunos de los resultados de estas investigaciones son las siguientes.

Los trabajos que previamente construyeron modelos tedricos y obtuvieron
sus resultados a través de cuestionarios adaptados a la ensefianza
convencional sobre la nocion de funcion (Vinner, Tall, Dreyfus, Sfard,
Dubinsky, Bakar, Even.) conducen a determinar las “concepciones erroneas”
que los estudiantes adquieren durante su aprendizaje y en general concluyen
que:

“El concepto de funcidon es inherentemente dificil para los alumnos
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cualquiera que sea el método de ensefianza.”(Ruiz, 1993)

Las investigaciones que tienen como punto central las diversas componentes
y representaciones de la nocion de funcion (Marnyanski, Thomas, Bell, y
Janvier, Markovits et. al, Eisenberg.) en general concluyen que:

”Los estudiantes, hasta los de mas alto nivel intelectual, se quedan en los
niveles mas bajos de comprensién de la nocion de funcion.”

La variedad de concepciones erréneas y dificultades que se reportan en la
literatura revelan las siguientes cuatro grandes areas de problemas esenciales
en el aprendizaje de las funciones:

No considerar el dominio y el rango de las funciones

e Una tendencia por la regularidad
e Un enfoque puntual (en las gréficas); y
e Una separacion entre el contexto gréafico y el algebraico.

3.1. Aspectos cruciales para la comprension del concepto de funcién

Por otro lado, en la literatura revisada existe un consenso general en
relacion sobre qué aspectos son cruciales para una profunda comprension
del concepto de funcion. Las areas identificadas incluyen:

Interpretacion de funciones representadas por graficas.

e Descripcién de situaciones, formulas y tablas. Modelacion de
situaciones del mundo real.
Transferencia entre las maltiples representaciones de las funciones.

e Analisis de los efectos de cambio en los pardmetros de las gréficas
de las funciones.

e Aplicacion de la tecnologia para representar las funciones.

De este analisis se desprenden, entre otras, las siguientes ideas para la
ensefianza del concepto de funcién:

e La propuesta de Sierpinska de introducir la definicién de funcion a
través de una definicidn informal de Dirichlet, que coincide con la
opinion de Sfard de no utilizar una descripcion estructural para
introducir una nueva nocién matematica. Introducir los conceptos
del tema Funciones a través de problemas practicos de la vida real,
para que el alumno los asocie con conceptos familiares como
sugiere Marnyanski.

e Ademas de que una comprension general del concepto debe de
incluir el ser capaces de utilizarlo en campos no matematicos como
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lo sugieren Markovits et al.

e Se debe de hacer un uso extensivo de las tablas numéricas,
siguiendo la evolucidn histdrica del concepto de funcion, ya que han
representado un instrumento de cognicién y organizacion de la
informacién a lo largo de la historia, y como apunta Sierpinska
proporcionan contextos matematicos dentro de los cuales se hacen
relevantes niveles mas profundos de la nocién de funcion.

e Que el alumno enfrente, y realice tareas de transformacion, y de
conversion de representaciones entre al menos dos sistemas de
representacién, como sugieren Thomas ; Even ; Sierpinska ;
Janvier).

4. Conclusiones

Sin duda alguna la educacion es una ciencia dependiente, y depende, por
ejemplo de: la antropologia, la filosofia, la fisica, la historia, la sicologia, la
sociologia, etcétera. Debido a ello, y a la propia evolucion de los diferentes
campos, los conceptos matematicos y su uso en las matematicas han pasado
a través de numerosos cambios. El andlisis de la evolucion histérica del
concepto de funcion asi como de las investigaciones relacionadas con él nos
muestran que éste es un concepto muy complejo, que no es facil de ensefiar
y aprender, y nos muestran también la existencia de concepciones erroneas,
inconsistencias en el pensamiento funcional de los alumnos, asi como las
dificultades por las que atraviesan durante el aprendizaje de este
concepto. Pero no todo es negativo, también nos muestran los estadios a
través de los cuales pasan los alumnos en la comprension del concepto, la
determinacion de las componentes basicas en su comprension asi, como los
aspectos cruciales en la comprensién de este complicado concepto.
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