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Como desarrollar clases de Matematica
centradas en resolucion de problemas

Fredy Enrique Gonzalez

Resumen

Se examina la dindmica cognitiva y metacognitiva de un grupo
de estudiantes de profesorado, participantes de un curso, disefiado para
propiciar la actividad intelectual de estos sujetos mediante la bisqueda
de la solucién de problemas matemdticos con texto planteados por el
profesor. La actividad desarrollada permitié derivar un modelo did4ctico
basado en la resolucién de problemas, enfatizando la toma de concien-
cia, por parte del alumno, de su propio accionar cognitivo durante la
actividad resolutoria. A su vez, se logré considerar a la Matemética co-
mo una forma especial de pensamiento y al aula de clases como una
comunidad matematica donde se llevan a cabo procesos de produccion y
socializacién del conocimiento matematico. El modelo estd basado en la
utilizacidn de la resolucién de problemas en clase, de acuerdo con cua-
tro modalidades de trabajo (individual, parejas, pequefios grupos, y gru-
po total) que son descritas y caracterizadas en este trabajo.

Introduccion

Investigar acerca de la resolucién de problemas parece ser una
actividad permanente entre los educadores matematicos que asumen este
asunto como preocupacion prioritaria de su quehacer investigativo. Nu-
merosos son los hallazgos relativos a este tema, y al parecer, los pro-
blemas y su didactica serdn un tema de investigacion siempre vigente en
el dambito de la Educacién Matemadtica como campo para la produccién
profesional de saberes.
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Dos asuntos que resultan particularmente atractivos son: (1) el
uso didictico de la resolucion de problemas por parte de los profesores de
Matematica; (2) la posibilidad de generar saberes matematicos mediante
la participacién en actividades de resolucién de problemas matemaéticos
en el &mbito escolar; con este propdsito, el autor llevo a cabo una investi-
gacion (Gonzélez, 1997), de la que se derivd el presente trabajo, el cual
tuvo como sujetos a un grupo de Estudiantes para Profesor (EPP).

Por el modo como fue desarrollado el proyecto, permitié derivar
un modelo didéctico (Gonzélez, 2003a) intitulado la Dindmica PPMA
(Profesor-Problema, Matematica, Alumno), el cual se concibe como una
manera diferente de desarrollar el proceso de ensefianza y aprendizaje
de la Matematica:

(a) basandolo en la resolucién de problemas;

(b) enfatizando la toma de conciencia, por parte del alumno, de
su propio accionar cognitivo, llevado a cabo durante la acti-
vidad resolutoria;

(c) considerando a la Matemdtica como una forma especial de
pensamiento y al aula de clases como una Comunidad Ma-
temadtica en cuyo contexto se llevan a cabo procesos de pro-
duccién y socializacién del conocimiento matematico; y

(d) desarrollando cuatro modalidades de trabajo que son las que
se exponen en este articulo.

Planteamiento del problema

De los problemas se ha dicho que son “el corazén de la Mate-
madtica” (Halmos, 1980) y, casi cuatro décadas atr4s, el célebre matema-
tico George Polya habia escrito su hoy clasico texto: How fto Solve it?
(Polya, 1945). Desde entonces — y seguramente desde siempre (Sudrez
Aleman, 2003) — los problemas y su resolucion han marcado el desarro-
llo de la Historia de la Matematica.

De hecho, varias de las ramas de ésta han nacido, crecido y des-
arrollado a partir del esfuerzo por resolver algin problema que en un
momento dado convocd la atencién y el esfuerzo de mateméticos nota-
blemente esclarecidos (véase, por ejemplo, los trabajos de Miguel de
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Guzman (1983, 1996) y la revista en linea Maticias, disponible en el
web site http://www.nacho.unicauca.edu.co/Maticias/ Mati-cias.htm).

Ahora bien, existe un espacio en donde este asunto cobra parti-
cular relevancia; se trata de las instituciones encargadas de la formacién
de los docentes de Matemadtica (maestros y profesores) tales como las
escuelas normales superiores, los institutos pedagégicos y los departa-
mentos de educacién de las universidades'. En efecto, quienes all{ traba-
jan son formadores de formadores; esto, en el caso especifico de los
problemas de Matematica, incorpora un elemento adicional, pues ya no
se trata s6lo de procurar que los alumnos” aprendan a resolver proble-
mas sino que, ademds, ellos deben aprender a ensefiar a aprender a
resolver problemas.

Esta dltima expresién no es un galimatias; al contrario, refiere a
una problematica diddctica ain no del todo resuelta, donde algunas de las
preguntas de respuesta pendiente son: ;Cudl es la formacién en resolucién
de problemas que ha de recibir un futuro profesor de Matematica? ;Coémo
debe llevarse a cabo dicha formacién? ;De qué tipo han de ser las expe-
riencias sobre resolucién de problemas en las que han de participar los
futuros profesores durante su proceso de formacién inicial?

En la bisqueda de respuestas a estas y otras cuestiones asocia-
das, se han generado varias investigaciones: Puig (1996), Callejo
(1994), Blanco Nieto (1996) entre otros. El quid del asunto parece ser
cémo incorporar estrategias para que los EPP aprendan, no sélo a resol-
ver problemas, sino que también aprendan cémo ensefiar a otros a resol-
ver problemas. En esta direccion se orientd la investigacion de la que se
derivé el presente trabajo, cuya metddica se expone a continuacion.

Método

En virtud de su naturaleza, orientacién disciplinaria, la clase de
informacién recabada, el tratamiento dado a ésta, y la concepcidn asu-
mida en relacién con las unidades de andlisis, el disefio del estudio que

! Aqui se hace referencia al contexto de los paises latinoamericanos.
? Quienes son vistos como estudiantes para profesor, EPP, profesores en proce-
so inicial de formacién, preservice mathematic’s teachers.
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sirvid de base para la elaboracién del presente informe de investigacién
se corresponde con el de un Estudio de Caso Simple de Orientacion
Etnogréfica Interpretativa. Tuvo como escenario una institucién superior
de formacién docente, en una de cuyas aulas se llevé a cabo el trabajo
de campo cuyos sujetos (protagonistas) fueron los alumnos participantes
en un curso sobre resolucién de problemas facilitado por el autor.

Las técnicas e instrumentos aplicados fueron: (a) Observacion
Participante Activa; (b) Entrevistas; (c) Protocolos Verbales del Alum-
no; (d) Hojas de trabajo; y (e) Cuaderno de Notas.

El procedimiento para la recaudacién de la informacién de cam-
po consistié en un curso sobre Resoluciéon de Problemas Matematicos,
disefiado, facilitado y evaluado por el propio investigador. En cada uno
de los Encuentros Edumdticos constitutivos de este curso, el profesor
(investigador) presentaba verbalmente o por escrito, el enunciado de uno
o varios problemas (de los denominados “verbales” o “de historia”) que
tuviesen una alta probabilidad de ser totalmente desconocidos por todos
o la mayoria de los alumnos participantes. Se instrufa a los alumnos para
que (individualmente, en parejas, en pequefios grupos, o en grupo total)
abordaran el problema durante un lapso determinado (variable segin la
dificultad que presentase el problema con el cual se estuviera trabajan-
do). Luego, se pasaba a la realizacién de una sesion de socializacion
(plenaria de trabajo en grupo total).

Una vez concluida la "puesta en comuin" del trabajo realizado,
se procedia a proporcionar indicaciones y asignaciones, sobre algin otro
problema que sirviera de pretexto para iniciar la préxima clase. La in-
formacién recabada mediante el uso de diferentes medios, técnicas e
instrumentos de recoleccidén, fue sometida a un proceso de andlisis cua-
litativo de contenido, a partir de lo cual se pudieron identificar modali-
dades de produccién de saberes matemdticos propiciadas en el contexto
de los Encuentros Edumaéticos, centrados en resolucién de problemas,
que constituyeron el curso.
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Referentes conceptuales
Queé significa “Hacer Matemdtica” en el ambito escolar

La posibilidad de “Hacer Matemdtica” en el aula de clases uti-
lizando la resolucién de problemas, requiere la constitucién de un con-
texto didactico caracterizado por:

(1) Una concepcién de la Matemdtica que haga énfasis en los
procesos propios del pensamiento matematico (Gonzilez,
2003b);

(2) La creacién de oportunidades para la realizaciéon de Tareas
Intelectualmente Exigentes (Gonzalez, 1998);

(3) La generacion de un clima que propicie la libertad para pen-
sar (Martinez, 2003; Rocerau y Colaboradores, 2002);

(4) La realizacion de actividades de mediacidén cognitiva tanto
individual como socializada (Gonzalez, 1995, 1996; Ruiz
Bolivar, 1988, 1998);

(5) La construccién de un Repertorio de Herramientas Heuristi-
cas (de Guzmin, 1991; Gonzdlez, 1997; Polya, 1975;
Schoenfeld, 1985a, 1985b, 1992);

(6)La adopcién de un Modelo Representativo del proceso de re-
solucién de problemas (Polya, 1975).

Modelo representativo del proceso de resolucion de problemas

En relacién con la representacién del proceso de resolucion de
problemas se han disefiado diversos modelos, entre éstos y para los efec-
tos de este estudio, asumiéndose la proposicién elaborada por Polya
(1975). Esta seleccion se hizo sobre la base de la sencillez estructural y
popularidad de este modelo y porque el mismo fue utilizado s6lo como
un esquema para viabilizar el manejo de un vocabulario comun entre los
alumnos participantes en la investigacion. En la version extensa de este
trabajo se ofrecen pormenores del uso que se le dio a este modelo en el
contexto de la investigacién aqui reportada.
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La resolucion de problemas desde la perspectiva del resolutor

Si se adopta el enfoque de Procesamiento de Informacién para
interpretar la actividad cognitiva que una persona despliega cuando re-
suelve un problema (Wittrock, 1986), y ademds se concibe a la Matema-
tica como una modalidad especifica del pensamiento humano, entonces,
se puede presumir la existencia de vinculos entre la actividad mateméti-
cay la cognicién durante la resolucién de problemas matematicos.

La premisa sustantiva de este estudio es que los problemas y su
resolucion resultan un medio adecuado para hacer Matemadtica en el aula
de clases. Para ello, es adecuado asumir un modelo representativo de la
actividad resolutoria, entendida ésta como la ejercitacién de procesos
cognitivos y metacognitivos, concurrentemente y a posteriori de la acti-
vidad resolutoria.

De esta manera, asumiendo a la Matematica como un modo es-
pecial de pensamiento, resulta viable incorporar la perspectiva del reso-
lutor en los procesos de formacidn inicial de profesores de Matematica
que estén sustentados sobre la base de la formulacién, planteamiento y
resoluciéon de problemas.

Modalidades de trabajo en clases de Matematica centradas en la
resolucion de problemas

El modelo didéctico originado en la investigacién que dio lugar
al estudio aqui reportado, se basa sobre la resolucién de problemas rea-
lizada conforme a cuatro modalidades diferentes pero complementarias:
resolucion de problemas individualmente, en parejas, en pequefio grupo
y en grupo total. A continuacién se expondrd detalladamente cada una
de ellas.

Trabajo individual

Esta modalidad corresponde al caso en el cual, todos los alum-
nos, cada uno trabajando por separado, se enfrentan a un mismo pro-
blema, procurando estar atentos a la actividad mental generada por el
esfuerzo personal que realizan al intentar resolverlo, de modo que pue-
dan hacerse conscientes de su propia dindmica cognitiva; es decir, de los
procesos de pensamiento que desarrollan cuando llevan a cabo la activi-
dad resolutoria. El abordaje individual de un problema es una experien-
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cia idiosincrésica; es decir, cada alumno se enfrenta al problema desde
su propia perspectiva; es asi como, la representacion de la situacién
problematica que cada sujeto construye tiene cardcter personal.

Igualmente son personales tanto las trayectorias que el alumno
traza y/o recorre desde el Estado Inicial hacia el Estado Meta o Solu-
cién, como las emociones, sentimientos y demds circunstancias afecti-
vas que se generan en ¢l cuando intenta resolver alglin problema. A
continuacién se muestra un ejemplo.

Primeramente lei tres veces el enunciado del problema y lo asocié con
un problema que habia resuelto anteriormente. Lei nuevamente para
ver qué era lo que tenia y qué me pedian; pensé que no debia dejarme
influenciar por las dificultades que se me habian presentado en la re-
solucion de otro problema y me dije a mi mismo: tengo que hacer el
problema y encontrar la solucion.

Me quedo claro que tenia que trabajar con ecuaciones; se me ocu-

rrio... El tinico plan que yo veia era a través de las ecuaciones y me

dispuse a sacar los datos...

A = edad de José B = edad de Juan C = edad de julio
A + B+ C = 17 aiios y 6 meses

D = bolsa de ciruelas = 770 ciruelas

No encontraba como hacer las otras ecuaciones. Pensé nuevamente

en el anterior y lei nuevamente el enunciado para ver si me ayudaba

en algo pero no lograba descifrar la relacion. Pensé nuevamente en

ecuaciones, es decir, en las variables que me involucraban todo esto;

y se me ocurrio escribir que entre los tres recibirian 770 ciruelas...

No puede ser, José no pudo tomar 11 ciruelas y en total eran 770; es

algo absurdo.

Vuelvo a leer el problema. Lo que necesito es la relacion entre las

ecuaciones. Me parece muy dificil, tengo que pensar muy bien cudles

deben ser las verdadera ecuaciones (Cristobal)

Se tiene entonces que la bisqueda individual de solucién a un
mismo problema, por parte de varias personas, aporta a cada una de
éstas una perspectiva particular de la situacién. Sobre la base de estas
vivencias, experienciadas idiosincrdsicamente por cada participante al
enfrentarse con problemas especificos, se puede proceder a la elabora-
cion tedrica de conceptos, propiciando intercambios comunicativos
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cuyo contenido inicial hace referencia a la experiencia personal viven-
ciada por cada sujeto.

Para lograr lo anterior, se les insta a que mientras estdn traba-
jando con el problema, anoten, escriban, “todo lo que pasa por su men-
te”; de este modo se obtiene un registro de la actividad mental contenti-
vo de expresiones escritas relacionadas con: (a) planes elaborados para
atacar el problema, (b) procedimientos utilizados para verificar la solu-
cién encontrada, y (c) cdlculos derivados de las diferentes operaciones
matematicas implementadas. Ademds de lo anterior, también se les soli-
cita que efectiien anotaciones relativas a los pensamientos, emociones y
otros aspectos afectivos que se suscitan “mientras estdn enfrascados en
el problema”.

Estos testimonios escritos, donde los alumnos tratan de detallar
todo lo que piensan cuando intentan resolver algin problema, son un
elemento clave para examinar, a posteriori, su pericia como resolutores;
por ello, se debe brindar el maximo de oportunidades posibles para que
los alumnos pongan en préctica el registro de su actividad cognitiva
personal:

Tuvimos todo un mes de ensayos realizando problemas individuales,
no me acostumbraba a la idea de transcribir mis pensamientos en el
problema pero, poco a poco, fui aumentado mi habilidad para hacerlo
(Erlinda, Resumen del Curso).

Algunas de las herramientas heuristicas que coadyuvan a la to-
ma de conciencia acerca de la actividad cognitiva personal y su consi-
guiente registro son las siguientes:

1. Hablar con el Problema: esta es una heuristica sugerida para
iniciar el abordaje de un problema; consiste en establecer un “didlogo” con
el enunciado, en el cual se toma en cuenta que los problemas “responden”
cuando se le formulan preguntas tales como las siguientes: ;qué me das?
;qué me pides? ;qué es lo que debo encontrar? Estas interrogantes pueden
ser respondidas satisfactoriamente a partir de la lectura reiterada del enun-
ciado del problema tantas veces como sea necesario.

2. Autointerrogatorio: este un procedimiento para orientar la
Reflexion Concurrente durante el proceso de resolucion.
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Mientras se estd resolviendo un problema, uno debe preguntar-

se: (qué estoy haciendo? ;para qué lo estoy haciendo? ;adonde me lleva
lo que estoy haciendo?) (José Gregorio).

¢;Como es posible darse cuenta, de manera consciente, que en un mo-
mento en que se estd resolviendo un problema se estd dando simultd-
neamente al proceso cognitivo el proceso metacognitivo? Respuesta: au-
toformuldndonos preguntas que nos hagan darnos cuenta de estos pro-
cesos: ;Como, para qué, hacia donde voy? ;Como estd funcionado el
plan seguido? ;Estoy tardando demasiado en resolver el problema?
/ qué conocimientos poseo que me pueden ser iitiles para resolver el pro-
blema? ;Domino correctamente este conocimiento o tengo dudas al
usarlo? (Victor)

Ademds de lo anterior, con la ayuda del docente, el alumno en

su condicién de resolutor individual de problemas, puede darse cuenta
de las exigencias cognitivas del proceso, lo cual se vincula con la adqui-
sicién de una conciencia metacognitiva.

Mis impresiones acerca del proceso que segui para tratar de encontrar-
le una solucion a este problema son las siguientes: Es necesario mante-
ner una conducta de autocontrol de las acciones realizados para cons-
tatar o advertir cualquier irregularidad durante el desarrollo de resolu-
cion; es necesario observar detallada y concienzudamente los pasos
efectuados y preguntarse a si mismo ;Qué se esta haciendo? ; Por qué?
y ¢Para qué? Estas preguntas pueden servir como indicadores y aler-
tas, para detectar algiin aspecto contraproducente durante la resolucion
del problema. Hay que oir las voces internas; las cuales constituyen in-
dicios de meta-cognicion en evolucion y crecimiento. En general he
aprendido sobre la necesidad de considerar en toda su extension, la
eminente importancia de los procesos meta-cognitivos en la resolucion
de problemas. (Edgar, Clase N°. 25)

Entre los rasgos de naturaleza metacognitiva que se pueden re-

saltar, estdn los siguientes:

1.

La conversion de la actividad resolutoria propia en objeto de
reflexion, en este caso la reflexion se realiza concurrentemente
con la ejecucion de la actividad resolutoria.

El resolutor monitorea y regula su propio accionar cognitivo
mediante un procedimiento de auto-interrogatorio.
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3. Se reconoce la importancia y se aprecian los otros procesos que
acomparian a la actividad de procesamiento de informacion
propia de la resolucion de problemas.

Trabajo en parejas

Esta modalidad se genera cuando dos alumnos, en cooperacion
mutua, se abocan a la resolucién de un mismo problema. En este caso,
los intercambios comunicativos orales que se producen se van registran-
do por escrito, incluyéndose las operaciones matematicas efectuadas asi
como también todas las incidencias propias del proceso referidas a la
reflexion que ambos miembros de la pareja realizan acerca de las activi-
dades que estdn llevando a cabo en buisqueda de la solucién del proble-
ma que tratan de resolver.

“«

El trabajo en Parejas constituye “... muy buena idea ya que como
se dice, dos mentes piensan mds que una”’ (Erlinda) y consiste en
“..revisar el trabajo o proceso de resolucion de problemas pero entre dos”
(Victor). En este caso: “... se trabaja resolviendo un problema entre dos, y
se lleva un registro secuencial. Para lograr un mejor registro se procede a
usar grabadores, verbalizando todo lo que se piensa” (Victor).

Cuando uno de los miembros de la pareja habla mientras el otro
se queda callado, el hablante hace las veces de “yo interno” de su com-
pafiero diciéndole, en voz alta, cuestiones tales como: “no te calles, qué
piensas, dilo, qué tiempo llevas trabajando el problema” (Cristébal,
Resumen final del Curso).

Con esto se estimula la toma de conciencia por parte del oyente
en cuanto a las peculiaridades de su propia actividad resolutoria.

A continuacién se expondran dos casos especificos de trabajo en pare-
jas; se trata de los problemas intitulados “Confusion” y “Relojes de Arena”

Ejemplo N° 1: El Problema “Confusion”: Cuando mi sobrina naci6
yo tenfa 10 afios, hoy tengo el doble de la edad que ella tenfa cuando mi
edad era igual a la que ella tiene ahora. Cuando llegue a mi edad actual, yo
estaré con medio siglo. ;Qué edades tenemos mi sobrina y yo?

Clasificacion del Problema: “Confusién” es un problema de los
denominados de “traduccién simple” o “compleja”, éstos...
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(...) son problemas formulados en un contexto concreto y cuya resolu-
cién supone una traduccioén del enunciado, oral o escrito, a una expre-
si6n matemadtica. En el enunciado aparece toda la informacién necesa-
ria para la resolucion del mismo, y suele, implicitamente, indicar la es-
trategia a seguir; el método de solucién se reduce a interpretar correc-
tamente el problema; es decir, a elegir el algoritmo adecuado. Su pro-
posito es reforzar la comprension de los alumnos y conseguir que éstos
sean capaces de traducir situaciones del mundo real a expresiones ma-
temadticas (Blanco Nieto, 1993; p. 52)

El trabajo de resolucién de este tipo de problemas implica:

- Interpretar las situaciones a las que se refiere el enunciado,
y reconocer las relaciones que se pueden establecer entre las
magnitudes que son identificables en ellas.

— Traducir a enunciados simbolicos o0 ecuaciones numeéricas,
las relaciones reconocidas entre las magnitudes referidas en
el enunciado.

- Resolver esas ecuaciones sucesivas aplicando las técnicas
del célculo numérico.

Ejemplo N° 2: El Problema “Relojes de Arena”: En la partida de
un rally de velocidad, parten carros cada 15 minutos, y el reloj super-
electrénico del director de pruebas se dafié. Un burlén aparece con dos
relojes de arena de siete y once minutos, ;serd posible marcar con ellos
intervalos de 15 minutos?

Clasificacion del Problema “Relojes de Arena”. Segtin Blanco
Nieto (1993), este es un problema de procesos, porque en el enunciado
no aparece explicitada...

(...) la forma de cédlculo, ddndose la posibilidad de conjeturar varios
caminos para encontrar la solucidn (...) no aparece una estructura cla-
ra en el enunciado que posibilite la traduccién fécil a una expresion
matemdtica. Esto posibilita diferentes formas de abordar el problema
ya que al no disponer ficilmente de un algoritmo que lo resuelva,
obliga al alumno a pensar sobre el mismo y buscar una estrategia de
solucién (p. 54).

Algunas estrategias para solucionar este tipo de problemas son:
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Simular una situacién real,

Ensayo sistematico y formulacién de un modelo general que in-
cluya como caso particular el enunciado del problema dado, y

Utilizar diagramas o alguna otra representacion grafica que
facilite la tarea.

Las dificultades asociadas con este tipo de problemas tienen que
ver con: las limitaciones para hacer representaciones graficas y para
establecer procesos de generalizacién; no obstante, permiten incentivar
la imaginacién y la creatividad y buscar caminos nuevos que lleven a la

solucidn.

Trabajo en pequeiios grupos

Esta modalidad se presenta cuando 3, 4 6 5 alumnos se dedican a
resolver, entre todos ellos, un mismo problema; en este caso, el Pequefio
Grupo constituye una microcomunidad matemética en cuyo seno se llevan
a cabo acciones tales como las que se mencionan a continuacion:

1.
2.

Intercambio de opiniones.

Proposicién de ideas diversas para resolver los problemas
planteados.

Activacién de procesos, tanto del pensar matemadtico (traba-
jar con propiedades y establecer relaciones con una defini-
cién), como cognitivos (visualizar).

Evaluacién de planes de ataque propios y de sus compaiieros.

Revision retrospectiva de planes ejecutados y de procesos
de resolucién desarrollados.

Reflexién autocritica en torno a su propio accionar como re-
solvedores de un problema en particular.

Identificacién de contradicciones con esquemas habituales
de pensamiento.

Etapas del Trabajo en Pequeiios Grupos: Cuando los alumnos
constituyen grupos pequefos (no mds de cinco integrantes) para trabajar
cooperativamente en la resolucién de problemas matemdticos, son per-
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ceptibles las siguientes cuatro (4) etapas: Familiarizacion; Evaluacién de
Planes; Ejecucion; y, Revision. A continuacion se detallan los pormeno-
res de cada una de ellas.

+ FEtapa I: Familiarizacion

Durante esta etapa se producen los primeros contactos con el
enunciado del problema los cuales tienen como propdsito identificar las
relaciones que corresponden al Modelo Matemaético Subyacente (MMS).
Con estas acciones, los integrantes del pequefio grupo procuran formar-
se una idea global en torno al problema (condiciones iniciales, exigen-
cias, conocimientos matematicos requeridos, cursos de accién posibles,
apreciacion subjetiva acerca de la dificultad del problema, etc.); este
esfuerzo por familiarizarse con el problema, subjetivarlo, apropiarse de
él, puede lograrse a través del desarrollo de una lluvia de ideas; es decir,
una interaccién donde cada participante del grupo tiene la oportunidad
de expresar libremente, sin censura alguna, todas las ideas que se le
ocurran en relacién con el problema, aun aquellas que puedan parecer
descabelladas.

Lluvia de ideas: “desde un principio se argumentaron (conside-
raron) varias ideas o estrategias orientadas a resolver el problema pero
sin un horizonte definido” Esta accién propicia un Intercambio de opi-
niones en torno al enunciado; cada miembro del grupo expresa su punto
de vista en cuanto a cOmo interpreta las expresiones constitutivas del
enunciado y qué plan propone para intentar resolver el problema.

Sin embargo se debe tener cuidado (Conciencia de los aspectos
a tener en cuenta cuando se resuelven problemas en pequefos grupos)
de no desechar inmediatamente una via de resolucion sin antes evaluarla
en toda su extension.

% Etapa II: Evaluacion de planes

Durante la etapa de Familiarizacion, se espera que surjan varias
opciones que se traducen en planes para enfrentar al problema; cada uno
de estos planes se estudia y evalda colectivamente; igual que en la etapa
de familiarizacién, aqui debe haber plena libertad para pensar.
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Plan 1: “Particularmente asomé la idea de trabajar con las
propiedades de los logaritmos (Plan 1) para tratar de visualizar una
mayor informacion en cuanto a la estructura del problema y establecer
las relaciones con respecto a la definicion de progresion aritmética”

(Conciencia del propdsito, el “para qué” sirve de regulador y control de
la actividad).

Evaluacion del Plan I: “Admito que la idea anterior también
carecia de rumbo fijo, pero (habia la expectativa) de que a la
larga podia revelar alguna pista mds significativa para orientar
una via de resolucion efectiva” (El propio resolvedor tiene
oportunidad de evaluar y criticar el plan que é] mismo propone).

Plan 2: “En medio de la disertacion Victor (otro compaiiero)
asomo la idea de expresar los logaritmos en una misma base, para lue-
go aplicar propiedades inherentes a los mismos” (Plan 2)

Evaluacion del Plan 2: “Esta idea no se concreto en su oportu-
nidad (es decir, no se la consideré totalmente y por tanto no se
puso en préctica). Sin embargo, después de realizar el proceso
de resolucion, nos dimos cuenta de la trascendencia de dicho
comentario para resolver la situacion planteada.” La vision re-
trospectiva del proceso, permite darse cuenta de debilidades y
fortalezas, y reconocer cudl es la informacién o el aspecto clave
que permitié enrumbarse hacia la solucién del problema. En es-
te caso hay la conciencia de que un plan, descartado al princi-
pio, al final puede ser revalorizado.

Plan 3: “Tanto Victor como Gustavo (otros compafieros), pro-
pusieron trabajar con la tesis (Plan 3) es decir aplicar logaritmos a x'°,
v 2y luego indagar algiin comportamiento especial”

Evaluacion del Plan 3: “Al principio no comparti esa via, por-
que no me parecia familiar con mi esquema habitual de razona-
miento (Conocimiento acerca de su propio proceso de pensamien-
to/ Metacognicion). Hubiera sido interesante partir de manera
lineal desde la hipétesis hasta llegar a la tesis”. Esta es la tipica
modalidad de abordar la resolucién de un problema como si fuera
la demostracién de un teorema.
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Plan 4: “En dltimas instancias predominé la estrategia (plan)
sugerida por Gustavo, la cual consistio en expresar relaciones entre la
razon r y las diversas variables involucradas (x,v,z) (Plan 4). Sin em-
bargo, a pesar de concretarse varias igualdades alusivas (es decir, de
ensayarse, ejecutarse el plan -lo dicho por Gustavo-); no se logré dar
con la solucion esperada (hacer la demostracién) ”.

Evaluacion del Plan 4: Es posible que este tltimo plan no esté
mal desde un punto de vista algebraico, s6lo que no se consi-
guen los objetivos propuestos (no se llega a la demostracién).

+ FEtapa Ill: Ejecucion

Una vez que se ha logrado construir el MMS vy discutido y eva-
luado los posibles planes de ataque, y se ha puesto en marcha alguno de
ellos, se entra plenamente en la fase de ejecucion, durante la cual los
resolutores ejercen su accionar cognitivo, activando procesos propios
del quehacer matemético que resultan aplicables al problema.

Es conveniente sefialar que es probable que el plan que se esté
ejecutando no conduzca a la solucién. Por el contrario, se puede estar
muy “ocupado con el problema” sin hacer avance alguno. En este caso
se debe evitar caer en circulos viciosos asi como también identificar y
superar los atascos y las “trancas”. Una de las opciones para lograr esto
consiste en poner en duda la veracidad del enunciado, por lo cual, se
debe volver a la etapa anterior realizando una relectura del planteamien-
to mismo del problema.

4 FEtapa IV: Revision

Aln cuando se haya obtenido algin resultado que, posiblemen-
te, constituya una solucién del problema, resulta provechoso y conve-
niente realizar una vision retrospectiva de todo el trabajo realizado; ello
permitird que se tome conciencia de la dindmica del proceso, asi como
también, darse cuenta de posibles circulos viciosos, en los que haya
podido incurrir.

“Haciendo una visualizacion general del proceso seguido, pien-
so que se exploraron las posibles vias de resolucion (se ensayaron va-
rios planes) sin el resultado esperado, pero es importante destacar la
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naturaleza (tipo) del problema (no se logré hacer la demostracion, qui-
zas debido a la dificultad del problema), es evidente (que la complejidad
del problema crea) la necesidad de articular la parte cognitiva y meta-
cognitiva en el individuo para detectar alguna pista que resuelva la
situacion.”

Aspectos Sociales de la Resolucion de Problemas Trabajando
en Pequerios Grupos: En la resolucién de problemas trabajando en pe-
queflos grupos, son apreciables los siguientes aspectos sociales: Comu-
nicacion, Cooperacion, Control. Conviene destacarlos con el fin de
aprovechar al mdximo las posibilidades de este modo de organizar la
actividad didictica en el marco de una clase de Matemdtica centrada en
la bisqueda de solucién a problemas.

1. Efecto de la Comunicacién Grupal sobre cada individuo: en
el grupo se crea un clima cooperativo de trabajo que permite
que cada uno de los integrantes incremente su acervo de herra-
mientas para abordar el problema, con base en la informacién
aportada por sus compaferos.

Es importante destacar que la comunicacién grupal puede enri-
quecer el contexto de ideas y conceptos que sobre el problema
se tiene, es decir amplia el margen de accién en cuanto a la ins-
trumentacién de estrategias convenientes y razonables. Esta plu-
ralidad de ideas y opiniones es positiva porque ofrece una va-
riedad de posibles vias de resolucién.

2. Clima Cooperativo: cuando se trabaja en un pequeflo grupo,
se genera un clima que hace posible el respeto de las ideas aje-
nas y la evaluaciéon de las mismas en funcién del propdsito
compartido de encontrar la solucién al problema. Ademds, el
grupo acumula un acervo colectivo de saberes que puede ser
aplicado al proceso de resolucion.

Desde luego que la interaccién grupal es otro factor que pro-
mueve la expansion de ideas, planes y estrategias variadas. El
conocimiento de férmulas y herramientas matemadticas puede
determinar el grado de fluidez en la resolucién de problemas
(Edgar). Otro de los aspectos relevantes es que cada uno de los
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miembros del grupo se convierte en mediador del aprendizaje
de sus compaiieros.

a) Sugiriendo planes para abordar el problema: Tanto Elvira
como Victor habian sugerido de manera inicial (17 plan de ata-
que) el andlisis del problema a través de los citados ensayos
(informacidn clave aportada en el enunciado del problema).

b) Colaborando en la construcciéon del Modelo Matemadtico
Subyacente: Luego de realizar los particulares andlisis (es de-
cir, después de ejecutar el plan) se llegd a la conclusion (se ob-
servo la siguiente regularidad) de que se establecia una estrecha
relacion entre el niimero de recorridos y la cantidad de distan-
cia transitada en el proceso. Se llegé a inducir la formula ma-
temdtica que determinaba el comportamiento inmerso en el
problema (es decir, se hizo la formalizacién matematica, se ex-
presé el modelo matemdtico subyacente en el enunciado del
problema).

c¢) Participando en la realizacién de las operaciones de célculo
pertinentes: ...y luego que se calculé la distancia total recorri-
da, mediante un simple despeje...

3. Control de la impulsividad: la disminucién de la propensién
a actuar irreflexivamente es otra de las cuestiones que se puede
lograr cuando se trabaja en pequefios grupos: La proposicion de
planes de accién debe ser el producto de una reflexion impreg-
nada de los diversos elementos meta-cognitivos que interaccio-
nan con el problema en si.

Factores que contribuyen al éxito en la Resolucion de Proble-

mas cuando se Trabaja en Pequeiios Grupos: Entre los factores que
contribuyen al éxito en la solucién de problemas cuando se trabaja en
pequefios grupos se pueden mencionar los siguientes:

1.

El grupo, como equipo, posee un conocimiento acumulado que
puede ser compartido cooperativamente por cada uno de los
miembros individuales; esto refuerza el valor didactico del tra-
bajo colectivo: “En el grupo teniamos (los siguientes) conoci-
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mientos (matematicos que se requerian para hallar la solucién)
progresiones y operaciones con términos de una progresion”.

2. Al trabajar en forma colectiva, se brinda la posibilidad de
compartir distintas opciones y modalidades para abordar el
problema, lo cual permite la superacién de esquemas rigidos y
bloqueos mentales, ya que se valorizan los distintos modos de
enfrentar los problemas. Otro factor que ayudo a “desglosar la
situacién planteada” fueron las herramientas heuristicas que
se aplicaron: “diagramacién o traduccién grafica del enuncia-
do del problema”, “abordar casos particulares” de manera
concreta y objetiva. Esto es una manifestacion de la supera-
ciéon del enfoque algebrizante, y plantea la valorizacién de
otros modos de abordar los problemas distinto al planteamien-
to de ecuaciones algebraicas.

3. El trabajo grupal genera una fuerza supraindividual apoyada
en el conocimiento compartido: “Desde luego que la interac-
cion grupal es otro factor que promueve la expansion de
ideas, planes y estrategias variadas”.

4. Al compartir la informacién mateméatica que posee cada uno
de los integrantes del grupo, se compensan las debilidades y
deficiencias de cada integrante con las fortalezas de los otros
compaiieros: “El conocimiento de formulas y herramientas
matemdticas puede determinar el grado de fluidez en la reso-
lucion de problemas” .

Trabajo en grupo total

Esta modalidad se presenta cuando todos los alumnos, con la
mediacién del profesor, se abocan a la bisqueda de la solucién de un
mismo problema. Todos los participantes (alumnos y profesor) se ubican
de un modo tal que sus asientos estén organizados en forma circular y
tengan la posibilidad de mirarse unos a otros; el docente, en su rol de
facilitador, conduce una Discusion Dirigida y utiliza el Interrogatorio
Guiado a fin de ir recorriendo las diferentes etapas del proceso de
resolucién del problema.

Etapas de Desarrollo: La resolucion de problemas de acuerdo con
la modalidad de “grupo total” se organiza en las siguientes etapas: 1.



Experiencias, propuestas y reflexiones para la clase de Matemadtica 253

Formulacién del problema; 2. Lectura del Enunciado; 3: Mediacién de la
Comprension; 4. Ejecucion de Plan de Ataque.

A continuacion se presentan detalles de cada una de estas etapas.
+ Etapa 1: Formulacion del Problema

El Trabajo en Grupo Total comienza con la seleccion del
problema que se intentara resolver; su enunciado puede ser formulado por
el profesor o por uno cualquiera de los alumnos. Una vez que se haya
seleccionado el problema, se giran las correspondientes instrucciones para
el trabajo. Entre éstas se destacan las siguientes: (a) cada alumno tiene
derecho a opinar libremente en relacién con su perspectiva acerca del
problema; (b) no se debe descalificar a priori ninguna idea acerca de la
posible solucién del problema.

Esta modalidad de trabajo se ilustrard con el problema cuyo
enunciado es el siguiente:

Considere los siguientes numeros: 234234, 123123, 777777,
518518. ;{Qué se puede decir de los nidmeros indicados? Enuncie y
demuestre una propiedad que, en general, cumplan todos los nimeros de la
forma ABCABC, donde A, B y C son digitos entre 1y 9.

En este enunciado aparecen varios nimeros que comparten una
propiedad, el asunto consiste en descubrirla, formular una conjetura en
torno a ella y luego demostrar dicha conjetura. Se estima que la busqueda
de la solucidn de este problema requiere la activacion de procesos propios
del quehacer matematico, tales como: analizar, particularizar, inferir,
conjeturar, verificar y demostrar, entre otros.

+ FEtapa 2: Lectura del Enunciado del Problema

El soporte fisico del problema considerado es un planteamiento
formulado por escrito (enunciado escrito en lenguaje natural -idioma
castellano). Por tanto, la primera accién que debe hacer quien intente
encontrarle solucién es leer dicho enunciado, lo cual supone que el
potencial resolutor debe llevar a cabo una actividad decodificadora de
procesamiento de informacién (Todos los alumnos deben hacer
individualmente una lectura silenciosa del enunciado)
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Asi que el contacto inicial con problemas de este tipo se hace
mediante una lectura de su enunciado, el cual no constituye una entidad
monolitica. Por el contrario, en su estructura son perceptibles dos niveles:
Superficial y Profundo (Gonzélez, 1997; Stacey y Scott, 2000)

"En cualquier problema siempre existe lo explicito (aparente) y lo
implicito (profundo). Un problema jamds se podrd resolver en tanto no
sea captada su profundidad. Cuando no se comprende profundamente el
problema ocurre, cominmente, que se le agrega o se le elimina
informacion y entonces el problema es cambiado” (Victor, Clase N° 4).

El primer nivel es explicito, se le denomina Estructura Superficial
del Problema y estd conformada por los parrafos contentivos de las
expresiones, oraciones o frases constitutivas del enunciado; el otro nivel
estd implicito, se le designa como Estructura Profunda del Problema y
estd constituida por las relaciones entre los elementos del enunciado que
son expresables matematicamente.

A la primera de esas dos estructuras se tiene acceso mediante una
lectura conciente del enunciado, cuya intencionalidad es hacer explicita la
Estructura Profunda del Problema. Esto significa que la lectura que se
hace con la finalidad de tratar de resolver este tipo de problemas
matemadticos, tiene la intencién de buscar y captar el sentido y significado
matemdtico de las relaciones expresadas en el enunciado, las cuales
constituyen su Modelo Matemético Subyacente (MMS). Por esta razdn, es
necesario que el resolutor de un problema matemadtico con texto esté
conciente de que, cuando lee su enunciado, lo que estd procurando con
ello es acceder a su estructura profunda y, en consecuencia, establecer su
MMS correspondiente.

Cuando una persona lee el enunciado de un problema con la intencion
de solucionarlo, se activa toda su maquinaria intelectual como
resolvedor, procurando capturar la estructura profunda del problema y
llevando a cabo acciones en funcion de resolverlo (Victor, Clase N° 6)

Esta etapa del trabajo con el problema constituye una Fase de
Familiarizacién durante la cual la intervencion mediadora del docente se
manifiesta mediante la formulacién de algunas preguntas tales como ;Qué
estan haciendo? y ;Como lo estdn haciendo? y luego dejar que los alumnos
continden leyendo atenta y concientemente el enunciado del problema,
trabajando con suficiente autonomia, tanto individual como grupal.
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+ FEtapa 3: Mediacion de la Comprension del Problema

Tomando en cuenta que comprender un problema consiste en
formular su Modelo Matemadtico Subyacente. Es decir, explicitar su
Estructura Profunda, después que los alumnos han tenido tiempo suficiente
para leer el enunciado, el docente enfatiza su rol como mediador y, usando
la Discusiéon Guiada y el Interrogatorio Dirigido, procura que los
alumnos identifiquen los vinculos matemdticos implicitos entre los
diferentes elementos referidos en el enunciado:

Luego de pasar cierto tiempo, el profesor comenzo a preguntar lo que
habia respondido cada alumno; cada quién comenzo a decir lo que
pensaba de la formacion de esos niimeros... (Cristobal, Clase N° 3).

Se puede comenzar formulando preguntas de tipo genérico,
relacionadas con el modo de abordar el problema, que hagan posible que
varios alumnos compartan con el resto de sus compaiieros lo que cada uno
de ellos observé durante el periodo de lectura silenciosa individual. Esto
permite conocer diversas formas de enfocar el problema y, a la vez,
identificar posibles dificultades confrontadas por los alumnos.

Luego, se continda la discusion insistiendo en que antes de pro-
ceder a efectuar los cdlculos, debe pensarse en al menos dos modos para
abordar el problema. Durante esta etapa se estimula a los alumnos para
que, de manera libre, espontdnea y sin restricciones, expongan sus ideas,
las que sean positivas se alientan; sin embargo, no se descarta ni se des-
califica a priori ninguna de ellas, ain cuando luzca descabellada; al con-
trario, todas deben ser escuchadas atentamente y ser sometidas a la con-
sideracion y evaluacién por parte del grupo.

C. Uno comenzd por alld diciendo "traté de hacerlo pero en realidad no
sabia por donde empezar";
C. Otro dijo "yo creo que ese nimero expresado de esa forma debe ser
divisible por algtin nimero".
F. Tiene la idea, por ahi va.
C. Otro dijo: "y si descomponemos esos niimeros en sus factores primos"”
F. Buena idea.

(Cristébal, Clase N° 3)
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Después de plantear varias opciones, éstas deben ser evaluadas;
para ello se sugiere que el resolutor se auto-interrogue formuldndose,
entre otras, preguntas tales como: ;Qué operaciones debo ejecutar?
(Cudl es mi grado de pericia en cuanto a su ejecucion? ;Cudnto tiempo
requiero para ejecutarlas? ;De qué clase son? Todo ello con el fin de
lograr que los alumnos tomen conciencia acerca de la cantidad y calidad
de las operaciones que deben efectuar asi como también de la pericia
que ellos poseen para llevarlas a cabo.

Siempre que sea posible, se deben escoger varios modos de
abordaje (planes de ataque) para ensayar todos aquellos que luzcan
plausibles. Cuando se tengan dos o mds planes, el grupo total se
subdivide en sendos subgrupos y a cada uno de éstos se le asigna uno de
los planes.

No obstante, lo que habitualmente ocurre es que, con las inter-
venciones de los alumnos, se obtienen diversas ideas para "atacar" el
problema, y a partir de ellas se elabora un “Plan de Ataque”, el cual se
construye sobre la base de las aportaciones de los estudiantes y, de
hecho, se convierte en un plan compartido para enfrentar el problema.

Asf transcurrieron varios minutos y Fredy nos dijo:

F. ¢y por qué no hacen lo que dijo la compaifiera? descompongan los
nimeros en sus factores primos, y a su vez traten de buscar otros ni-
meros con la misma forma y descompdnganlos para ver qué sucede,
pero tomando en consideracién que el mayor nimero de esa forma es
999999.

(Cristébal, Clase N° 3)
4+ Etapa 4: Ejecucion de Plan de Ataque

Una vez que se ha construido en forma colectiva un plan de ata-
que se procede a ponerlo en préctica.

F. Empiecen

C. Cada quién copi6 un nimero diferente y empezd a descomponerlo.
"Se identifican factores primos y se hall6 M.C.D."

(Cristébal, Clase N° 3)
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Con este trabajo, se aspira que cada uno de los alumnos tenga la
oportunidad de encontrar las relaciones matematicas que constituyen el
MMS correspondiente al problema.

C. (...) Luego de todo esto, se formulé la primera conjetura: todo nu-
mero que tiene la forma ABCABC es divisible por 11.

F. Bueno, ;no habra otra forma de enunciarla?

C. La mayoria dijo que si. El mismo profesor escribi6 en el pizarrén. Todo
ntimero de la forma ABCABC, con A, B, C € Sjpes divisible por 11.

(Cristébal, Clase N° 3)

La mediacién por parte del docente ha de orientarse hacia la
construccién del MMS. Para ello, el interrogatorio puede ser dirigido
hacia la formulacién de conjeturas basadas en el comportamiento regu-
lar de las variables implicadas en el enunciado del problema. Estas con-
jeturas puede ser formuladas, primero, en forma verbal y luego simbdli-
camente procurando disefiar o llegar a una expresion general. El proceso
se conduce hasta que alguno de los alumnos enuncie de manera explicita
alguna conjetura basada en las propiedades comunes compartidas por
los elementos o variables referidos en el enunciado del problema.

"Todo nimero de la forma ABCABC es multiplo de 11"

En este caso, aun cuando el enunciado es correcto, todavia se
estd en el plano del lenguaje natural, pues es necesario avanzar mas para
llegar al MMS. Dependiendo del nivel de pericia matemética de los
alumnos, aqui podria resultar imprescindible una intervencién mads dire-
cta del docente para ayudarlos a dar el salto hacia la simbolizacién:

Después hubo otra pregunta:

F. (No habra forma de generalizarla?
C. Victor dijo “sf hay”

F. bueno ;por qué no pasas a escribirla?

Victor (dirigiéndose al pizarrén) escribié: 11/ABCABC < 3 neZ, >
n.11 = ABCABC

(Cristébal, Clase N° 3).
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Esta ultima expresion si constituye el Modelo Matemético Sub-
yacente correspondiente al problema. Las proximas acciones de la acti-
vidad resolutoria no se ejecutaran sobre el enunciado original sino sobre
este modelo donde: (a) estdn planteadas las relaciones entre los elemen-
tos del problema; (b) aparece la informacién no explicita en el enuncia-
do; y (c) se complementa el conjunto de interacciones entre datos e in-
cOgnitas y los vinculos entre estos dos conjuntos de elementos de un
problema.

A partir de aqui se entra en el terreno netamente matematico,
manejando el lenguaje formal correspondiente.

Luego el profesor recalcé algo:

F. Recuerden que, cada vez que en una proposicién aparezca un "existen-
cial", 3, la demostracién exige una construccién". (Cristobal, Clase N°. 3).

Después (el profesor) dijo, bueno como tenemos a ABCABC podemos con-
vertirlo en forma de polinomios, pero de base 10 (Cristdbal, Clase N°. 3).

Después de todos estos comentarios (procedimos a hacer la demostracién)

A10° + B10* + C10° + A10° + B10' + C10° = ABCABC

A(0° + 10%) + B(10* + 10") + C(10° + 10°) = ABCABC

A10%(10° + 1) + B10(10* + 1) + C(10* + 1) = ABCABC

(10* + 1)( A10*+ B10 + C) = ABCABC

ABC(1001) = ABC(1000 + 1) = ABC(1000) + ABC = ABCABC
(Cristébal, Clase N°. 3)

Se trabajé en funcién de los casos particulares que se tenian y se llegd
a la conclusién de que el valor de “n” era 1001 (Victor, Clase N°. 3)

Conclusiones

El estudio aqui reportado destaca las modalidades de trabajo que
se pueden implementar en una clase de Matemética centrada en la Reso-
lucién de Problemas. A partir de la experiencia del autor, son dos las
conclusiones principales: (a) la posibilidad de “Hacer Matematica” utili-
zando la resolucién y problemas; y (b) el caracter del papel protagénico
que debe desempeiiar el docente como mediador de los procesos cogni-
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tivos y metacognitivos asociados con la actividad resolutoria. Seguida-
mente de desarrollard cada una de estas conclusiones.

Conclusion 1: “Hacer Matemdtica” utilizando la resolucion de
problemas es posible.

De acuerdo con el enfoque de la actividad resolutoria que se ha
mostrado hasta aqui, puede afirmarse que el enfrentamiento con pro-
blemas matemdticos con texto propicia la oportunidad de poner en pric-
tica procesos propios del quehacer matemadtico. De este modo, durante
la busqueda de solucidn a este tipo de problemas, los alumnos, desde el
punto de vista del esfuerzo intelectual que deben realizar, pueden actuar
como lo debe hacer un matematico (de Guzman, 1996).

Conclusion 2: El papel del docente en las clases de Matemdtica
centradas en la resolucion de problemas es el de mediador de procesos
COgNItivos y metacognitivos.

El docente, como parte de la comunidad matemdtica que se
constituye en el aula cuando ésta se convierte en escenario para la reso-
lucién de problemas, juega un papel preponderante. Gracias a su media-
cidn, la experiencia de resolver problemas se convierte en oportunidad
de aprendizaje, dandole trascendencia y posibilitando la toma de con-
ciencia por parte de los resolutores, acerca de aspectos relevantes del
proceso.
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