Miguel Cruz Ramirez

LA ENSENANZA DE
LA MATEMATICA
A TRAVESDE LA
RESOLUCION DE
PROBLEMAS

Tomol

La ensenanza

delaMatematica

a travesid&lla

Miguel Cruz Ramirez




El modo correcto de citar esta obra es:

Cruz, M. (2006): La ensefianza de la Matemética a través de la Resolucion de Problemas. Tomo 1. La
Habana: Educacion Cubana.

Edicion electrénica:

Se autoriza la reproduccién de esta obra en su version electronica de manera integra, sin
modificarla y mencionando siempre su referencia. Esta autorizacion de reproduccion se
refiere a usos docentes sin animo de lucro. No se autoriza ningin uso o reproduccion
comercial de la misma.

Edicion impresa:

Quedan reservados todos los derechos de reproduccion o difusién. Ni la totalidad ni parte de
esta obra pueden ser reproducidas por ninglin medio, ya sea eléctrico, quimico, mecanico,
optico, de grabacién o de fotocopia, sin permiso previo del editor.

Correccion: Miguel Velazquez Hidalgo

Edicion electrénica: Yunior Morales Ricardo

Disefio de cubierta: Amaury Zaldivar Ramirez

Centro de Estudios de Software y sus Aplicaciones Docentes

© Organo Editor EDUCACION CUBANA, 2006
Sistema de Informacion para la Educacion
Ministerio de Educacion

© Miguel Cruz Ramirez, 2006
Centro de Estudios en Ciencias de la Educacion
Instituto Superior Pedagdgico “José de la Luz y Caballero”
(+53) (24) 481921 DX miguel@hlg.rimed.cu

ISBN 959-18-0137-8
Deposito Legal: 435-2006

Ministerio de Educacion, 41y 14.
Miramar, Playa. Ciudad de La Habana.

' | Organo Editor EDUCACION CUBANA
(+53) (7) 2066128 < organoceditor@cied.rimed.cu

917895911"801371



mailto:organoeditor@cied.rimed.cu

A Alexandra



PREFACIO A LA PRIMERA EDICION

Tras varios afios de recopilacion bibliografica y de modestos aportes al campo de la
Resolucién de Problemas, veo culminado el primer tomo de mi libro La Ensefianza
de la Matematica a traves de la Resolucion de Problemas. Originalmente pensaba
en un tomo unico, pero el volumen y complejidad de la tematica me sugirieron una
divisidon necesaria en dos partes. En este primer tomo he tratado de establecer
los cimientos de una Teoria de la Resolucion de Problemas. Los presupuestos
tedricos se nutren de una pluralidad de ciencias, como ocurre de manera general
con la Didactica de la Matematica.

La noble idea de extender masivamente la formacion de masteres es hoy una
realidad de la Educacién Cubana. Pienso que esta obra puede servir de punto de
partida para aquellos investigadores noveles que incursionan en la ensefianza de la
Matematica. Este libro ha sido pensado para ellos, para los que han escogido el
camino de la resolucion de problemas como tema de doctorado y, en general, para
todo el que se interese por la ensefnanza de la Matematica. Por este motivo, he
tratado de complementar muchos aspectos con citaciones y comentarios en notas al
pie de pagina; y también con bibliografia especializada para cada tematica. De esta
manera los lectores podran enriquecer su estudio; incluso con obras que divergen en
su criterio, respecto a ciertas ideas que he desarrollado en este libro. La ciencia es
asi.

Actualmente es dificil hacer aportaciones en un campo de investigacion tan complejo
como la Resolucién de Problemas Matematicos, pues la produccién cientifica



mundial es enorme, y crece de manera exponencial. Sin embargo, en esta dificultad
reside la fuente de inspiracion para el cientifico novel. Los retos que esta parte de la
ciencia hoy plantea son tan diversos y motivantes, que vale la pena poner en ellos
nuestras inquietudes cientificas. El libro trata de actualizar muy pronto al lector sobre
los problemas actuales de la resolucion de problemas matematicos, tanto en el
orden didactico como filosofico y psicoldgico.

La lectura del primer tomo favorece una formacion general sobre la tematica. En el
primer capitulo se realiza un exhaustivo analisis historico-logico de las
investigaciones relacionadas con la Didactica de la Matematica, con énfasis en la
resolucion de problemas. A continuacion, el capitulo intermedio ha sido consagrado
al estudio del soporte material de este proceso: el cerebro humano. Finalmente, se
exponen los conceptos y procesos basicos de la resolucion de problemas
matematicos, exponiendo los criterios que nos mueven a defender la ensefianza de
la Matematica “a través” de la resolucién de problemas.

Siguiendo una secuencia logica, el segundo tomo también contara con tres
capitulos. El primero de ellos se dedicara a profundizar en la esencia del proceso de
resolucion de problemas, asi como en la relacibn que se establece entre este
proceso y los conocimientos y habilidades generales o especificos. El segundo
abarcara el caso especial de la formulacién de problemas, como expresion genuina
de la creatividad humana. La obra concluira con una introduccion al analisis
experimental, tépico necesario e inseparable de la investigacién cientifica.

Cada primera edicidn es, naturalmente, la mas perfectible. Estaré sinceramente
agradecido de cualquier sugerencia que los lectores hagan en relacién con esta
obra. Quiero agradecer a todos los que me han animado a culminarla, y que
actualmente me animan en la preparacion del segundo tomo. La lista seria
interminable. Deseo agradecer especialmente a los profesores Jeremy Kilpatrick de
la Universidad de Georgia y Stephen |. Brown de la Universidad de Bufalo, por sus
extraordinarias criticas y sus profundas reflexiones sobre mis modestas
investigaciones, en el campo del planteo y resolucion de problemas. Finalmente
quiero expresar mi agradecimiento mas especial al Instituto Superior Pedagodgico
“José de la Luz y Caballero”, institucién a la que debo toda mi formacion profesional.

Poco antes de la redaccién de este prefacio, la Matematica Educativa cubana sufrié
la pérdida irreparable del extraordinario profesor Joaquin Palacio Pefa. Una vez él
me dijo que un buen maestro no es aquel que repite un afo de experiencia muchas
veces, sino el que se esmera por acumular muchos afnos de experiencia. Los que le
conocimos sabemos bien que su larga vida profesional, como maestro de
Matematica, constituyé medio siglo de verdadera e inagotable experiencia. Ya que la
vida no me permitié mostrarle esta obra concluida, sirva entonces como un modesto
homenaje a su memoria, pues muchos de sus sabios consejos estan presentes en
este libro.

Miguel Cruz Ramirez
Holguin, 22 de febrero de 2006
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INTRODUCCION

La Matematica es una de las ciencias mas antiguas y, a lo largo de los afos, ha sido
utiizada con fines diversos. Esta ciencia es extraordinariamente dinamica y
cambiante, a tal punto que sus conceptos primarios sufren transformaciones
relativamente rapidas y hasta su propia concepcion, aunque de modo mas lento,
experimenta cambios tangibles. La Matematica es un fendbmeno cultural universal,
pues cualquier civilizacion crea una Matematica. Imaginar un mundo, en el cual los
cambios y la complejidad subsistentes no puedan ser organizados mentalmente en
relaciones, dependencias y modelos, es ciertamente dificil. “Un mundo asi
constituiria un verdadero caos, una antitesis del cosmos”.”

Definir o caracterizar qué es la Matematica constituye un complejo problema
flosofico. Algunos cientificos llegan a plantear cuestiones verdaderamente
sorprendentes. Por ejemplo, V. Arnold ha aseverado que “[tjoda la Matematica se
divide en tres partes: la Criptografia (pagada por la CIA, la KGB y semejantes), la
Hidrodinamica (sostenida por constructores de submarinos atdémicos) y la Mecanica
Celeste (financiada por militares y otras instituciones que comercian con misiles
como la NASA). [...] La existencia de una relacién misteriosa entre estos diferentes
dominios no tiene explicacion racional”.? Aunque Arnold, al parecer, solo reconoce la
matematica occidental, es positivo el hecho de resaltar las necesidades objetivas
como motor impulsor de la ciencia. Ademas, la “relacién misteriosa” puede verse en

' Sierpinska, A. (1998) WMY 2000: Some themes for discussion. World Mathematical Year 2000,
Newsletter 6 of IMU, p. 1.

% La Criptografia comprende la Teoria de Numeros, la Geometria Algebraica, la Combinatoria, la
Computacion, etcétera; la Hidrodinamica incluye el Analisis Complejo, las Ecuaciones en Derivadas
Parciales, los Grupos de Lie, etcétera; y la Mecanica Celeste abarca los Sistemas Dinamicos, el
Algebra Lineal, la Topologia, el Calculo Variacional, la Geometria Simpléxtica, etcétera. Véase Arnold,
V. I. (2000) Polymathematics: Is mathematics a single science or a set of arts? In: V. Arnold et al.
(Eds.) Mathematics: frontiers and perspectives, IMU & AMS, p. 403.



un sentido metaférico en el mejor de los casos, pues el materialismo dialéctico
explica con suficiente rigor el origen de esta relacién.’

Sin dudas la Matematica ha experimentado un crecimiento exponencial, planteando
nuevos retos para ensefarla y aprenderla. En el finalizado siglo XX, con la
denominada “Revolucién Cientifico—Técnica”, la correspondiente evolucion didactica
alcanzé una velocidad sin precedentes, asi que el abordaje de la realidad actual no
es tarea sencilla. Puede decirse que esta evolucion alcanzé su maximo esplendor en
el ultimo cuatridecenio, tal y como se vera en el primer capitulo.

En lo que se refiere a ensenanza—aprendizaje de la Matematica, son disimiles los
temas que hoy constituyen objeto de estudio. Por ejemplo, es de peculiar interés la
formacion de conceptos, las creencias y concepciones, la aplicacion de las
herramientas computacionales, la formacién del profesorado, la Ingenieria Didactica,
la Heuristica, el trabajo con estudiantes de alto aprovechamiento, el desarrollo del
pensamiento (en sus multiples enfoques: l6gico—formal, geomeétrico—espacial,
combinatorio, ...), la resolucion de problemas, etcétera. Justamente el ultimo campo
mencionado constituye un amplio objeto de analisis, al cual se le dedicara
integramente el presente libro.

La resolucion de problemas constituye un verdadero dilema para la ensefianza de la
Matematica. Cuando se habla de problemas no debe referirse a la versidn
trivializada de los ejercicios con texto, también acufiados como “story problems” en
lengua inglesa. Por el contrario, aqui el término se refiere a situaciones
verdaderamente complejas, capaces de potenciar el desarrollo del pensamiento, y
de proporcionar modos de actuacion para enfrentar los retos de la ciencia y la
técnica. Situaciones asi, son dificiles de encontrar en la practica educativa.

Actualmente, algunos investigadores han hiperbolizado la busqueda de tales
situaciones exclusivamente en contextos practicos. En efecto, muchas veces se
espera que la ensefianza de la Matematica se base en problemas
“‘contextualizados”; o sea, aplicables directamente a las necesidades objetivas o
subjetivas del estudiante. Esto se apoya en fundamentos de naturaleza psicologica,
principalmente de orden afectivo y motivacional, pasando por alto otros aspectos de
naturaleza epistemolégica y matematica. Por ejemplo, tratar de vincular la
ensenanza de las funciones cuadraticas con la practica, lleva muy pronto al agotado
tema del lanzamiento del proyectil. La busqueda de otros ejemplos conduce
desafortunadamente a ejercicios demasiado artificiosos y, con ello, a un efecto
negativo en la ensefianza. La contextualizacion es necesaria, siempre y cuando sea
pertinente su inclusion en el salén de clases. No es posible olvidar que los
contenidos matematicos tienen también el propdsito de desarrollar el pensamiento, y
de sentar las bases para el aprendizaje de otros conocimientos mas elevados.

Si bien la resolucion de problemas ocupa un lugar central en la ensefianza de la
Matematica, los saberes acumulados se encuentran dispersos, simulando en
ocasiones una desconexion aparente. Ciertas obras enfocan el tema enfatizando el
enfoque psicologico lo cual, si bien agota una arista importante del problema,

*Un trabajo excelente sobre la naturaleza de la Matematica puede verse en: Stewart, |. (2004) De
aqui al infinito. Las matematicas de hoy (capitulo 1, pp. 13—23). Barcelona: Critica.



margina otros aspectos no menos importantes. Por el contrario, algunos textos han
enfatizado tanto los elementos de la epistemologia de la Matematica, que
desatienden por completo el axioma esencial de que el proceso analizado es
eminentemente humano y no puede aislarse de su esfera afectiva—motivacional.

Son disimiles las preguntas que salen a colacién: ¢qué entender por problema
matematico en el ambito escolar?, ;qué acciones tienen lugar durante la resolucion
de problemas?, ;qué procesos psiquicos se asocian a esta actividad humana?,
¢ qué papel juegan las creencias y concepciones que el sujeto resolverte tiene sobre
la Matematica?, ;qué relacion existe entre el proceso de resolucién de problemas y
otros procesos como la imaginacion espacial, la formulacidon de problemas, el
razonamiento y la busqueda de relaciones? Muy bien podrian seguirse enumerando
varias preguntas mas, donde cada una ha constituido el punto de mira de disimiles
investigaciones. Esto es solo una muestra de cuan amplia y rica es la Didactica de la
Matematica.

El presente libro ha aceptado el reto de enfocar la ensefanza de la Matematica a
través de la resolucion de problemas. Cada una de las cuestiones anteriores se
examina procurando no herrar en disquisiciones de corte absolutista, pero sin pasar
por alto la necesidad de mantener un profundo espiritu critico. Ninguna pregunta
contara con una respuesta acabada, por el contrario, cada analisis generara nuevos
enigmas para investigaciones ulteriores.

Esta obra constituye un pequefio homenaje a una década de notables esfuerzos,
desarrollados por muchos investigadores en el Instituto Superior Pedagdgico “José
de la Luz y Caballero”. Desde la primera edicion de la Maestria en Didactica de la
Matematica (en 1995) se han generado casi un centenar de investigaciones, muchas
de las cuales tomaron como objeto la resolucion de problemas en el contexto
escolar. Las tematicas abordadas han sido diversas, pero parten de una vision
objetiva de su objeto de investigacion y se erigen sobre los presupuestos mas
nobles de la pedagogia cubana. Diez de estas investigaciones han tenido
continuidad y han sido defendidas exitosamente en esta institucibon como
disertaciones doctorales.

En su conjunto, esta obra puede servir de material de consulta para investigadores
de todos los niveles, principalmente para aquellos que se inclinan por el fascinante
campo de la resolucidon de problemas. También puede ser de utilidad para el
profesorado de Matematica, tanto en formacion como en servicio. En todos los casos
se requiere de un estudio profundo y critico. Si al hacer referencia a este libro, los
maestros e investigadores lejos de asumir tacitamente sus consideraciones,
exploran con avidez y opinidn propia cualquier idea aqui abordada, entonces el
objetivo sera cumplido.



1. ANTECEDENTES HISTORICOS

El método historico—logico es sumamente poderoso para desentrafar ciertas
regularidades que ocurren en el objeto de estudio de cualquier ciencia. No es posible
un analisis completo de la teoria sobre Resolucion de Problemas (en lo adelante RP,
tanto en singular como en plural) en la escuela sin su correspondiente abordaje
historico. Asi, en el presente capitulo se estudiara la evolucion que ha tenido la
ensefianza—aprendizaje de la Matematica desde tiempos inmemoriales hasta la
actualidad, con énfasis en la RP.

Un hecho significativo consiste en el desafio actual de esclarecer la naturaleza de la
Didactica de la Matematica (en lo que sigue DM), pues no existe consenso respecto
a si es o no una disciplina cientifica. Algunos afirman categéricamente que si,
mientras otros defienden el criterio de que se trata de una especie de “confluencia”
de saberes originados en diferentes campos del conocimiento cientifico.

Para ganar en precision, es justo sefialar que el término manejado (DM) es una
traduccion al castellano del término “Didactics of Mathematics”, equivalente del
angloamericano “Mathematics Education”. Esta denominacién procede de Europa
Continental y cuenta con varias traducciones (Didaktik der Mathematik, Didattica
della Matematica, Dydaktyka Matematyki, etcétera). S6lo en Francia (Didactique des
Mathématiques) se da un caso especial con el significado del término, ya que un
grupo de investigadores franceses (G. Brousseau, Y. Chevallard, entre otros) lo
restringen a un fendmeno especial, cuyos conceptos claves son “situacion
didactica”, “contrato didactico”, “transposicion didactica”, “ingenieria didactica”,



etcétera. Desde esta ultima perspectiva, puede considerarse la obra de estos
investigadores como un subconjunto (actualmente muy importante) de la DM.

Algunos autores han llegado al consenso de admitir el siglo XIX como alborada de la
DM, en conexion con la institucionalizacion social de la escuela y el maestro, influida
por el crecimiento exponencial y por los cambios metodoldgicos acaecidos en las
matematicas puras y aplicadas®. El hecho de fijar una fecha, o un siglo para ser mas
ortodoxo, puede ser cuestionado si se asume otro criterio de lo que realmente es la
DM. Por ejemplo, para algunos investigadores rusos su respectiva historia comenzo
en 1703, con la publicacion de un antiguo libro de texto. ;No podrian decir los
griegos lo mismo respecto a los “Elementos” de Euclides? Sobre la base de esta
ultima idea, a continuacion se ensayara un analisis que se remonta mas atras de la
Antigua Grecia.

81.1 Los primeros trabajos

Hasta la actualidad ha llegado referencia de que, en civilizaciones tan antiquisimas
como la egipcia, la babilonia y la china, se ensefiaba matematica. Asi, por ejemplo,
los problemas matematicos con textos son tan antiguos como la propia ensefianza
de esta asignatura.

Tanto en las tablilas de barro, como en los papiros mas antiguos, comunmente
pueden encontrarse problemas totalmente “idealizados”. Se trata de pretextos,
concebidos con el animo de ensefar los rudimentos aritméticos elementales. Por
ejemplo, en un papiro egipcio de mediados del segundo milenio antes de la Era
Comun (aEC) aparecen varios problemas destinados a la ensefianza de los jovenes
escribas. Uno de los problemas es el siguiente: “Una piramide. El lado tiene 140
[codos] y la inclinacién es de 5 palmos y 1 dedo [por codo]. ¢ Cual es la altura?”

* Aproximadamente desde 1830, con la fundamentacion del Analisis Matematico por A. Cauchy, el
descubrimiento de las geometrias no euclideanas por N. Lobachevsky y J. Bolyai, asi como la
aparicion del concepto de estructura algebraica, motivada por la angosta obra de E. Galoys.

° Se trata de un papiro de 34 siglos que decian habia sido hallado en las ruinas de Tebas. Fue
adquirido en 1858 por el anticuario escocés H. Rhind, en la ciudad egipcia de Luxor. El documento en
un principio habia sido un rollo de unos 5.5 m de largo por 33 cm de alto, pero estaba roto en dos
pedazos y le faltaban algunos fragmentos. Algunos de estos fragmentos aparecieron, medio siglo mas
tarde, en los archivos de la Historic Society, de Nueva York. Habian sido obtenidos por el
coleccionista Edwin Smith. El papiro de Rhind fue adquirido, a la muerte de éste, por el British
Museum, donde se conserva en la actualidad.

El rollo consiste en un manual practico de la matematica egipcia, escrito hacia el 1700 aEC vy
constituye actualmente la principal fuente de conocimientos acerca de cémo contaban, calculaban y
median los egipcios. Fue compuesto por un escriba llamado A’h—-mosé en tiempos del rey hicso
Ekenenre Apopi, que rein6 aproximadamente entre 1788 y 1580 aEC, quien lo copi¢ "fielmente"
segun se lee al comienzo del texto. El papiro de Rhind no es un tratado sino una coleccion de
ejercicios matematicos y ejemplos practicos. Esta escrito en hieratico (forma cursiva del jeroglifico) y
contiene unos 85 problemas. Muestra el uso de fracciones, la resolucion de ecuaciones simples y de
progresiones, la medicidon de areas de triangulos, trapezoides y rectangulos, el calculo de volimenes
de cilindros y prismas, y por supuesto la superficie del circulo.



En general, en estos textos se inicia con una exposicion del problema matematico
que se trata de resolver, y los datos se presentan como cifras concretas y no como
variables abstractas. A continuacion se expone la forma de solucionarlo; cada nuevo
paso se basa en el resultado de un paso anterior o bien en uno de los datos
facilitados al principio. No se recurre a ningun argumento para justificar el
procedimiento ni se da la menor explicaciéon de la formula empleada. Tal y como
ocurre con muchos libros de texto actuales, los problemas figuran por colecciones vy,
al parecer, el alumno quedaba asi capacitado para resolver cualquier otro problema
del mismo tipo que pudiera presentarsele.

J. Ritter ha sefalado que ‘[...IJa finalidad principal de los ejercicios matematicos
escolares era familiarizar al futuro escriba con las técnicas matematicas para
resolver problemas. El objetivo que se trataba de alcanzar era la instruccién técnica
y no la aplicacion directa, motivo por el que muchos de los problemas
aparentemente ‘practicos’ que figuraban en estos textos tenian que ver muy poco
con la vida real. [...] La finalidad pedagdgica de estos ejercicios salta a la vista.”® Un
ejemplo de este surrealismo matematico se aprecia el siguiente problema: “Tres
veces me reduzco yo, un tercio de mi, un quinto de mi se me anade; estoy completo.
¢, Cual es el numero que habla?”

Segun A. H. Schoenfeld, el filésofo griego Sécrates fue capaz de aislar la nocion
“resolver problemas” para someterla a estudios. Este hecho resulta sumamente
notable para su época, tratdndose del siglo V aEC. Si bien es cierto que este sabio
negaba la cognoscibilidad del mundo fisico y absolutizaba el hecho de que el
hombre solo puede conocerse a si mismo, hay que destacar en él ciertas
reminiscencias metacognitivas.

Desde el idealismo socratico, resolver problemas era una cuestiéon de “recordar”.
Esta doctrina no puede juzgarse por su obra, pues nunca escribié nada, sino por el
didlogo “Mendn o de la Virtud” de su discipulo Platén.® En este didlogo, Sdcrates
ocupa a un esclavo de Menon en la solucidon de un problema geométrico. Realizando
una serie de preguntas capciosaszy haciendo correcciones muy sutiles, lo conduce a
probar que en la siguiente figura a“ = 8, cuando c = 2.

He aqui un pasaje del Dialogo:

SOCRATES. — Dime, joven: ;Sabes que esto es un cuadrado?®

ESCLAVO. — Si.

SOCRATES. — El espacio cuadrado, ;no es aquel que tiene iguales las cuatro
lineas que vez?

ESCLAVO. — Seguramente.

SOCRATES. — ;No tienes también estas otras lineas, tiradas por medio, iguales?

ESCLAVO. — Si.

® Ritter, J. (1989) Las fuentes del nimero. E/ Correo de la UNESCO, Noviembre, p. 16 (sin italicas).

” Schoenfeld, A. H. (1987) A brief and biased history of problem solving, p. 28. In: F. R. Curcio (Ed.)
Teaching and Learning: A problem Solving Focus. Reston, VA: NCTM.

® Su nombre original era Aristocles. Recibi6 este apodo (Plato) por el significado del mismo en griego:
“el de anchas espaldas”.

® Socrates le hace ver un cuadrado que ha trazado sobre la arena; esto es PQRS en la figura 1.



SOCRATES. — ;No puede haber un espacio semejante mas grande o mas
pequeio?

ESCLAVO. — Sin duda.

SOCRATES. — Si este lado fuese de dos pies y este otro también de dos pies,
¢cuantos pies tendria el todo? Considéralo antes de esta manera. Si
este lado fuese de dos pies y éste de un pie sdélo, ¢no es cierto que el
espacio tendria una vez dos pies?

ESCLAVO. — Si, Socrates.
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Figura 1. Al comparar las areas de los cuadrados ABCD y PQRS se
revela que ¢? = 2a°

SOCRATES. — Pero como este otro lado es igualmente de dos pies, ;no tendra el
espacio dos veces dos?

ESCLAVO. — Si.

SOCRATES. — ;Luego el espacio tiene dos veces dos pies?

ESCLAVO. — Si.

SOCRATES. — ;Cuantos son dos veces dos pies? Dimelo después de haberlos
contado.

ESCLAVO. — Cuatro, Sécrates.

SOCRATES. — ;No podria formarse un espacio doble que éste y del todo
semejante, teniendo como él todas sus lineas iguales?

ESCLAVO. — Si.

SOCRATES. — ; Cuantos pies tendria?

ESCLAVO. — Ocho.

SOCRATES. — Vamos; procura decirme cual es la longitud de cada linea de este
otro cuadrado. Las de éste son de dos pies. ¢Dime cuantos seran las
del cuadro doble?

ESCLAVO. — Es evidente, Socrates, que seran dobles.

SOCRATES. — Ya ves, Menén, que yo no le ensefio nada de todo esto, y que no
hago mas que interrogarle. El imagina ahora saber cudl es la linea con
que debe formarse el espacio de ocho pies. ¢No te parece asi?



MENON. — Si. ™

Como se puede observar, por su ftrivialidad, los “impulsos” de Sbcrates
desaprovechan las verdaderas potencialidades del pensamiento del esclavo. Asi,
cada pregunta presupone una respuesta inmediata. El intervalo que implica un
razonamiento pasa desapercibido. Es notable que si bien el binomio Socrates—
Esclavo simula una relacion estimulo-respuesta, de manera implicita, algo similar
pasa con Socrates—Menon (véase la ultima pregunta y la ultima respuesta).

Hay que destacar que Platén es fundador del idealismo objetivo. A diferencia de su
maestro, suponia que no es posible obtener conocimiento de las cosas ni de los
fendbmenos sensoriales, sino tan solo formarse una “opinién” probable. Para él la
fuente del conocimiento esta en los recuerdos del alma inmortal del hombre antes de
instalarse en el cuerpo mortal, por esto resalta la manera en que Sdcrates “extrae”
de la mente del esclavo un conocimiento eterno e inmutable.

En la obra de Platén no solo afloran tempranas meditaciones psicolégicas como “la
aptitud es una feliz disposicion del alma para aprender rapidamente” y “la reflexion
es la meditacion laboriosa y en el silencio”, sino también ideas referidas al
aprendizaje como “el arte de ensenar es el arte de dar educacion” y “la educacion es
la cultura del alma”."" Todo esto muestra cuan grandioso llegdé a ser el mundo
griego, aun cuando estos analisis no llegaron a ser abordados “a lo Demacrito”.

La influencia de esta época llega hasta hoy de muchas maneras. Por solo poner un
ejemplo, cuando Platén creé su “Academia”,’® colocd un cartel en la entrada que
advertia: “que no pase quien no sepa Geometria’. Por Geometria se entendia la
Matematica de estos tiempos, asi que aquél que quisiera entrar a la Academia para
aprender a filosofar debia saber antes Matematica. Nada mas similar a las pruebas
de ingreso a las universidades actuales. Como puede observarse, desde entonces,
dominar esta ciencia ha sido un indicador para medir el desarrollo del pensamiento.

Entre los mas destacados matematicos y pensadores de la antigledad, posteriores a
Platon, surgio el denominado ars invendi o “heuristica”. Tal era el nombre de una
ciencia bastante mal definida y que se relacionaba tan pronto con la légica, como
con la filosofia o la psicologia. Se exponia frecuentemente los métodos geométricos,
pero raras veces sus detalles, y tenia como objeto de estudio las reglas y métodos
del descubrimiento u invencion.” En el séptimo libro de sus Collectiones, el
matematico griego Pappus (~ s. lll aEC) trata un tema que llama d&vaAuduevog
(analyomenos) que, segun Polya™, puede traducirse como “tesoros del analisis” o

1% Platon (~ antes del 395 aEC/1946) Mendn o de la Virtud. Obras Completas de Platén, t. 2. Buenos
Aires: Ediciones Anaconda, pp. 224-225.

" Ibid. t. 4, p. 609, 614 y 616.

> Fundada por Platén en el afio 387 aEC, en un jardin publico de las afueras de Atenas cuyo
propietario Academo (habitante del Atica) habia donado al pueblo ateniense. Se considera a menudo
como la primera universidad europea. En este recinto Platon instruyd a sus seguidores (el mas
grande de los cuales fue Aristoteles) en Astronomia, Biologia, Matematica, Teoria Politica y Filosofia.
® Véase Polya, G. (1945/1957) How to Solve It: A New Aspect of Mathematical Method (p. 101). 2
Ed., Princeton University Press.

" Ibid., p. 133.



“arte de resolver problemas”. Un estudio profundo de las ideas de Pappus revela que
este término sirve de génesis para el concepto actual de “heuristica”. En este libro,
Pappus describe los métodos de resolucion de varios problemas geométricos, y se
refiere a formas regresivas y progresivas de razonar. Sin embargo, todo esto lo hace
implicitamente.™

Polya comenta como Pappus reconociéo en las obras de Euclides, Apolonio y
Aristaeus un uso sistematico de los métodos de analisis y sintesis. Particularmente,
destaca dos tipos de analisis; el primero es el analisis de los “problemas de
demostracién”, cuyo objeto es establecer teoremas como verdaderos; el otro es el
analisis de los “problemas por resolver”, cuyo objeto es determinar la incégnita.
Basicamente, en la metodologia de resolucion subyace la influencia del método
analitico de Platon. La aportacion de Pappus fue aplicar este ultimo a la resolucion
de problemas concretos, tanto matematicos como relacionados con la practica.

§ 1.2 Laobra cartesiana

Durante el Medioevo, el hito fundamental fue marcado por el filosofo, matematico y
fisico R. Descartes. Este genio francés fue el fundador del racionalismo, que se
formé como resultado de interpretar de manera unilateral el caracter logico del
conocimiento matematico. Dado que la naturaleza universal y necesaria de este
conocimiento le parecia a Descartes derivada de la naturaleza del intelecto mismo,
en el proceso de conocer asignd un papel extraordinario a la deduccion, basada en
axiomas plenamente fidedignos, alcanzables por via intuitiva. Para obtener el
conocimiento, él creia necesario ponerlo todo en duda, salvo la cognoscibilidad. Este
principio se manifiesta en su maxima cogito, ergo sum (pienso, luego existo).

En el ambito de la RP, la trascendencia mas especial se centra en dos de sus
principales tratados: Discours de la Méthode (Discurso del Método, publicado por
primera vez en Leyden, en 1637) y Regulee ad Directionem Ingenii (Reglas para la
Direccion del Espiritu, publicado post mortem en Obras Pdstumas, Amsterdam,
1701). En 1627 comenzé a redactar sus Reglas... en tres tomos, con una docena de
ellas cada uno; pero después de arribar a la mitad del segundo volumen, solo
alcanzo a poner el titulo de tres reglas mas, ya que la muerte vino a sorprenderlo en
febrero de 1650.

En esta obra el gran pensador explica a los “mortales corrientes” como ellos podrian
pensar como él, y como, siguiendo su método, podrian resolver problemas tal y
como él lo hizo. El origen de sus Reglas... queda descrito por él mismo al plantear:
“Cuando, en mi juventud, oi hablar de invenciones ingeniosas, trataba de saber si no
podria inventarlas yo mismo, sin incluso leer al autor, asi adverti que me conformaba

a ciertas reglas”.'® La utopia de su gran proyecto descansaba sobre un plan muy

'® Véase una traduccién del griego por P. V. Eecke: La Collection Mathématique (2 vols.). Paris:
Albert Blanchard, 1982.

'® Descartes, R. (1701/1971) Reglas para la direccion del espiritu. Obras de Renato Descartes.
Editorial de Ciencias Sociales, pp. 301-362.



simple, conformado por tres fases: (I) reducir cualquier problema algebraico a la
resolucion de una ecuacion simple; (ll) reducir cualquier problema matematico a un
problema algebraico; y fase (lll) reducir cualquier problema a un problema
matematico. En cada tomo se discutiria, respectivamente, cada fase de manera
detallada.

Como puede apreciarse, Descartes intentaba matematizar cualquier problema,
reduciéndolo paulatinamente a una ecuacién algebraica. Como ejemplos concretos
de la segunda fase, figuran el estudio de problemas geométricos en el dominio del
algebra (la Geometria Analitica creada por él), la reduccién de una ecuacién
diferencial mediante el uso de la transformada de Laplace, etcétera.

A continuacion se enuncian algunas reglas de manera sucinta.

Regla I: Dirigir el espiritu de manera que forme juicios solidos y verdaderos de todos
los objetos que se presentan: tal debe ser el fin del estudio.

Regla Ill: En el objeto que el estudio se propone hay que buscar lo que se pudiera
ver claramente, con evidencia, o con certeza.

Regla IV: Es necesario ser sistematico; el método'’ es necesario para descubrir la
verdad de la naturaleza.

Reglas V y VI: Descomponer los sistemas complejos en componentes simples,
dominar las partes simples, y reensamblar las partes comprensibles en un todo
comprensible.

Regla VII: Para complementar la ciencia, es preciso, por un movimiento continuo del
pensamiento, recorrer todos los objetos que se relacionan con el fin propuesto,
abrazandolos en una enumeracion suficiente y metddica.

Regla VIII: Si en la serie de casos a examinar, aparece alguno que no se entiende
bien, hay que abstenerse de examinar los siguientes porque el trabajo que se
empleara sera superfluo.

El primer libro culmina con las reglas IX-XIl, que ayudan a consolidar el
conocimiento. Enfatiza la necesidad de profundizar en las cuestiones mas simples,
en la importancia de la ejercitacion, en la busqueda de relaciones entre
proposiciones simples, y en el empleo 6ptimo de cuatro facultades: la inteligencia, la
imaginacion, los sentidos y la memoria. Respecto a las facultades empleadas en el
conocimiento, Descartes destaca que solo la inteligencia puede percibir la verdad,
pero no debe dejar de ayudarse del resto de las facultades sefaladas.

En el segundo libro se examinan cuestiones mas complicadas. He aqui las reglas
mas significativas (también de forma sucinta):

Regla Xlll: Cuando se comprende perfectamente una cuestién, es necesario
abstraerla de toda concepcidn superflua, reducirla a sus mas simples elementos y
subdividirlas en tantas partes como sea posible, por medio de la enumeracion.

7 Es preciso aclarar que para Descartes el método consiste en “aquellas reglas ciertas y faciles cuya
rigurosa observacion impide que se suponga como verdadero lo falso, y que [...] el espiritu llegue al
verdadero conocimiento de todas las cosas accesibles a la inteligencia humana. No suponer
verdadero lo que es falso y llegar al conocimiento de todas las cosas”. Ibid., p. 315.
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Regla XIV: La misma regla debe ser aplicada a la extension real de los cuerpos; y es
necesario representarla completa a la imaginacién por medio de figuras claras; de
este modo seria mucho mejor comprendido por la inteligencia.

Regla XV: Es de gran utilidad trazar figuras y representarlas a los sentidos externos,
a fin de conservar la atencion del espiritu.

Como podemos apreciar, estas reglas son muy adecuadas para emprender la
solucidon de un problema. En el primer caso se incita a descomponer el problema en
otros mas sencillos, en el resto se sugiere la construccion de una figura de analisis.
Las reglas restantes se refieren al trabajo con el tecnicismo algebraico.®

Por otra parte, su primera obra publicada, El Discurso del Método, no es mas que
una vuelta a las ideas basicas plasmadas en sus Reglas.... Comienza narrando
donde, cuando y como arribé a sus ideas, para luego exponer de manera
concentrada (en cuatro preceptos) su método. Ademas, destaca la existencia
exclusiva de las “actas del entendimiento” por medio de las cuales es posible llegar
al conocimiento de todas las cosas: la intuicidén y la deduccion. Lo expuesto hasta
aqui constituye, por lo menos, la génesis de lo que Schoenfeld llama “heuristica
moderna”. Ya en estos tiempos Descartes se habia preocupado, incluso, por el
concepto de “problema”, pero esto se vera mas adelante.®

8§ 1.3 Los aportes de otros grandes mateméaticos

La Matematica es una ciencia cuyas aportaciones nunca pierden valor, en la medida
que pasan los afos. Todos sus hallazgos constituyen una fuente inagotable de
conocimientos, y sirven de soporte para los trabajos de innumerables cientificos,
generacion tras generacion. Los conceptos se enriquecen, los teoremas se
generalizan, surgen nuevas ramas y objetos de investigacion. En todos los casos,
los nuevos matematicos parten del legado de sus predecesores. Como muestra de
ello, en 1676, |I. Newton (1642-1727) envidé una carta a R. Hooke (1635-1703),
donde escribio el célebre aforismo: “si he logrado ver mas lejos, ha sido porque he
subido a hombros de gigantes”.?* Muchos de estos gigantes fueron capaces de

'® éase Ibid., pp. 355-362.
¥ Un estudio exhaustivo de la filosofia del pensamiento cartesiano puede verse en Liatker, Ya.
gg 975/1990) Descartes. La Habana: Ciencias Sociales.

Esta frase es una de las mas famosas citas de Newton; sin embargo, es muy probable que él no
sea el autor. De hecho, antes la frase ya estaba en circulacion y solia ser atribuida a San
Buenaventura, un filésofo escolastico del siglo Xlll. Pero Buenaventura tampoco era original, porque
un siglo antes ya habian usado la frase Bernardo de Chartres y Pedro de Blois. Al parecer el primero
en hacerlo habia sido Lucano, el poeta latino que en el siglo | habia escrito en su “Bellum Civile” que
“los pigmeos que pueden erguirse sobre la espalda de los gigantes, alcanzan a ver mas lejos que
ellos”. En tiempos de Newton, Lucano habia sido traducido al inglés por Marlowe. Sin embargo,
algunos piensan que Newton sacé la referencia del libro “La Anatomia de la Melancolia”, de Robert
Burton, considerado el primer libro sobre psicologia moderna. Este libro esta lleno de parrafos
brillantes y, entre sus citas, figura la siguiente: “Un enano parado sobre los hombros de un gigante
vera mas alla que el gigante mismo”.
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escribir obras de incalculable valor para las nuevas generaciones; inclusive de
caracter pedagogico.

Probablemente, el matematico mas antiguo que escribié para la posteridad sus ideas
sobre como resolver problemas, fue el genio siracusano Arquimedes (~ 287-212
aEC?"). El consigné por escrito sus tratados mas importantes durante los UGltimos
anos de su vida, antes de ser asesinado por un soldado romano, durante la toma de
Siracusa por las tropas del general Marcelo. En su obra E/ Método de los Teoremas
Mecanicos, reveld como habia obtenido varios de sus resultados, incluyendo la
determinacién del area de un segmento parabdlico, el area y volumen de una esfera,
y el volumen de un elipsoide.

Esta obra extraordinaria se creia perdida, pero el 27 de octubre de 1998 el diario
New York Times reporté la subasta de un palimpsesto del siglo XIlI, el cual contenia
varios trabajos de Arquimedes, incluyendo su “Método”. Un palimpsesto (del griego
palin, “otra vez”, y psao, “raspar’) es un manuscrito antiguo que ha sido raspado
para escribir nuevamente sobre él, lo cual fue una practica comun antes de la
invencion del papel. En este caso se trataba de un viejo compendio de obras de
Arquimedes, escrito en el Bizancio del siglo X. Tres siglos después, algun monje
raspo esta “obra pagana” para escribir textos liturgicos, pero afortunadamente
quedaron huellas de la antigua escritura en griego. Asi pasé desapercibido durante
unos 600 anos, hasta que en 1906 el fildlogo danés J. L. Heiberg, de la Universidad
de Copenhague, lo encontré por referencias en la biblioteca de la Iglesia del Santo
Sepulcro en Constantinopla (actual Estambul). Fotografié varias de sus paginas y
luego, haciendo uso de una lupa, publicé su hallazgo en 1913. Mas tarde, después
de la guerra turco—griega de 1922, el libro fue a parar a manos de una familia
francesa, hasta que reaparecié en la mencionada subasta. Alli fue adquirido por un
coleccionista privado en alrededor de 1.2 millones de délares.??

La lectura del “Método” en este palimpsesto revela dos caracteristicas esenciales del
pensamiento arquimedeano:

a) La combinacion de consideraciones provenientes de la Matematica Pura y de la
Fisica. Colocando segmentos y secciones de objetos geométricos sobre una

! Dando crédito a Tzetzes, un poligrafo bizantino del siglo XII que afirmé que Arquimedes “trabajé en
geometria hasta edad avanzada viviendo 75 afios” (Quiliades, 2, historia xxxv), puede ubicarse su
nacimiento hacia el afio 287 aEC.

2 Este pequefio libro de 18x15 cm contiene 174 paginas de piel de oveja, encuadernadas con tapas
de madera. El coleccionista (hasta ahora desconocido) se lo presté al Walters Art Museum, con sede
en Baltimore, para que ahi se realizaran las tareas de conservacion y analisis necesarias, a fin de
ofrecer al mundo el contenido del documento. Abigail Quandt, conservadora de manuscritos y libros
raros de dicho museo, ha sefialado que “el pergamino esta perforado en las partes donde entraron
hongos y se comieron el colageno; en estas areas el texto de Arquimedes desaparecié por completo”.
Sin embargo, el Instituto Tecnolégico de Rochester y la Universidad Johns Hopking, aplicando
distintas técnicas (obtenciéon de imagenes multiespectrales, fluorescencia hiperespectral, microscopia
confocal, etcétera), lograron recuperar alrededor del 80 % del texto. En 2003, un fisico de la
Universidad de Stanford, U. Bergmann, propuso emplear un acelerador de particulas para producir
rayos—X sincrotronicos y asi poder ver detras de las ilustraciones. Se espera concluir la restauracion
hacia el 2008, con una version en DVD de las obras de Arquimedes. Solo entonces volvera el
palimpsesto a manos de su anénimo comprador.
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balanza, Arquimedes se las ingenié para medir areas y volumenes. En otras
palabras, sus descubrimientos geométricos fueron hechos bajo un razonamiento
fisico—experimental.

b) La capacidad de ejecutar sumas infinitas. Por ejemplo, él tomé una esfera y
calculé su volumen como la suma infinita de los circulos que la componen. Al
sumar infinitamente y obtener un valor finito, Arquimedes se adelant6 dos
milenios, anticipando lo que seria el concepto de limite y el Calculo
Infinitesimal.?®

A continuaciéon se reproduce un fragmento del epigrafe Sobre la esfera y el cilindro
(El Método..., |, Corolario 34). Se trata de una especie de realismo matematico,
respecto a las propiedades inmanentes de los objetos geométricos: “Estas
propiedades ya eran inherentes por naturaleza a tales figuras, pero las ignoraban
quienes se habian dedicado antes que nosotros a la Geometria, porque nadie habia
reparado en la simetria que hay entre estas figuras”.?* El uso sistematico de esta
“simetria”, junto a la combinacion de razonamientos fisico-matematicos con sumas
infinitas, constituye la esencia heuristica de su “Método”. Arquimedes queria dejar
por escrito estas ensefanzas, lo cual constituye un rara avis para un matematico de
su tiempo. He aqui el fragmento:?®

Proposicién:
“Es posible investigar por el método [mecanico] las proposiciones siguientes:

a) Cualquier esfera es, respecto al solido contenido, cuatro veces el cono con base
igual al mayor de sus circulos, y altura igual a su radio.

b) El cilindro con base igual al mayor circulo de la esfera, y altura igual al diametro,
es una y media veces la esfera.”

Demostracion:

(a) Sea ABCD el mayor circulo de la esfera, AC y BD diametros perpendiculares
entre si (véase la figura 2). Considérese el circulo de diametro BD, en el plano
perpendicular a AC. Sobre este circulo, tomado como base, sea el cono descrito con
vértice A. La superficie de este cono es cortada por un plano paralelo a su base, a
través de C. Su seccidn sera un circulo de diametro EF. Sobre este ultimo circulo,
tomado como base, considérese el cilindro de altura y eje AC, donde H es un punto
de dicho eje, tal que AH = CA.

Considérese CH como la barra de una balanza, donde A es el punto medio.
Trazando cualquier linea recta MN en el plano del circulo ABCD vy paralela a BD,

% \éase Castro, |. y Hernandez, J. (2004) Primeros antecedentes sobre lo infinitamente pequefio.
Universitas Scientiarum, 9 (1), 13-22. Pontificia Universidad Javeriana. http://www.javeriana.edu.co/
ciencias/universitas/vol9n1/articulo%202.pdf. Cf Stewart, Ibid., pp. 79-80.

2 Prefacio de Commentarii in libros de sphaera et cylindro en Heiberg, J. L. & Stamatis, E. (1915/
reprint 1972) Archimedis opera omnia cum commentariis Eutocii. Vol 3. Leipzig: Teubner, pp. 2—224.
% E| lector puede encontrar otros ejemplos similares en Netz, R. (2000) The origins of mathematical
physics: new light on old question. Physics Today on the Web (http://aip.org/pt/june00/origins.htm).
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resulta que MN corta al circulo en O y P, al diametro AC en S, y a las rectas AE y AF
en Q y R, respectivamente. Considérese el plano perpendicular a AC, que corta el
cilindro en un circulo de diametro MN, la esfera en un circulo de diametro OP, y el
cono en un circulo de diametro QR. Ahora, ya que CA = MS y AS = SQ, resulta:

+H

E W C Y F

Figura 2. Un problema resuelto por Arquimedes aplicando su “Método”

MS-SQ = CA-AS
= AO®
=08% + AS?
= 0S* + SQ”.

Y como HA = CA, se obtiene:

HA: AS=CA:AS
=MS: SQ
=MS’: (MS-SQ)
= MS?: (OS? + SQ?), de lo anterior,
= MN?: (OP? + QR?)

= (circulo de diametro MN) : (circulo de diametro
OP + circulo de diametro QR).

Esto es:

HA : AS = (circulo en el cilindro) : (circulo en la esfera + circulo en el cono).
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Por tanto, el circulo en el cilindro, ubicado donde esta, esta en equilibrio respecto al
punto A, con el circulo en la esfera junto al circulo en el cono, si los centros de
gravedad de estos ultimos son trasladados hacia H. De manera similar, esto ocurrira
para cualquiera de las tres secciones en que un plano perpendicular a AC corta las
tres figuras.

Trabajando de igual manera con todos los conjuntos de tres circulos, en los cuales
los planos perpendiculares a AC cortan el cilindro, la esfera y el cono, se sigue que
el cilindro, en el lugar donde esta, estara en equilibrio respecto al punto A con la
esfera y el cono juntos, si los centros de gravedad de estos ultimos se trasladan
hacia H. Por tanto, en virtud de que K es el centro de gravedad del cilindro:

HK : AK = (cilindro) : (esfera + cono AEF).
Pero HA = 2AK. Por tanto,
cilindro = 2(esfera + cono AEF).
Sabiendo que:
cilindro = 3(cono AEF), Euclides XIlI, 10,

resulta que:

cono AEF = 2(esfera).
Ahora, en vista de que EF = 2BD,

cono AEF = 8(cono ABD);

por tanto,

esfera = 4(cono ABD).

(b) Trazando ahora VBW y XDY, paralelas a AC, es posible imaginar un cilindro de
eje AC, con circulos bases de diametros VX y WY, respectivamente. Por tanto,

cilindro VY = 2(cilindro VD)
= 6(cono ABD), Euclides XIlI, 10,
= 174 (esfera), de la relacién anterior.
QED.?®

Basandose en este resultado, Arquimedes dedujo que el area de la superficie de
una esfera, equivale al cuadruplo de la de su mayor circulo. Ademas, partiendo del
hecho de que un circulo tiene la misma area que un triangulo, cuya base y altura

% QED es la abreviatura de la locucion latina quod erat demonstrandum (literalmente, “como queda
demostrado”). Arquimedes y Euclides utilizaban esta frase sistematicamente al culminar sus
demostraciones, pero en griego: Omrep £del defai (hoper édei deixai). Arquimedes consideraba la
relacion entre la esfera y el cilindro su mayor logro, y le encargd a sus deudos que una representacion
del mismo fuese erigida sobre su tumba (Cicerdén, Tusculanae Disputationes, V, xxiii; y Plutarco,
Marcelo, xvii). A modo de desagravio, el general Marcelo ordend la construccion de un cilindro y una
esfera sobre la tumba de Arquimedes. La tumba fue descubierta 137 afios después por Cicerén en la
isla de Sicilia. La reconocié precisamente por la esfera y el cilindro. El monumento ya se ha perdido
para la historia.
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equivalen en longitud al perimetro y al radio, respectivamente, dedujo que una
esfera tiene el mismo volumen que un cono, cuya base y altura equivalen a la
superficie y al radio, respectivamente.?’

Como puede observarse, el “Método” pone de relieve la forma en que a Arquimedes
se le ocurrian sus ideas. Como la mayoria de los matematicos, obtenia primero una
serie de resultados utilizando procedimientos totalmente faltos de rigor, y luego los
pulia mediante una demostracién adecuada. La costumbre de redactar las obras
cientificas bien acabadas, ha privado a generaciones de investigadores de conocer
la génesis de las ideas de sus predecesores.

R. Netz, un estudioso de la Universidad de Stanford, defiende la naturaleza
heuristica de esta parte de la obra arquimedeana. Segun él, una prueba de este
caracter heuristico reside en el hecho de que los diagramas que figuran en el
palimpsesto tampoco son lo suficientemente rigurosa. Por ejemplo, dibujar un arco
de circunferencia para ilustrar una parabola.?® Los métodos heuristicos expuestos
por Arquimedes permitian intuir la respuesta de muchos problemas (como el caso de
rebanar sélidos en una cantidad infinita de porciones de espesor infinitesimal y
suspenderlos de los brazos de una balanza imaginaria), de manera que resultaba
mas facil una resolucion rigurosa ulterior.

Durante muchos siglos, después de la caida del Imperio Romano en el afio 476, la
ensenanza de las ciencias no fue un asunto esencial. El escaso conocimiento que se
habia rescatado de las culturas griega y romana, estuvieron asociados a la Iglesia
Catolica y, sobre todo, a las necesidades que ella tenia (como, por ejemplo, en los
servicios religiosos y en la lectura de libros sagrados). Debe decirse que en toda
esta época no habia mucha matematica disponible, aunque en el curriculo educativo
(para las pocas escuelas que habia) se le dio cierto énfasis a la Matematica. El
modelo educativo estaba formado por lo que se llama el cuadrivium vy el trivium. El
primero estaba constituido por Aritmética, Musica, Geometria y Astronomia; mientras
que el segundo estaba integrado por Retérica, Gramatica y Dialéctica. El cuadrivium
es una prueba de la influencia griega, pues se corresponde con la concepcion de la
Matematica por parte de Pitagoras y la escuela pitagodrica, los cuales distinguian
cuatro ramas: dos discretas, que son la Aritmética (absoluta) y la Musica (relativa); y
dos continuas, que la Geometria (estatica) y la Astronomia (dinamica).?

La razén fundamental del bajo nivel cientifico era la ausencia de factores que
estimularan el desarrollo del conocimiento. Para la Iglesia de esos tiempos, la fuente
de la verdad sélo se encontraban en la revelacién divina, y los estudios tenian que
orientarse hacia la lectura y analisis de los textos sagrados, donde se suponia se
encontraban la verdad y el conocimiento. En ese sentido, los métodos empiricos o
experimentales estaban practicamente excluidos para la investigacion del mundo

" Véase Heath, T. L. (1953) The Works of Archimedes with the Method of Archimedes. New York:
Dover Publications.

% Netz, 2000, op. cit.

# Tres de estas ramas siguen constituyendo las fuentes del progreso matematico actual, a las cuales
se anade la nocion de probabilidad. De esta manera, en la actualidad existen al menos cinco fuentes
distintas de conceptos matematicos: el niumero, la forma, el modo de ordenar, el movimiento y el azar.
Véase Stewart, op. cit., pp. 14—15.
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circundante. Como los temas principales de reflexiéon y analisis eran el pecado, el
temor al infierno, la salvacion o cdmo ascender al cielo, el estudio del mundo fisico
real no solo se consideraba fuera de los fines de la educacién y el conocimiento por
parte de la Iglesia, sino que, muchas veces, era considerado algo estéril y, en
ocasiones, hasta herético.

Alrededor del siglo Xll, el mundo medieval comenzé a estremecerse por el
descubrimiento de las grandes contribuciones de la Antigua Grecia en ciencias, artes
y literatura. Fue a través del comercio y los viajes que hicieron contacto con obras
que habian sido conservadas, traducidas e incluso ampliadas por los arabes. Los
intelectuales y religiosos de la época retomaron estos trabajos, estableciendo una
unidad entre el pensamiento aristotélico y las doctrinas del catolicismo; asi crearon lo
que se conoce por “Escolastica”. A pesar de ello, no pusieron sus énfasis en los
aspectos naturalistas o mas relacionados con la indagacién empirica, sino en los
aspectos mas metafisicos: en la loégica y en las premisas cosmologicas que menos
entraban en contradiccién con los dogmas establecidos.*® Por eso, a pesar de que
se lograron algunos resultados matematicos de interés, éstos no fueron de gran
trascendencia. La situacion sélo cambiaria bajo la accidon de importantes
transformaciones sociales, culturales y politicas que se suelen asociar con los
términos del “Renacimiento”.

El fin de la Edad Media, abriendo paso al Renacimiento, suele ubicarse en el afno
1453, después de la caida de Constantinopla en manos turcas. El Renacimiento fue
un periodo en el que el estudio de la Matematica y los clasicos alcanz6é un gran
esplendor. A partir del siglo XV, en las universidades de Europa se comenzd a
ensefar el conocimiento practico, ademas del tedrico que venia ensefiandose desde
dos siglos atras. En particular, empezé a ensenarse lo que entonces se llamé
"matematica comercial". Los jévenes que deseaban convertirse en mercaderes o
comerciantes tenian la oportunidad de formarse en la practica, como ayudantes y
aprendices de mercaderes reconocidos en su ciudad, esto es sin tener que asistir a
la universidad.

El desarrollo mercantil en Europa a partir del siglo XV fue tan importante, que los
mercaderes se vieron en la necesidad de estudiar técnicas matematicas que les
permitieran perfeccionar su trabajo. Ademas, ellos mismos empezaron a ensefar a
sus hijos y ayudantes estas técnicas. Muy pronto la Matematica se convirtié en una
parte inseparable del comercio. Esta situacion fue desarrollandose de tal modo, que
para el siglo XVI los jovenes que aspiraban a ser comerciantes aprendian, con
mucha precision y velocidad, las operaciones aritméticas que se necesitaban para el
comercio de aquella época. Para favorecer esta sed de calculo, alrededor de 1545
G. Cardano escribion su Artis Magnae, una obra muy elogiada que resume el
algebra del Renacimiento.”’

Durante el Renacimiento Italia era uno de los mejores lugares para aprender
matematica comercial, pues los matematicos italianos fueron los primeros en
publicar diversos libros y tratados de Aritmética, fundamentales para el desarrollo del

* De aqui la génesis del palimpsesto de Arquimedes, tal y como se comenté anteriormente.
*" Parte de los resultados fueron birlados a otros autores como Niccold Fontana (Tartaglia). En todos
los casos con los debidos agradecimientos, pero sin su permiso.
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comercio y herramientas indispensables para los mercaderes y comerciantes de la
época. Estos libros, llamados "Aritméticas", contenian toda la teoria matematica que
los mercaderes necesitaban: en ellos se podia aprender a sumar, restar, multiplicar y
dividir; también se explicaban problemas aplicando la regla de tres y ecuaciones de
primer grado. Pero ademas de teoria, todas las "Aritméticas" contenian también
datos muy concretos sobre precios y distribucion de productos como, el azafran, la
pimienta, la canela, el trigo, la plata, la lana, la cera y el algodén. Las condiciones
estaban creadas para un esplendoroso siglo XVII.

Durante el fragor del desarrollo cientifico del siglo XVII, vivié el eminente matematico
y filosofo G. W. Leibniz (1646—-1716). Este connotado cientifico, creador junto con
Newton del “Caélculo Infinitesimal”, constituyé uno de los fundadores de la dialéctica
idealista alemana. Leibniz era partidario del racionalismo idealista y orientaba la
teoria del conocimiento contra el sensualismo y el empirismo, al negar que la
experiencia sensorial constituya la fuente de la universalidad y necesidad del saber;
él afirmaba que sélo el entendimiento puede ser dicha fuente.

Desde sus primeros trabajos, Leibniz manifiesté interés por la Matematica y sus
aplicaciones. Su primera obra Dissertatio de Arte Combinatoria,** editada en 16686,
aparece como consecuencia de sus estudios en la universidad de Leipzig. En ese
escrito se encuentra buena parte de sus ideas fundamentales sobre combinatoria, y
algunas de sus reglas basicas o método de investigacion cientifica, que él llamo el
“‘Arte de Inventar”. Alli propuso el desarrollo de un método sugerido por R. Lull y
algunos matematicos vy fildsofos modernos.

Este método consistia, antes que todo, en el analisis de términos complejos en
funcién de términos simples, resolviendo un término dado en sus partes formales
para poder definirlo. Después deberian resolverse esas partes en sus propias partes,
a través de la asignacion de definiciones a los términos de la primera definicion,
hasta llegar a las partes simples o términos indefinibles. Estos términos simples
corresponderian a las operaciones basicas que han de realizarse y que estarian
contenidos en los subproblemas originados tras las sucesivas divisiones. El segundo
paso consistiria en representar esos términos indefinibles, utilizando simbolos
matematicos. Solo entonces se encontraria el modo adecuado de "combinar" dichos
simbolos. Leibniz pensaba que éste seria el proceso para formar una légica
deductiva del descubrimiento, que serviria no solamente para demostrar verdades ya
conocidas, sino también para descubrir verdades nuevas. Nada mas cercano del
pensamiento cartesiano.

Por otra parte, también se conoce que Leibniz tratdé de construir un calculo logico
aritmetizado, en forma de una maquina calculadora. De esta manera esperaba poder
determinar, mediante el calculo y conforme a las reglas formuladas, qué es verdad y
qué es falsedad (sin recurrir, por supuesto, a la practica); pero no paso6 de ser una
quimera esa nocion de Leibniz, sobre la suplantacién completa del pensamiento
humano por una maquina calculadora.®

%2 | eibniz, G. W. (1966/1992) Disertacion acerca del arte combinatorio. Traduccion de M. Correia,
Santiago de Chile: Ediciones Universidad Catodlica de Chile.
%% Véase Guétmanova, A. (1989) Légica. Moscu: Progreso. Cf. p. 115y pp. 281—284.
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A la altura del siglo XVIII, un papel trascendental correspondi6 al matematico suizo—
ruso L. Euler (1707-1783). Este eminente cientifico no llegdé a plantear
explicitamente, como Descartes, un conjunto de reglas para abordar los problemas;
ni siquiera, como Leibniz, se propuso hacerlo. El mérito fundamental radica en la
educacion heuristica manifestada en su praxis pedagogica. Segun testimonios del
marqués de Condorcet (M. J. A. N. de Caritat, 1743—-1794): “[Euler] preferia instruir a
sus alumnos con la pequefia satisfaccion de sorprenderlos; él nunca creyd haber
hecho suficiente por la ciencia si no hubiese afadido a los descubrimientos la

integra exposicion de la simplicidad de la idea que le llevé a ellos”.>*

En la obra euleriana, los descubrimientos por analogias ocupan un lugar sumamente
destacado. He aqui un ejemplo clasico: J. Bernoulli (1654—-1705) descubrié la suma
de varias series infinitas, pero fracasé con la suma de los reciprocos de los
cuadrados: 1+ 1/4 + 1/9 + 1/25 + ... El problema interesé a Euler, quien después de
varios intentos, encontré el valor exacto. La analogia le habia conducido al
establecimiento de una conjetura. Asi, tras considerar la ecuacion senx = x — x°/3! +
x°/5! —x"/7! + ... = 0, él dice que, como el miembro izquierdo es de “grado infinito”, no
es extrafa la presencia de una infinidad de raices: 0, +n, +2r, +3x, ... (ya que el
seno se anula, exclusivamente, cuando toma por argumento los multiplos enteros de
nt). A continuacion, descarta la raiz nula y divide ambos miembros por x (factor lineal
correspondiente a dicha raiz), obteniendo 1 — x%/ 3! + x*5! — x%7! + ... = 0, con
raices +m, ¥2n, +3x, ... Luego concluye, por analogia respecto a la factorizacion de
polinomios, que 1 —x?%/ 3! + x*/5! = x¥/7! + ... = (1 = X*In®)(1 = X*/4n?)(1 — X*/97?). ..

Eliminando paréntesis y comparando coeficientes obtiene 1/2:3 = 1/a® + 1/4n® +
1/97° + ... de donde resulta la solucién correspondiente al problema de Bernoulli:

26=1+1/4+1/9+1/25+ ...

Este y otros ejemplos aportados por Euler, no dejan duda alguna respecto a la
potencialidad de los razonamientos por analogia. Sin embargo, en la logica formal, el
método anterior constituye una falacia indebida, pues se aplicd una regla a un caso
para el cual no estaba demostrada (una regla para las ecuaciones algebraicas a una
ecuacion no algebraica).

Desde el punto de vista l6gico, el paso de Euler no estaba justificado; no obstante, la
analogia lo justificaba. Las razones para confiar en su descubrimiento no son
demostrativas, pues él no analiza retrospectivamente los fundamentos de su
conjetura, examinando tan solo las consecuencias. Ulteriormente, esta metodologia
recibié el nombre de “induccién euleriana”, y contribuyd a la solucion de multiples
problemas.

Otro matematico notable que, sin aportar ningun procedimiento o regla heuristica en
particular, si se propuso recopilar y divulgar los modos de actuacion de los “hombres
de talento”, fue B. Bolzano (1781-1848). En el libro Wissenschaftslebre, este
cientifico checo expresa sus intenciones de asentar las reglas y los caminos

3 History of the Royal Academy of Sciences 1783, Paris 1786, pp 37-68. Una version en inglés
aparece disponible en http://www.math.dartmouth.edu/~euler/historica/condorcet.html.
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seguidos por los matematicos tras cada descubrimiento. Con suma modestia,
Bolzano esperaba que su empresa tuviera aplicacion mas tarde. Por su parte, N. I.
Lobachevski (1792-1856), reflej6 su marcada tendencia progresista en el libro
Instrucciones para los Maestros de Matematica de los Gimnasios. En efecto, en esta
obra que data de 1830, el insigne matematico destaca la necesidad de “ayudas
visuales” en la educacion, asi como la importancia de tomar en consideracion las
peculiaridades de la edad de los estudiantes.

No todos los grandes matematicos escribieron sus memorias sobre la forma en que
arribaban a sus ideas; un ejemplo de ello fue K. F. Gauss (1777-1855). Segun él,
cuando se ha terminado de construir un edificio, no debe dejarse a la vista el
andamiaje. Por este motivo, C. G. J. Jacobi (1804—-1851) comparaba a Gauss con un
zorro, (“el zorro de las matematicas”), porque iba borrando con su cola las huellas
que dejaba en la arena. Un caso similar ya habia ocurrido con Newton afios atras.
En su Philosophiae naturalis principia mathematica, no queda ningun vestigio sobre
coémo llegd a sus resultados. Estos aparecen expuestos al estilo geométrico clasico.
Newton se aseguré de que su arma (el Calculo) permaneciera oculta; probablemente
para que sus métodos resultaran mas familiares a sus contemporaneos, para evitar
controversias, o quizas por su profunda admiracién por la geometria clasica griega.

En una época mas cercana, a principios del siglo XX, un grupo de matematicos
influyé notablemente en la DM, y muy especialmente en los métodos para ensefar a
resolver problemas. Se trata del grupo Bourbaki, conformado por A. Weil, J.
Delsarte, S. Mandelbrojt, P. Dubreil, J. Dieudonné, R. de Possel, H. Cartan, C.
Chevalley y J. Leray. Ellos enarbolaron el lema “Abajo Euclides”, en el sentido de
formalizar la Matematica. La obra enciclopédica que llevaron a cabo cald
profundamente en los curriculos de mediados del siglo pasado, tal y como se vera
mas adelante.

La conformacion de este controvertido grupo ocurri6 en una época dificil. Asi
comenta en una entrevista H. Cartan (n. 1904), el ultimo de sus sobrevivientes:
“‘Después de la | Guerra Mundial no habia muchos cientificos (quiero decir buenos
cientificos) en Francia porque la mayoria habia muerto. Eramos la primera
generacion después de la guerra. Después de nosotros habia un gran vacio y era
necesario renovarlo todo. Algunos de mis amigos se fueron al extranjero,
fundamentalmente a Alemania, a fin de ver qué se hacia alli. Alli fue el debut de una
Matematica renovada. Esta renovacion se debié a gente como Weil, Chevalley, [...].
Las mismas personas, respondiendo a la iniciativa de Weil, se reunieron para formar
el grupo Bourbaki. En este grupo he aprendido mucho. Casi todo lo que sé de

Matematica lo he aprendido con y en el seno del grupo Bourbaki”.**

% Allyn, J. (2000) Un entretien avec Henri Cartan. Gazette des Mathématiciens, 84, p. 8. Nicolas
Bourbaki fue el nombre elegido como pseuddnimo por un grupo de matematicos franceses en los
afos treinta del siglo pasado. Se trata de un misterio acompanado de leyendas. Una de las versiones
mas aceptadas es que adoptaron el apellido de un general francés de la guerra franco—prusiana:
Charles Denis Sauter Bourbaki, al que en 1862 le ofrecieron ser rey de Grecia. Se decia que en
Nancy (con cuya universidad estaban relacionados varios de estos matematicos) habia una estatua
suya.
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8 1.4 Primeras influencias de la psicologia

En la alborada del siglo XX surgieron los aportes de H. Poincaré, matematico francés
que se ocupd sobremanera de la metodologia general de la ciencia. Poincaré
consideraba que las leyes de la ciencia no pertenecen al mundo real, sino que
constituyen acuerdos convencionales para hacer mas comoda y util la descripcion de
los fendbmenos correspondientes. En su The Foundations of Science (1913),
Poincaré dedica un apartado al analisis de la creacion matematica. Esta seccién
recibié el titulo de Mathematical Creation®, y habia sido publicada originalmente en
L’Enseignement Mathématique (1908). A pesar de las limitaciones filosodficas de este
autor, lo mas plausible en esta obra es la distincion que hace respecto al acto
creativo. En efecto, sobre la base de su experiencia personal®’, destaca cuatro
fases:

a) Saturacién (actividad consciente que implica trabajar en el problema hasta donde
sea posible),

b) Incubacién (el subconsciente es el que trabaja),
c) Inspiracion (la idea surge repentinamente),
d) Verificacion (chequear la respuesta hasta asegurarse de su veracidad).

El germen de estas ideas subyace en las vivencias que experimentd con sus propios
descubrimientos. Particularmente, Poincaré narra como encontré la solucion de un
problema en el que habia estado muy enfrascado durante 15 dias. Habiendo salido
de Caen, durante una excursidén geoldgica, él comenta: “Los cambios del viaje me
hicieron olvidar mi trabajo matematico. Habiendo llegado a Coutances, abordamos
un dmnibus para ir a algun lugar. En el momento que puse el pie en el estribo me
vino la idea, sin que nada en mis pensamientos anteriores hubiese allanado el
camino [...]"*%. Mas adelante resalta: “Pudiera decirse que el trabajo consciente ha
sido mas fructifero porque ha sido interrumpido y el descanso le ha devuelto a la
mente su fuerza y frescura. Pero es mas probable que el descanso haya estado lleno
de trabajo inconsciente y que el resultado de este trabajo se haya revelado
posteriormente [...]".%°

A decir verdad, la historia recuerda muchas otras anécdotas que, en parte, coinciden
con lo anterior. Por ejemplo, el descubrimiento de la estructura anillada del benceno,
cuando F. A. Kekule sofid con una serpiente mordiéndose la cola (fase 2); y el
problema referido a la corona del rey Herén que condujo al eureka arquimedeano
(fase 3). Sin embargo, las ideas de Poincaré no devienen paradigmas para describir
el quehacer matematico, y mucho menos la actividad matematica en el contexto
escolar. En Materialismo y Empiriocritisismo, V. |. Lenin expresa: “La esencia de la
«original» teoria de Poincaré se reduce a la negacion [...] de la realidad objetiva y de

% Capitulo Ill, segunda parte, libro | (La Ciencia y el Cientifico). En: Poincaré, H. (1913/1982) The
foundations of Science, University Press of America, Inc., pp. 383—-394.

*" Ibid., pp. 387-388.

% jdem.

* Ibid., p. 389.
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las leyes objetivas de la naturaleza”.*® Efectivamente, no se trata de que la actividad
mental (particularmente el pensamiento creativo) carezca de procesos inconscientes,
sino de evitar reducirla a ellos.

Otra importante contribucién fue realizada por J. Hadamard (1865-1963) en su libro
An Essay on the Psychology of Invention in the Mathematical Field, publicado en
1945. Hadamard prosigue y profundiza el punto de vista de Poincaré, resaltando la
actividad consciente, la reflexion y el trabajo inconsciente. De manera similar, este
matematico propone un esquema algo mas exhaustivo para explicar el proceso de
creacion matematica. Sus fases eran las siguientes:

a) Documentacion (informarse, leer previamente, escuchar, discutir);

b) Preparacion (realizar un proceso de ensayo—error sobre diferentes vias e
hipotesis, considerando un cambio eventual de actividad en caso de no obtener
ningun progreso);

c) Incubacion (al cambiar de actividad, tal como hacia Einstein al tocar un violin, la
solucion se esta gestando en el subconsciente);

d) lluminacién (ocurre la idea repentina);
e) Verificacion (la idea debe someterse al analisis y comprobacion, al juicio critico);
f) Conclusién (ordenacion y formulacion rigurosa de los resultados).

En su época estas ideas fueron bastante progresistas. Por primera vez se intentaba
explorar los fendbmenos que ocurren en el cerebro humano, durante la RP. Ya no se
trataba de describir ciertas reglas para conducir el pensamiento, sino de estudiar el
pensamiento mismo. No es casual que, en estos mismos anos, la Psicologia estaba
sufriendo un desarrollo trascendental y una divisibn en varias corrientes
mecanicistas e idealistas.

Una de las corrientes mas conocidas, surgida como respuesta al asociacionismo
imperante, fue la Gestaltpsychologie (surgida en Alemania, en 1912) que
consideraba a ciertas formaciones psiquicas (Gestalten, del aleman Gestalt = forma,
totalidad) fundamentales de la psiquis. Esta teoria parte de la separacion entre el
individuo, su medio externo y su actividad practica. Los partidarios de dicha corriente
explican la totalidad de las formaciones psiquicas por “leyes” subjetivas inmanentes,
lo cual les lleva al idealismo.

Como ha podido apreciarse, las ideas de Poincaré y Hadamard son un arquetipo de
explicacion gestalt a la RP matematicos. La mayor dificultad estriba en la referencia
constante al inconsciente sin conocer su naturaleza. Los gestaltistas evadieron la
responsabilidad de explicar las acciones que tienen lugar en el subconsciente. Ellos
tenian profundas fisuras en el orden metodoldgico, pues su herramienta
fundamental, la introspeccién, tendia a no ser confiable.

Otra corriente psicolégica notable fue el Behaviorismo (del inglés behavior =
conducta), cuya base filosdfica es el pragmatismo. Esta teoria es completamente
mecanicista, pues reduce los fendmenos psiquicos a reacciones del organismo;

0 Lenin, V. 1. (1920/1990) Materialismo y Empiriocriticismo (p. 155). La Habana: Pueblo y Educacion.
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ademas, identifica conciencia y conducta, considerando que la unidad fundamental
de esta ultima es el nexo estimulo—respuesta.

Como ejemplos ilustrativos pueden tomarse los trabajos sobre fisiologia del
aprendizaje de B. F. Skinner. Este investigador traté de aplicar sus resultados
obtenidos con ratas al aprendizaje de estudiantes de la Universidad de Harvard. Las
principales ideas del enfoque de Skinner eran: el analisis cuidadoso de una tarea y
el refuerzo.

El Behaviorismo influyd notablemente sobre los curriculos de matematica. Desde
esta perspectiva, debia resolverse paso por paso una serie de ejercicios. Asi se
suponia que los estudiantes podrian desarrollar habilidades basicas, las cuales se
pondrian en accién durante la RP. Segun J. Wyndhamn*!, esto ultimo significa
“‘poder aplicarlas a situaciones donde algunas caracteristicas especificas (estimulo)
provoca conductas especificas (respuesta)”. En fin, el conjunto de razonamientos del
estudiante se reduce a la simple suma de todas sus partes. *2

Esta teoria caus6 un fuerte impacto en la elaboracion de los libros de texto (véase la
figura 3), los cuales eran fragmentados en muchas partes disjuntas y abarrotadas de
tareas para ejercitar durante la leccidén. Las tareas presentadas se caracterizaban
por estar enlazadas unas con otras sin admitir interferencias. En muchos casos, los
ejercicios con textos sobre la vida real aparecian precedidos por encabezamientos
tales como: “Usa la divisidbn para resolver los siguientes problemas”. Desde esta
optica el aprendizaje se conseguia tras una cadena lineal de estimulos y respuestas.
El pensamiento humano pasaba inadvertido, enclaustrado en una “caja negra” hasta
los tiempos de Piaget y Vigotsky.

Otros aportes de la Psicologia a la RP han girado en torno a la inteligencia humana.
En este caso, la mayoria de los autores clasifican las teorias de diversas formas.
Un caso especial lo constituyen las teorias psicométricas (o diferenciales), las
cuales tuvieron como precursores a C. Spearman y L. L. Thurstone.

Spearman aplicd por primera vez el analisis factorial, para investigar la estructura
intelectual. La tabla de correlaciones que obtuvo de la aplicacion de diversos tests a
una poblacién numerosa y heterogénea, mostré una correlacion alta y positiva, por lo
que concluyo la existencia de un factor general “G”, o habilidad general. Esta ultima
seria la encargada de las operaciones de abstraccién y razonamiento, es decir, de
obtener relaciones y correlatos.

El factor “G” de la inteligencia, tal y como es definido por Spearman y al que
denomind “educcion”, consiste en que, dado un fundamento y una relacion, ha de
extraerse el otro fundamento (educcioén de correlatos), y dados ambos fundamentos,
extraer la relacion (educcion de relaciones). Las dos formas de “educcién”, junto a la
autoconciencia, configuran las leyes que Spearman llamo neogenéticas.

* Wyndhamn, J. (1993) Problem—Solving Revisited. On School Mathematics as a situated practice.
Doctoral dissertation. Linkdping Studies in Arts and Science, No. 98, p. 10. Linkdping University,
Sweden.

*2 Para un estudio mas profundo, véase Talizina, N. (1988) Psicologia de la ensefianza (p. 254 y ss.)
Moscu: Progreso.
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EJERCICIOS DE SUSTRACCION

Problemas para la practica No 6:
Efectua las siguientes sustracciones:
1. 56 83 76

-34 42 -52

2. 667 835 798
-352 514 237

3. ...

Problemas para la practica No 7:
Pedrito compré 56 caramelos y ya se ha comido 34. ;Cuantos
caramelos le quedan?

En una escuela estudian 352 nifios, pero la matricula es 667.
¢, Cuantas nifas estudian en la escuela?

Figura 3. Un ejemplo de conductismo propuesto por Wyndhamn (con
ligeras modificaciones)

La obtencidon de correlaciones altas y positivas entre los resultados de los tests,
admite otra interpretacion diferente a la dada por la escuela inglesa: la inexistencia
de un factor general y la afirmacién de factores independientes o factores de grupo
que integran la inteligencia. Thurstone desarrolld6 un procedimiento matematico,
denominado “analisis factorial multiple”, que le permitié identificar un niumero limitado
de aptitudes mentales primarias que para €l configuran la inteligencia. Se trata de las
capacidades de comprension verbal, de fluidez verbal, capacidad numérica,
espacial, de memoria, de razonamiento, y de rapidez de percepcién. En
investigaciones posteriores, Thurstone observd que las aptitudes mentales primarias
no solo son interdependientes, sino que ademas son complejas y susceptibles de
organizarse jerarquicamente.

Otro representante de las teorias psicométricas de la inteligencia es J. P. Guilford,
de cuya obra se abordaran algunos elementos en el §§ 3.3.3. En un segundo
conjunto aparecen las teorias del procesamiento de la informacion, donde se
destacan los trabajos de H. Gardner y R. J. Sternberg, los cuales seran analizados
en el § 2.2. La perspectiva del procesamiento de la informacién aborda el problema
de la naturaleza de la inteligencia, describiéndola como un sistema de
procesamiento de la informacién (codificacion, almacenamiento, organizacién y
recuperacion) para llevar a cabo actividades como la propia RP.
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§ 1.5 La obra de Polya

En materia de RP, es corriente que los historiadores y estudiosos escindan sus
analisis en dos etapas, claramente delimitadas por el ano 1945. La razén es simple:
en ese afo salié a la luz How to Solve It..., del matematico y pedagogo hungaro G.
Polya (1887-1985).

La obra didactica de Polya nace en el prefacio de Aufgaben und Lehrséatze auf der
Analysis. En las indicaciones sobre el uso de este libro los autores dan una breve
recomendacion, a fin de lograr un pensamiento productivo. Ellos sefialan: “Reglas
generales, capaces de prescribir detalladamente la mas dutil disciplina del
pensamiento, no son conocidas por nosotros. Sin embargo, si tales reglas pudieran
ser formuladas, ellas no serian muy utiles [...]; uno tiene que asumirlas en carne y
hueso y tenerlas listas para un uso inminente [...]. La resolucién independiente de
problemas dificiles ayudara al estudiante mucho mas que los aforismos que él sigue,
aunque para un comienzo estos puedan no dafarlo”.*?

En How to Solve It... Polya no se contenta con este simple aforismo, asi que realiza
un estudio introspectivo del método cartesiano. Aunque su alcance se vio limitado al
modesto enfoque de la heuristica, hay que destacar dos aspectos fundamentales: el
aislamiento de cuatro fases claramente identificables durante el proceso de RP, y la
elaboracion de un pequefio diccionario complementario.

En primer lugar, destaca la existencia de cuatro fases durante la resolucion de un
problema:

a) Comprension del problema,
b) Concepciéon de un plan,

c) Ejecucién del plan, y

d) Vision retrospectiva.

En cada una, Polya propone una serie de reglas heuristicas bastante sugerentes,
pero lo mas notorio consiste en que la mayoria de ellas van dirigidas a la segunda
fase, de lo que él denominé su “lista”. Por tanto, por vez primera las pesquisas eran
dirigidas hacia las fuentes de la inspiracion poincareana. Entre estas preguntas

figuran las siguientes:

a) ¢ Se ha encontrado un problema semejante? [...];

b) ¢Podria enunciar el problema en otra forma? [...];

c) [...] ¢Podria imaginarse un problema analogo un tanto mas accesible? [...];
)

d) [...] ¢Ha considerado todas las nociones esenciales concernientes al

problema?**

43 Polya, G. & Szegd, G. (1925/1972) Problems and Theorems in Analysis I, p. vii. Springer, New
York.
* Polya, 1957, Ibid., p. 19.
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Las reglas y procedimientos heuristicos reciben un uso sistematico en todo el libro;
muchas de ellas tienen raices cartesianas, tales como “descomponer y recomponer
el problema” (cf. regla XIIl) y “dibujar un diagrama” (cf. reglas XIV y XV).

Es necesario precisar que la idea de separar las fases para su estudio (no “pasos”
como errébneamente se ha interpretado) tiene su origen mucho antes de How to
Solve It.... Segun una separata del Organo de los Circulos Matematicos de
Estudiantes, tomo Ill, numeros 1, 2 y 3 (1934), Polya pronuncié una conferencia en
Zurich en 1931 bajo el titulo Como Buscar la Solucion de Problemas Matematicos™.
En las paginas 23 y 24 se publica un extracto de la misma, en la que se enuncian
cuatro fases y algunas sugerencias (heuristicos) para progresar en cada fase. Es
mas, lo original y practico de Polya son las sugerencias, pues la consideracion de
fases en la RP, no exclusivamente matematicas, ya habian sido tratadas por otros
autores.®

En segundo lugar, elaboré un Breve Diccionario de Heuristica, que consiste en una
coleccién de técnicas y notas histéricas, ordenadas alfabéticamente y un tanto
elaboradas. Aqui analiza en qué consiste la generalizacion, la analogia, las reglas
del descubrimiento, el profesor de matematica tradicional, el razonamiento
heuristico, etcétera. Polya, por ejemplo, diferencia “heuristica” de “heuristica
moderna”. En el primer caso se refiere a una ciencia bastante mal definida y que se
relaciona con la logica, la filosofia y la psicologia, en la cual se exponen métodos
generales de manera poco exhaustiva. En cambio, en el segundo caso se trata de
“‘comprender el método que conduce a la solucion del problema, en particular /as
operaciones mentales tipicamente utiles en este proceso. Un estudio serio de la
heuristica debe tener en cuenta el trasfondo tanto I6gico, como psicoldgico [...]”.*¢

A pesar de que How to Solve It... marco un hito en el campo de la DM, en su fecha
de aparicibn no causo gran impacto, pues los curriculos escolares estaban
fuertemente influenciados por los asociacionistas, los cuales propugnaban un
aprendizaje por repeticion. Aun asi, Polya continué su emprendedora obra y en 1954
public6 Mathematics and Plausible Reasoning. Este libro estaba compuesto por dos
volumenes: Induction and Anology in Mathematics y Patterns of Plausible Inference.

En Matematica y Razonamiento Verosimil'’ Polya analiza diversos ejemplos
historicos relacionados con la invencion matematica, inquiriendo en su punto mas
neuralgico: el insight. El autor asume el punto de vista empirista de la matematica, al
considerarla como una ciencia del descubrimiento; ademas, proporciona una serie
de problemas dificiles para que el lector desarrolle habilidades por si mismo.

5 Cf., por ejemplo, Dewey, J. (1910) How we think. Boston: Heath; y Wallas, G. (1926) The art of
thought. NY: Harcout Brace Jovanovich. En este libro el autor define el “pensamiento critico” como
reflexivo, dirigido a suspender los criterios preestablecidos, a mantener un alto escepticismo y el
ejercicio de una mente abierta. Propone varias etapas para la RP: experimentar una situacion
provocadora, definir el problema, buscar datos e informacion, formular posibles soluciones del
problema (comparando hipétesis alternativas), planificar y realizar las acciones, verificar las
soluciones propuestas, y evaluar los resultados. En este ultimo punto precisa la necesidad de
modificar las creencias previas, lo cual sera abordado en el capitulo 4.

% Ibid., p. 102.

*" Traduccidon correcta de Mathematics and Plausible Reasoning. A menudo algunas editoriales
traducen este titulo incorrectamente, como Matematica y Razonamiento Plausible.
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El impacto de esta ultima obra también fue limitado, sin embargo, cuando la extinta
Union Soviética lanzo su primer Sputnik (4 de octubre de 1965) el mundo capitalista,
encabezado por los Estados Unidos se sintid profundamente preocupado. Ellos
también querian sumarse a la conquista del espacio, hecho que presuponia una
revolucién inmediata en la ensefanza de las ciencias. Particularmente, en la DM, tal
revolucion recibié el nombre de Matematica Moderna, y su esencia consistia en
“inyectar” el formalismo de la escuela Bourbaki en los curriculos escolares.

Uno de los defensores de esta corriente, W. Kenneth comenta que los cursos
tradicionales, anteriores a la Matematica Moderna:

a) no consideraban los avances realizados durante el siglo XX,

b) no alcanzaban los requerimientos profesionales contemporaneos en la sociedad
industrial, y

c) proveian la aplicacibn mecanica de las reglas y técnicas sin fomentar ninguna
comprensién genuina de los procesos matematicos implicados en la RP.*®

Por estos afos la obra de Polya comenzd a difundirse por todo el mundo. Esto era
un proceso claramente objetivo, motivado por la necesidad de realizar cambios
metodoldgicos tras los ya eventuales cambios curriculares. No obstante, es en 1962
y luego en 1965 que salen a la luz, respectivamente, los dos tomos de su obra
cumbre: Mathematical Discovery.

En este trabajo, Polya realiza un analisis profundo sobre dos temas fundamentales,
explorados por él durante toda su carrera: la estructura de la matematica y la
naturaleza del descubrimiento matematico. El autor incluye un compendio de
problemas diversos que proporcionan algunas técnicas importantes y conducen al
estudiante hacia una nueva concepcion de la Matematica. Ademas, tal y como
sefala Schoenfeld, el libro “también ofrece una descripcion tedrica del proceso de
RP, complementado con ejercicios tales, que el estudiante vive la matematica, justo
mas que su lectura. En sintesis, esta obra es clasica”. *°

No puede afirmarse que las memorias escritas de Polya sean perfectas. Desde
luego, ninguna obra humana lo es. Desafortunadamente, algunos investigadores
asumen sus postulados tacitamente, con una ausencia evidente de criticas
oportunas. Un ejemplo de critica adecuada y necesaria ha sido dado por L. Puig,
profesor de la Universidad de Valencia. Comentando el capitulo El patrén cartesiano,
del libro Mathematical Discovery, Puig destaca la falta de precision en la parafrasis
de Polya sobre el método cartesiano. En efecto, interpretando las reglas cartesianas
XIlI-XVI, Polya sefiala: “En primer lugar, comprender bien el problema, luego
convertirlo en determinacion de cierto nimero de cantidades desconocidas”.*®® Puig
reprocha con justeza que: “Aunque Polya diga que con esta frase parafrasea cuatro

*® Kenneth, W. (1971) La Revolucion de la Ensefianza, p. 91. Editorial Pueblo y Educacion, La
Habana.

*9 Schoenfeld, Ibid., p. 38.

%0 Polya, G. (1962-1965/1981) Mathematical Discovery: On Understanding, Learning and Teaching
Problem Solving (combined edition), p. 27. New York: Wiley.
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de las reglas de Descartes, en realidad la regla Xlll contiene todo lo que
parafrasea”.”’

Parte de las mayores contribuciones pedagodgicas de Polya estuvieron dirigidas
hacia la formacién del personal docente. Schoenfeld sefiala que “Polya fue un
participante activo en los cursos de verano para profesores de Matematica en
Stanford, durante la década de los 60, los mismos afos en que los dos volumenes
de Mathematical Discovery fueron definidos, validados y publicados”?. Una muestra
importante de este trabajo aparece en el epigrafe 14 de esa misma obra, bajo el
titulo On Learning, Teaching, and Learning Teaching’.

Segun B. Hodgson®?, la génesis de las ideas de Polya aparece en el item Reglas de
Enserianza, de su Breve Diccionario de Heuristica. En efecto, aqui él apunta: “La
primera regla de la ensefianza es saber qué usted supone que va a ensefiar. La
segunda regla de la ensefianza es saber un poco mas de lo que usted va a ensenar
[...N]Jo deberia olvidarse que un maestro de matematica debe conocer alguna
matematica, y que un maestro que desee transmitir a sus estudiantes una adecuada
actitud mental respecto a los problemas deberia haberla adquirido él
primeramente”.>*

Las mismas ideas vuelven a repetirse en su Ten Commandments for Teachers, y se
sintetizan en Mathematical Discovery bajo los items 1, 2y 5:

a) “Estar interesado en su materia;
b) Conocer su materia; [...]

c) Dar a sus estudiantes no solo informacién, sino destreza, actitudes del ingenio, el

habito de trabajar metédicamente”.*®

Desde esta perspectiva, el conocimiento se subdivide en dos partes esenciales:
informacion y destreza (en inglés information y know-how, respectivamente). La
destreza matematica ha sido descrita por Polya como “la habilidad para resolver
problemas, para construir demostraciones, y para examinar criticamente soluciones
y demostraciones”.’® Ademas, él llegé a establecer un nivel de jerarquia entre ambos
componentes del conocimiento: “La destreza es mas importante que la mera

posesion de la informacion”.®’

Polya fue capaz de notar que, aun habiendo culminado la ensefianza secundaria, los
profesores de la época casi siempre aprendian su magisterio “con un

* véase Puig, L. (2003) Historia de las ideas algebraicas: componentes y preguntas de investigacion

desde el punto de vista de la Matematica Educativa (pp. 1-3). Disponible en http://www.uv.es/puigl/
ranada%2003%20oral. Cf. § 1.2, reglas Xlll y VII.

2 Ibid., p. 39.

%3 Hodgson, B. (1996) Primary and secondary school teacher education in mathematics: Role and

responsibilities of the mathematician, p. 44. In: N. Din Tri et al. (Eds.) Proceedings of the Seventh

Southeast Asian Conference on Mathematics Education (SEACME 7), Hanoi.

** Polya, 1957, Ibid., p. 173.

*® Polya, 1981, Ibid., p. 116.

% Ibid., p. 118.

* idem.
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desconocimiento o con un conocimiento inseguro de la Matematica”® de este nivel
escolar. Obviamente, la preparacion universitaria era muy pobre para enfrentar la
docencia desde su dimensidn mas integral. Al referirse a esta preparacion J.
Kilpatrick comenta: “En la perspectiva de Polya, los departamentos de matematica
enfatizan informacion abstrusa en detrimento del desarrollo de destrezas
matematicas, por cuanto, la educacion escolar insiste muy tristemente sobre un

contenido libre de métodos de ensefianza”.*®

Esto, por supuesto, sin negar la preparacidn cientifica relativa al contenido. Al
respecto, Hodgson plantea: “El remedio de Polya abogaba porque se le diera a la
perspectiva de los profesores una oportunidad para dedicarse a investigaciones
matematicas por ellos mismos a un nivel apropiado para sus intereses y experticia:
esta fue la idea tras su seminario sobre RP para maestros, donde el conocimiento
necesario era del nivel escolar y las dificultades de los problemas, justamente un
poco superior al nivel escolar”.?° La utilizacién del término “remedio” se justifica, en
el sentido de que Polya “no hace explicitas sus ideas”.®’ De la misma forma,
Schoenfeld utiliza el término de heuristica «a la Polya»®®, pues segin él las
estrategias aportadas “son mas descriptivas que prescriptivas”.®®

Entre los afos finales de la década de los 50 a los 60 la Matematica Moderna
encontré muchos seguidores. Un comentario de Kenneth da prueba de ello: “al ser
tan abstracta, se pudo pensar que la Nueva Matematica seria aun mas dificil [...] sin
embargo, parece que los nifios. Aun en temprana edad, armonizan con un
razonamiento matematico puro a niveles que antes se pensaba estaban mas alla de
su comprension”.®* Sin embargo, desde bien temprano, muchos previeron el
inevitable fracaso de esta panacea. Por ejemplo, R. P. Feynman en su articulo New
textbooks for the New Mathematics critica la busqueda de precision mediante el uso
del lenguaje de conjuntos. Ridiculizando el exceso de precision escribe: “Un
guardian del zoo, para mandar a su ayudante que saque los lagartos enfermos de la
jaula, podria decir: «Toma el conjunto de animales, formados por la interseccion del
conjunt(6)5 de los lagartos con el conjunto de los lagartos enfermos, y sacalos de la
jaula»”.

Muchas fueron las causas que condujeron esta corriente al fracaso, pero no es
objetivo de este epigrafe discutirlas. Aparejadamente, la didactica evolucionaba
rapidamente. Los trabajos de W. Klafki, E. Weniger y O. Willman llevan a la
construccion dual de las tareas tedricas de la didactica, enfatizando dos perspectivas

%8 Polya, G. (1959/1984) Ten commandments for teachers. In: G.—C. Rota (Ed.) George Polya:
Collected Papers. Vol. 4, p. 531, MIT Press.

% Kilpatrick, J. (1987) Is teaching teachable? George Polya’s views on the training of mathematics
teacher. In: Teaching and learning, a problem solving focus, p. 87. Reston, VA: NCTM.

0 jdem, sin italicas.

" Ibid., p. 45.

®2 1bid., p. 42.

% Schoenfeld, A. H. (1992) Learning to think mathematically: Problem—solving, metacognition, and
sense making in mathematics. In: D. Grows (Ed.) Handbook of research on mathematics teaching and
learning (p. 353). NY: Macmillan Publishing Company.

% Sic, Ibid., p. 90.

% Citado por Kline, M. (1973/1981) El Fracaso de la Matematica Moderna. ;Por qué Juanito no sabe
sumar?, pp. 85-86. Siglo Veintiuno Editores, Madrid.

29



fundamentales: la didactica como construccion pedagdgica del dominio de
conocimientos, con énfasis en el contenido curricular (¢ qué ensefnar?); y la didactica
como “coreografia” de la ensefianza y el aprendizaje, con énfasis en el binomio
ensefanza—aprendizaje (¢,como ensefar y como aprender?).

Podria decirse que la Matematica Moderna fue un intento apresurado por estatuir el
primer punto, y que los trabajos de Polya fueron los primeros designios por
desarrollar el segundo; pero lo cierto es que, entre tanto, la ensefianza de la
matematica estaba sufriendo una profunda crisis. En las escuelas se continuaba
implementando el aprendizaje memoristico tradicional y la practica interminable de
ejercicios basicos de fijacién. Este proceso regresivo recibié el nombre de Back to
Basic (regreso a lo basico).

§ 1.6 Laera dorada

El fuerte rechazo experimentado por la New Math a finales de la década de los 60 y
principios de los 70, conllevé al nacimiento de un nuevo movimiento reformista. Ante
el desafortunado Back to Basic, un grupo de figuras encabezadas por P. Halmos, A.
H. Schoenfeld, J. Kilpatrick y Y. Chevallard revolucionaron la DM durante la década
de los 80. Objetivamente estaban dadas las condiciones para la ocurrencia de un
salto cualitativo, pues las propias concepciones de la Matematica habian cambiado
con el libro Proofs and Refutations de |. Lakatos (1922—-1974). Esta obra se basa en
su disertacién doctoral Essays in the Logic of Mathematical Discovery, de 1961, y fue
publicada entre los anos 1963-1964 en cuatro partes, en la British Journal for
Philosophy of Science. Lakatos describe la evolucion histérica de un teorema de
Euler, mostrando como el concepto “demostracion” se sale de los marcos platénicos,
para convertirse en un concepto mutante. Asi, nace el punto de vista cuasiempirista
de la Matematica.®®

Naturalmente, estas ideas no fueron aceptadas al unisono. La comunidad cientifica,
como todo sistema complejo, es fuertemente resistente al cambio. Sin embargo, en
1985 sale a la luz una obra verdaderamente controvertida, en la cual el aula es vista
como un “microcosmos” matematico: Mathematical Problem Solving. En este libro,
Schoenfeld aborda el concepto metacogniciéon en DM, con plena vinculacién con las
creencias y concepciones sobre la Matematica, su ensefanza y aprendizaje. En
estos mismos anos salen a la luz varias obras del matematico francés Y. Chevallard,
en la cual se describe un proceso verdaderamente complejo. Se trata de la
“transposicion didactica”, donde se estudia el paso que sufren los conocimientos
matematicos desde el marco discursivo donde ellos surgen, hasta llegar a
constituirse como material de estudio en el ambito docente—educativo. Este proceso
comporta un reacomodo, una nueva organizacién del contenido, de manera que
pueda ser transferido a las nuevas generaciones. La obra de este autor es
fundamental para el disefio de cualquier curriculo escolar, donde el mas temprano

% Lakatos, I. (1976) Proofs and Refutations. Cambridge: Cambridge University Press.
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resultado fue obtenido hace mas de 2200 anos por Euclides de Alejandria, al
elaborar sus Elementos.

Es notable la obra desarrollada en la década de los 80 por parte de los psicologos
rusos y alemanes. Cuba recibié una favorable influencia de los trabajos que la
extinta Republica Democratica Alemana habia desarrollado sobre heuristica. La
denominada Metodologia de la Ensefianza de la Matematica se caracterizaba por su
gran sistematicidad y nivel de organizacion en la clase, como elemento central del
proceso docente—educativo. En la didactica de la extinta URSS, brillaron los trabajos
desarrollados por N. Talizina acerca de los procedimientos l6gicos del pensamiento.
De esta fuente de conocimientos también se nutrieron los investigadores cubanos
durante varios anos.

Entre 1991 y 1994 aparece un importante y revolucionador trabajo relacionado con
los problemas gnoseoldgicos y ontoldgicos de la Matematica. Se trata de la obra de
P. Ernest, quien desarrollé un nuevo tipo de constructivismo denominado por él
mismo como “social”®’. Los supuestos ontoldgicos del constructivismo social, como
filosofia de la Matematica, llevan también a la adopcion de las teorias pragmaticas
del significado. Los objetos matematicos deben ser considerados como simbolos de
unidades culturales, emergentes de un sistema de usos. Estos ultimos, aparecen
ligados a las actividades de RP que realizan ciertos grupos de personas, y que van
evolucionando con el tiempo®. En el congreso ICME 7 (International Congress on
Mathematical Education, Quebec, 1992), Ernest presentd la inmediata aplicacion de
sus resultados a la ensefanza de la Matematica, abriendo un campo de
investigacion sumamente fascinante. En este mismo congreso se destaca el profesor
brasileno U. D’Ambrosio, con sus estudios referidos a la “Etnhomatematica”. Este
nuevo dominio de investigacion cientifica es sumamente amplio y estudia las
diferencias en el aprendizaje de la Matematica, por parte de las diferentes culturas.

En la década de los 90 también aparecieron varios trabajos, desarrollados
principalmente por psicélogos, los cuales demuestran que las diferencias en el
aprendizaje y motivacion por la Matematica entre el hombre y la mujer no son
biologicas, sino culturales. Ejemplo de ello es la obra de los investigadores M.
Kimball, E. Fennema, G. C. Leder y H. J. Forgasz. También otros eminentes
psicélogos abordan la naturaleza del pensamiento matematico, especialmente
durante la RP con texto. En este ultimo caso hay que destacar los trabajos de H.
Yoshida; L. Verschaffel, E. de Corte, J. Wyndhamn y R. Saljo.

Desde la perspectiva psicolégica, dos figuras tuvieron una notoria influencia sobre la
DM: J. Piaget y L. Vigotsky. En el primer caso se destaca la elaboracién de una
epistemologia genética, en el segundo se destaca un enfoque histérico—cultural y la
conceptuacion de la “zona de desarrollo proximo”. Mas tarde se desarrollaron los
trabajos de J. Bruner sobre “aprendizaje por descubrimiento”, asi como los de D.
Ausubel, relacionados con el “aprendizaje significativo”.

" Erest, P. (1994) Varieties of constuctivism: their metaphors, epistemologies and pedagogical
implications. Hiroshima Journal of Mathematics Education, 2, 1-14. Para mas informacién sobre
filosofia de la DM véase http://www.people.ex.ac.uk/PErnest/

&8 Vega, L. (1992) ;Pruebas o demostraciones? Problemas en torno a la idea de demostracion
matematica. Mathesis, 8, 155-177.
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Otra obra relevante la actualidad es la desarrollada a partir de la implementacion de
las tecnologias de la informacion y las comunicaciones (TIC) en las escuelas. En
este caso, muchos han sido los intentos de utilizar con eficiencia la computadora en
el aula. El conductismo llevé a cabo una primera aproximacion, a principios de los
afos 70. En este momento la férmula “estimulo—respuesta” constituia la supuesta
realizacion de una antigua panacea; mas pronto se puso al descubierto su eventual
fracaso.

Es justo sefialar que el problema no estaba en los medios, sino en los métodos
aplicados durante su utilizacion. Para estos tiempos algunos pedagogos pretendian
incorporar el ordenador en cualquier asunto relativo a la clase, olvidando incluso el
antiguo y eficiente pizarrén. Pronto se convencieron de la necesidad de hacer uso de
estos medios, siempre y cuando su presencia quedara plenamente justificada; sobre
todo en Geometria y en el trabajo con funciones, durante algunas animaciones. De
todas formas, no es hasta finales de los afios 80 y durante la década del 90, en que
las TIC toman un auge extraordinario, como herramienta de trabajo en el aula.

Muchos software han salido a la luz; entre ellos el programa “Heron” (elaborado por
especialistas suecos), y sumamente util para la ensefianza—aprendizaje de los
problemas con texto. En Cuba se destaca la elaboracion de diversos productos
multimedia, por parte de las casas productoras de software de los institutos
superiores pedagogicos y por la Universidad Central de Informatica. Un ejemplo
distintivo consiste en el paquete “Eureka”, disefiado para la ensefanza de la
Matematica en el preuniversitario.

Varios paquetes computacionales han alcanzado un notable reconocimiento a
escala internacional. Entre ellos figuran el “MATLAB”, “SPSS”, “Cabri-Géométre”,
“‘Mathematica” y “Maple”, los cuales han permitido revolucionar la ensefianza de la
Matematica en todos los niveles educacionales. En todos los casos las posibilidades
brindadas al usuario son enormes. Sin embargo, los estudios realizados en el campo
de la DM no apuntan, en esencia, hacia la modernizacion del software, sino hacia la
implementacion mas eficiente de los mismos durante la RP y el aprendizaje de
diferentes conceptos.

No caben dudas de la relacion que se establece entre la DM y otras ciencias, como
la Matematica, la Filosofia, la Pedagogia y la Psicologia. En varios trabajos de J.
Kilpatrick y de A. Sierpinska se concibe la DM como un amplio campo de
investigaciones cientificas.®® Sin embargo, otros autores han llegado mas lejos y

% Existen diversos modelos que ilustran la interrelacion de la DM con otras ciencias como la
Antropologia, la Sociologia, la Semidtica, la Psicologia, la Matematica (y su historia), la Pedagogia, la
Epistemologia, etcétera. El lector podra encontrar ideas no necesariamente coincidentes con las
expresadas anteriormente en las siguientes obras: Steiner, H. G. (1990) Need cooperation between
science education and mathematics education. ZDM, 90 (6), 194-197; Vasco, E. (1994) La educacion
matematica: Una disciplina en formacién. Matematicas: Ensefianza Universitaria, 3 (2), 59-75,
Universidad de Valle, Cali; y Godino, J. D. & Batanero, C. (1997) The dialectic relationships among
theory, development and practice in mathematics education: A meta—analysis of three investigations
(pp. 13-22). In: N. A. Malara (Ed.) An international view on didactics of mathematics as a scientific
discipline. University of Modena, Italy. Todos ellos presentan diferentes graficos tridimensionales para
ilustrar tales interrelaciones. En este ultimo caso, los autores conciben la DM como “un campo de
investigacion cientifica y escolar, cuyas metas son identificar, caracterizar y comprender los
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defienden la tesis de que se trata de una naciente disciplina cientifica. Este problema
ha sido ampliamente tratado en los ultimos congresos ICME, pero no existe un
consenso en la comunidad cientifica.

El abordaje de los problemas subyacentes es sumamente importante para el
desarrollo de la sociedad en el nuevo milenio. La comunidad cientifica dedicada a la
DM es considerablemente grande, y esta organizada en sociedades nacionales e
internacionales. ;Como denominar a estos cientificos? Es conocido el problema
filosofico que alberga la intencion de definir qué es la Matematica. Sin embargo, se
define comunmente por matematico a aquél que se dedica a la Matematica.
Analogamente, se denominan “educadores matematicos” o bien “didactas de la
Matematica” a aquellos que se dedican a la DM, dejando la propia definicién (o
caracterizacion) de ésta para complejas discusiones filoséficas.

Como objeto de la DM, inicialmente fue identificado el proceso docente—educativo de
la Matematica, mas pronto la comunidad cientifica comprendié la necesidad de
ampliarlo. En efecto, es necesario considerar también la influencia del medio social
donde vive, interacciona y se desarrolla el sujeto; asi como la naturaleza del
pensamiento matematico, la propia Matematica y los procesos de transculturacion
que le son inherentes. De esta forma el campo sale del marco escolar, para abarcar
todos los fendmenos relacionados con los procesos de estudio de la Matematica en
la sociedad.”

En lo que respecta a la subsistencia de principios y leyes, necesarios para
concederle a la DM el rango de disciplina cientifica, puede tomarse en consideracion
aquellos que hereda de la Didactica, como ciencia mas general. Asi, salen a relucir
la unidad entre lo cognitivo y lo afectivo, y entre lo instructivo y lo educativo, entre
actividad y comunicacion, entre el caracter cientifico e ideologico de la educacion.
También se destacan la unidad de las influencias educativas, el caracter colectivo e
individual de la educacion, asi como la vinculacion de la educacion con la vida y del
estudio con el trabajo. De todas formas, con la ampliacion del campo de la DM,
seguramente apareceran nuevos principios y leyes, los cuales revelaran las
regularidades del estudio de la Matematica en niveles antes no sospechados.

En cuanto a los métodos de investigacion que tiene la DM, es justo sefialar que, a
pesar de no ser un patrimonio exclusivo, si brindan validez, confiabilidad, coherencia,
objetividad, relevancia y valor social a las investigaciones, generalizacion,
replicabilidad, originalidad, impacto educativo y social de los resultados, etcétera.
Las investigaciones, regularmente, sostienen métodos tedricos (analisis—sintesis,
induccion—deduccién, historico—légico) y empiricos—experimentales (observacion
cientifica, criterios de expertos, aplicacion de pruebas de constatacion y validacion).

Es notable la cantidad de congresos, simposios, talleres, conferencias, y otros
eventos que se celebran anualmente en el campo de la DM. Incluso, en varias

fenomenos que condicionan la ensefianza y el aprendizaje de la Matematica”; mientras que la
Educacién Matematica es “un sistema social complejo y heterogéneo, el cual incluye teoria, desarrollo
y practica, concerniente a la ensefianza y aprendizaje de la Didactica de la Matematica como
subsistema” (op. cit., p. 15).

® véase Chevallard, Y.; Bosch, M. y Gascon, J. (1998) Estudiar matematicas. El eslabon perdido
entre ensefianza y aprendizaje. Biblioteca del Normalista de la SEP, Espana.
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universidades se desarrollan licenciaturas, maestrias y doctorados en “Educacion
Matematica”. Tomando en consideracion la produccion cientifica, asi como la
necesaria divulgacién e intercambio de experiencias respecto a los resultados
cientificos de la DM, es justo considerar los siguientes hechos significativos. La
figura 4 ilustra la produccién cientifica que registra la base de datos MATH-DI desde
1976, correspondiente a la revista ZDM (Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik,
segun un analisis estadistico de la informacién on line hasta el afo 2003, disponible
en http://www.emis.de/MATH/Dl/en/full.html). Es notable que actualmente se
publiquen mas de 350 revistas sobre diferentes campos de la DM.

Muchos nucleos cientificos, dedicados a la Matematica Educativa, han ido surgiendo
contemporaneamente. Encabeza este conjunto la IMU (International Mathematical
Union), en cuyos estatutos se consigna “fomentar y apoyar otras actividades
matematicas en cualquiera de sus aspectos: pura, aplicada o educacional”.”’ Como
asociacion adjunta, capaz de organizar y dirigir la esfera educacional la IMU cre6 en
1908 la ICMI (International Commission on Mathematical Instruction). Hoy dia esta
organizacion patrocina cuatro grupos de estudio y diferentes conferencias
regionales.”
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Figura 4. Produccion cientifica mundial sobre Matematica Educativa

El evento cumbre celebrado por la ICMI es el antes mencionado ICME. Hasta la
fecha se han celebrado diez de estos eventos cuadrienales, destacandose los cuatro
ultimos por el tamafio y la representatividad de las delegaciones. Baste decir que en
Quebec’ 1992 participaron 3407 delegados de 94 paises; en Sevilla’ 1996, 2762 de
98; en Makuhari’ 2000, 2074 de 70; y en Copenhague’ 2004, 2324 de 91. El préximo
congreso sera en Monterrey, México, en julio de 2008.

En el ICME 8 se conformd un grupo de trabajo (WG 25), para analizar 23 informes
de investigacion, en los cuales se defendia el criterio de que la DM es una disciplina
cientifica. A su vez, éste grupo se dividié en dos subgrupos; el primero se dedico al
analisis del desarrollo de la DM en diferentes culturas, y el segundo abordo las
principales cuestiones que le son concomitantes (objeto de estudio, tendencias de
investigacion, relacion con otras ciencias, etcétera).

"M IMU (1987) Statutes. 1,1 (c), p. 1.
2 Véase ICMI (1997) ICMI Bulletin, Vol. 43, pp. 3—13 (disponible en http://www.mathunion.org/ICMI/
bulletin/).
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El érgano oficial del ICMI es la revista internacional L’Enseignement Mathématique,
fundada por H. Fehr y C. Laisant en 1899. El primer presidente de la ICMI fue F.
Klein, y desde entonces han integrado las juntas directivas prestigiosas
personalidades de la DM mundial. Los dos ultimos presidentes han sido M. de
Guzman (Espafia, tempranamente fallecido el 14 de abril de 2004) y H. Bass (USA).

De forma similar, en el contexto latinoamericano ha sido constituido el CLAME
(Comité Latinoamericano de Matematica Educativa) que ha organizado diecinueve
eventos denominados “Relme” (Reunion Latinoamericana de Matematica Educativa),
cuyo principal propésito consiste en fomentar el intercambio cientifico regional,
orientando sus acciones hacia el beneficio de los sistemas escolares de América
Latina.

En la Republica de Cuba, los primeros intentos por perfeccionar la ensefianza de la
Matematica fueron realizados por la destacada pedagoga Dulce Maria Escalona, a
mediados del siglo pasado. Sin embargo, “los vientos del modernismo que
recorrieron el mundo en la década siguiente limitaron este esfuerzo, reorientandolo
hacia la elaboracién de nuevos programas y libros de texto para la asignatura”.”
Pocos afos después, con el perfeccionamiento del Sistema Nacional de Educacion,
en la segunda mitad de la década de los 70, la ensefianza de esta asignatura
experimenté un cambio sustancial, fundamentado sobre bases cientificas solidas y

con una marcada orientacion hacia el desarrollo de la personalidad de los alumnos.

Un fuerte movimiento se ha desarrollado en todo el pais a favor de la Matematica
Educativa, contando con el apoyo del MINED (Ministerio de Educacion) y de la
SCMC (Sociedad Cubana de Matematica y Computacién), hasta el punto de incluir la
Matematica entre las asignaturas priorizadas. A juicio de P. Torres y sus
colaboradores, este interés manifiesto por la Matematica Educativa puede explicarse
a partir del fortalecimiento profesional de los profesores de Didactica de la
Matematica de los ISP (Institutos Superiores Pedagdgicos), con alrededor de 30
anos de experiencia; de la toma de conciencia sobre la necesidad de lograr una
mayor integracion entre los ISP y el subsistema de educacion para el que forma
profesionales; y del creciente vinculo de los investigadores cubanos con colegas
iberoamericanos, en eventos cientificos internacionales auspiciados por el MINED o
por diferentes universidades del pais.”

Como se ha podido apreciar, en toda Iberoamérica se ha instituido un gigantesco
sistema de investigacion en Matematica Educativa. Esto podria significar que la
didactica de esta ciencia tiene resuelto el problema de la ensefanza y el aprendizaje
de la Matematica, pero lamentablemente esto no es asi. No sélo los informes de
investigacién estan lejos de aportar una solvencia plausible a las problematicas
cientificas que enfrentan, sino que los sistemas educacionales, como todo sistema
complejo, ofrecen una fuerte resistencia ante cualquier vestigio de cambio. A
proposito, los expertos del programa iberoamericano IBERCIMA han senalado que
“[uln andlisis elemental sobre la situacion general de la ensefianza de la matematica

™ Torres, P. (1996) Didécticas cubanas de la ensefianza de la Matemética (p. v) . La Habana:
Academia.

™ Torres, P. et al. (1998) Tendencias iberoamericanas en la educacion matematica. ISP “Enrique
José Varona”, La Habana.
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y las ciencias demuestra que esta es muy deficiente en la mayoria de los paises del
L4 ” 75
areal...]".

El presente libro se enmarca en el campo de la RP, conocida ora como “linea
directriz” de la DM, ora como “estandar curricular’. Como se ha podido apreciar, la
evolucion histdrica de la DM ha estado matizada por un constante afan de ensenar a
resolver problemas, y también de desentranar la naturaleza de los procesos
psicolégicos asociados. También es necesario destacar el hecho de que este trabajo
es una modesta contribucion a la sistematizacion de la teoria, lo cual refuerza el
criterio de que la DM evoluciona como disciplina cientifica. En efecto, varios
conceptos abordados aqui se convierten en objeto de estudio, a pesar de que
muchos de ellos son aceptados sin un juicio critico en algunas obras. Por otra parte,
dedicaremos todo un capitulo a discutir un elemento que a nuestro juicio ha pasado
desapercibido por muchos autores. Se trata de un elemento sumamente importante,
por constituir el soporte material donde ocurren los procesos antes mencionados.
Nos referimos, por supuesto, al cerebro humano.
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2. EL CEREBRO HUMANO COMO SOPORTE MATERIAL

Usualmente se afirma que determinado problema ha sido “resuelto” por una
computadora. Tal planteamiento no puede ser permisible si esa resolucién se
reduce a la ejecucidbn de un conjunto de operaciones, lo cual conduce al
mecanicismo. Probablemente, el problema que se ha resuelto compete a la
Cibernética, y consiste en buscar un algoritmo para resolver cierta clase de
problemas. No fue entonces un mérito del ordenador, sino del cerebro del hombre.

Desde wuna perspectiva personolégica, la RP constituye una actividad
eminentemente conciente, y relativa a la cognicion humana. Sin embargo, su analisis
no puede estar completo si se margina el portador material del pensamiento. Por
ello, antes de pasar al analisis gnoseoldgico, es conveniente abordar ciertos
aspectos ontologicos del cerebro humano. La DM no puede desentenderse de estas
cuestiones. Por ejemplo la ensefanza del concepto de numero y de las
demostr%:iones depende en gran medida de la maduracién ontogenética del
hombre.

En el primer caso, el aprendizaje mas elemental (concepto de numero natural) debe
ubicarse al final de la etapa “preoperacional” (6—7 afos), hasta continuar con el
calculo de numeros racionales durante toda la etapa de las “operaciones concretas”
(7-11 afos). En esta ultima etapa los procesos de razonamiento se vuelven légicos
y pueden aplicarse a problemas concretos o reales. También aparecen los

’® \/éase Inhelder, B. y Piaget, J. (1955) De la logique de I'enfant a la logique de I'adolescent. Essai
sur la constructions des structures opératoires formalles. Paris : PUF.
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esquemas loégicos de seriacion, y se logra el ordenamiento mental de conjuntos. Por
este motivo los estadios finales constituyen el espacio oportuno para el estudio de
sencillas ecuaciones e inecuaciones lineales, problemas con texto y movimientos del
plano.

Por su parte, la ensefianza de la linea directriz “Teoremas y sus Demostraciones”
debe comenzar en la etapa “logico formal” (11-15 afios). Aqui el adolescente logra
la abstraccion sobre conocimientos concretos observados, que permiten emplear el
razonamiento logico inductivo y deductivo. De todas formas, el razonamiento del
adolescente todavia no llega a alcanzar un desarrollo pleno. La experiencia ha
demostrado que estas etapas piagetianas son movibles, pudiendo adelantarse o
retrazarse algunas de ellas, en virtud de una ensefianza mas 0 menos
desarrolladora. De todas formas no puede negarse su existencia, como muestra de
diferentes estados de maduracion del cerebro humano. A continuaciéon se
examinaran algunas cuestiones basicas sobre este extraordinario érgano.

§ 2.1 La extraordinaria capacidad del cerebro humano

En la antigua Grecia ya se conocia que el pensamiento ocurre en el cerebro del
hombre, y para los filésofos de esta época el problema era escudrifiar la naturaleza
de ese pensamiento. Por ejemplo, en el dialogo platoniano Timeo o de la Naturaleza
Timeo de Locres afirma: “[...] que ninguna parte del cuerpo humano es mas débil
que la cabeza, pero ninguna es tampoco mas apta para las sensaciones y para el
pensamiento”.”” Por estos tiempos Demdcrito de Abdea (~ 460-370 aEC) pensaba
que la percepcion sensorial constituye la fuente basica del conocimiento, pero que
proporciona un saber “confuso” de los objetos. A esta conclusion materialista se
oponia Platéon, quien suponia que la fuente del conocimiento esta en el alma
inmortal, y afirmaba que las cosas y fenbmenos sensoriales son incognoscibles.

En el Medioevo Descartes también incursioné en el campo de la fisiologia,
estableciendo un esquema de reacciones motoras que constituye una de las
primeras descripciones cientificas del acto reflejo. En Las Pasiones del Alma,
abordando la “maquina del cuerpo” desde una nueva perspectiva, €l examina los
mecanismos de interaccion entre el cuerpo y el alma por medio de los “espiritus
animales” y de un 6rgano cerebral denominado “glandula pineal”; y el mecanismo de
los reflejos incondicionados y condicionados en el hombre y en los animales.

Mas tarde, a mediados del siglo XIX, los partidarios del materialismo vulgar (L.
Blchner, K. Vogt y J. Moleschott) llegaron a establecer una analogia entre el higado
y el cerebro, al afirmar que este segrega ideas de la misma manera que aquel
segrega la bilis. A finales de este mismo siglo H. Helmholtz (1821-1894) logré medir
la velocidad con que se transmite la excitacidbn nerviosa, y realizd algunas
investigaciones sobre la fisiologia de los 6rganos sensoriales. Este naturalista

" Timeo pertenecia a la secta de los Pitagéricos. Era un gran astrénomo, escribié libros de
Matematica y un tratado de la naturaleza a la manera de Pitagoras. Platon, Ibid., t. 2, p. 827 (sin
italicas).
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aleman mantenia concepciones espontaneamente materialistas, sin embargo,
algunas veces se incliné hacia el kantismo. Un ejemplo importante fue su Teoria de
los Jeroglificos, concepcion gnoseoldgica tendiente a demostrar que mediante las
sensaciones en la conciencia no se crean imagenes que reflejan los rasgos de los
objetos y de los fendmenos, sino simbolos, sefiales, jeroglificos que nada tienen en
comun con las cosas y sus propiedades.’®

Por otra parte, también a finales del siglo XIX, el padre de la fisiologia rusa |. M.
Séchenov (1829-1905) formuld las bases de la teoria del caracter reflejo de la
actividad psiquica de los animales y del hombre, e introdujo los conceptos de
analizador, reflejos adquiridos, entre otros. Poco después, el doctor F. J. Gall
desarrollé una “ciencia experimental de la mente”, basada en asumir a priori que el
fendmeno natural tiene causas naturales que pueden ser determinadas y que las
caracteristicas anatomicas vy fisiolégicas tienen una influencia directa en la conducta
mental. Gall es el padre de la Frenologia (del griego ¢prjv, inteligencia y Adyoc,
tratado), hipdtesis que consideraba el cerebro como una agregacién de o6rganos,
correspondiendo a cada uno de ellos determinada facultad intelectual, instinto o
afecto. Estos ultimos gozaran de mayor o menor energia, en la medida que esté
desarrollada la parte cerebral correspondiente. Los seguidores de esta corriente
llegaron a aislar 37 facultades u “6rganos frenoldgicos” en el cerebro.”

Entre tanto, las ideas de Séchenov servian de base para los trabajos de su
coterraneo |. P. Pavlov (1849-1936). Las investigaciones acerca de la fisiologia de la
digestiéon condujeron al eminente naturalista a la idea de que es posible aplicar el
método de los reflejos condicionados al estudio de la conducta, de la actividad
psiquica de los animales. El fendmeno de la “salivacién psiquica” y numerosas
observaciones experimentales le sirvieron de base para descubrir la funcidn
senalizadora de lo psiquico.

En su obra Conferencias sobre el funcionamiento de los hemisferios del cerebro
(1927), Pavlov distingue dos sistemas corticales que sefializan la realidad. El primero
se encuentra dividido en analizadores, en cuyos extremos corticales ocurre el
pensamiento concreto—ilustrativo (sensaciones y complejos de sensaciones—
percepciones); mientras que el segundo es el pensamiento humano, que es
abstracto (representaciones generales, conceptos, generalizaciones y deducciones)
y discursivo. El primer sistema de sefializacion es comun en otros animales, pero el
segundo es exclusivo del hombre y consta de cuatro analizadores: motor de
articulacion del lenguaje, auditivo del lenguaje oral, motor del lenguaje escrito, y
Optico del lenguaje escrito.

Todos los analizadores verbales se engendran en ambos hemisferios, pero solo se
desarrollan de un lado y funcionalmente resultan ser asimétricos. Este enlace entre

"8 \éase un andlisis sobre esta teoria en Lenin, Ibid., 1990, pp. 222—228.

® Cuentan que Franz Joseph Gall, a los 9 afios, observé que aquellos condiscipulos que poseian una
buena memoria, tenian también ojos saltones. Por ello, dedujo que la parte del cerebro relacionada
con tal capacidad se encontraba detras de los ojos y, al estar muy desarrollada, habia empujado los
glébulos oculares hacia delante. Para mas detalles, véase Schoenfeld, Ibid., pp. 30-32. Véase
Diccionario Enciclopédico Hispano—Americano, tomo 8, pp. 735-736, Barcelona: Montaner y Simén
Editores (http://www . filosofia.org/enc/ehal/index.htm).
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el analizador motor de la mano y los analizadores verbales se explica por la unién
indisoluble entre ese o6rgano de trabajo y el habla. Prives y sus colaboradores
aseveran: “La base morfoldégica del segundo sistema de sefializacion no esta
constituida solamente por dichos analizadores. [... L]a funcion del lenguaje es mas
joven filogenéticamente, por eso estd menos localizada; es inherente a toda la
corteza. [...] Con todo, el segundo sistema de sefalizacion no funciona separado del
primero, sino en contacto con el mismo, y es mas, en su base, puesto que las
segundas sefales solo pueden surgir con la presencia de los mismos”.%°

La doctrina de Pavlov sobre los dos sistemas de sefalizacién merecié el premio
Nobel, pues da la explicacion materialista de la actividad psiquica del hombre. Sus
ideas constituyen la base de la Teoria del Reflejo de Lenin. De acuerdo con esta
ultima, el mundo objetivo se refleja en la conciencia en forma de imagenes
subjetivas. Un ejemplo puede ser que en un individuo sano, la misma cantidad y
calidad de energia es aprovechada por la luz verde, que en el caso de un individuo
dalténico la luz roja. Por consiguiente, la energia luminosa es la realidad objetiva, y
el color es la imagen subjetiva; su reflejo en la conciencia depende del 6rgano de los
sentidos, en este caso los ojos.

Hoy dia los neurocientificos coinciden en que la naturaleza del pensamiento sigue
siendo un enigma. No obstante, en el ultimo siglo han aflorado disimiles resultados
de relevante interés. Por ejemplo, en su Inside the Brain: Revolutionary Discoveries
of How the Mind Works, el premio Pulitzer R. Kotulak llego a la siguiente conclusion:
“El cerebro no es un o6rgano estatico; es una masa de conexiones celulares en
constante cambio muy influida por la experiencia”. En cualquier caso, la experiencia
no es el unico factor que incide en el cerebro; también influye en este 6rgano el
pensamiento, pues los investigadores han comprobado que los individuos
mentalmente activos tienen hasta un 40 % mas de conexiones (sinapsis) entre las
neuronas que los mentalmente perezosos.

Hay informes de que al envejecer se pierden algunas neuronas, y que en la tercera
edad la memoria se debilita. De todos modos, la diferencia es mucho menor de lo
que en un tiempo se pensaba. Un informe de National Geographic sobre el cerebro
humano asevera: “La gente mayor [...] conserva la capacidad de generar nuevas
conexiones y mantener las antiguas mediante la actividad mental’. Esto es
impresionante, pues también se sabe que en toda una vida el hombre utiliza apenas
una diezmilésima parte del potencial del cerebro.

El cerebro humano culmina su desarrollo alrededor de los 20 afos, llegando a pesar
aproximadamente 1375 g en el hombre y 1245 g en la mujer. Este 6rgano consta de
unos cincuenta mil millones de neuronas, con mil billones de sinapsis (conexiones), y
con un promedio general de diez mil billones de transmisiones por segundo. La
corteza constituye la superficie de los hemisferios cerebrales; esta formada por una
capa uniforme de sustancia gris, de 1.3 a 4.5 mm de espesor, que contiene entre
diez y cien mil millones de células nerviosas.

El area total de la corteza es de 220 000 mm? aproximadamente, y si se alisara
cubriria la superficie de cuatro hojas de papel para maquina de escribir. En cambio,

8 Prives, M.; Lisenkov, N. y Bushkovich, V. (1975) Anatomia humana (p. 231). Tomo Il, Moscu: Mir.
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la del chimpancé abarcaria solo una, y la de una rata apenas un sello de correo. Es
necesario sefalar que dos tercios de la corteza se localizan en la profundidad de sus
pliegues, y solo otro tercio se halla en la superficie. La magnitud y la forma de sus
surcos estan sometidas a considerables oscilaciones individuales, por lo cual no solo
el cerebro de diferentes personas, sino incluso los hemisferios de un mismo
individuo no tienen completa semejanza en la disposicion de los surcos. Los surcos
profundos y constantes sirven para la division de cada hemisferio en grandes
porciones, denominadas Iébulos, los que a su vez se subdividen en lobulillos y
circunvoluciones. Hay cinco I6bulos en cada hemisferio: frontal, parietal, temporal, y
la insula de Reil.

Los escaneres del cerebro demuestran que el I6bulo frontal se activa cuando se
piensa en una palabra o se evoca algun recuerdo. Esta parte tiene mucho que ver
con la identidad personal. Por su parte, la corteza prefrontal desempefna un papel
importante en la elaboracion del pensamiento, la inteligencia, la motivacion y la
personalidad. Relaciona las experiencias necesarias para la formacion de las ideas
abstractas, el juicio, la perseverancia, la planificacion, el interés por los demas y la
conciencia.

Varios autores han reportado serias dificultades, relacionadas con lesiones de esta
zona del cerebro humano. Se destacan los siguientes déficit cognitivos: dificultades
en el planeamiento, razonamiento, resolucion de problemas, formaciéon de conceptos
y ordenamiento temporal de los estimulos; trastornos de la atencion, aprendizaje
asociativo, del proceso de busqueda en memoria y del mantenimiento de la
informacion en la memoria de trabajo; alteracion de algunas formas de habilidades
motoras, generacion de imagenes, manipulacion de las propiedades espaciales de
un estimulo, metacognicion y cognicién social.?’ Sin dudas, la elaboracion que tiene
lugar en esta zona distingue al ser humano en el reino animal.

Detras de la corteza prefrontal se localiza una franja que se extiende de un lado a
otro de la cabeza: la corteza motora. Lo mas relevante de esta region no reside en
los millones de neuronas que aparecen conectadas con los musculos, sino en la
capacidad que brinda para usar la mano con una destreza excepcional, y para
emplear la boca, los labios, la lengua y los musculos faciales al hablar.

La informacidn necesaria para ejecutar el habla se almacena en la parte del |6bulo
frontal del cerebro humano, denominada area de Broca. Sin embargo, el significado
de las palabras se almacena en otra parte, conocida como area de Wernicke, y
ayuda a comprender lo que se lee 0 escucha. En el habla fluida intervienen varias
regiones del cerebro. A modo de ilustracion, un sencillo “hola” puede comunicar una
gran cantidad de significados, pues el tono de la voz refleja el estado de animo y
emocional.

Desde el punto de vista morfolégico el cerebro del hombre es muy superior al del
resto de los animales. Prives y sus colaboradores sefialan varios rasgos distintivos
esenciales, destacando que:

8 Grafman J., Holyoak, K. and Boller, F. (1995, Eds.) Structure and Functions of the Human
Prefrontal Cortex. Volume 769, New York: New York Academy of Sciences.
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a) la razon entre el peso del encéfalo humano respecto al peso del cuerpo es la
mayor (otros animales como el elefante y el delfin tienen un cerebro mucho mas
voluminoso, pero relativamente pequefio respecto a sus cuerpos);

b) existe una preponderancia del neoencéfalo sobre el paleoencéfalo;

c) el lébulo frontal ocupa el 30 % de los hemisferios, alcanzando un mayor
desarrollo (en los monos antropoides es apenas el 16 %);

d) existe un segundo sistema de senalizacion, cuyo substrato anatdémico son las
capas mas superficiales de la corteza cerebral.®

La ensefianza no puede desatender los elementos basicos, relativos al cerebro
humano como soporte material. La ensefianza de la RP constituye uno de los casos
mas significativos, en virtud de que se requiere la activacion de todas las funciones
psiquicas superiores. Un estudiante que haya sufrido una lesién que afecte de
manera temporal o permanente su memoria, sin dudas no podra resolver problemas
matematicos con la misma efectividad que alcanzaria en condiciones normales.

La salud es esencial en todas sus dimensiones. Por ejemplo, una persona que haya
tenido deficiencias nutricionales a largo plazo, tiene consecuencias en su
comportamiento y su aprendizaje, incluyendo depresién. R. Wurtman (Departamento
de Ciencias Cognoscitivas y del Cerebro, Instituto Tecnolégico de Massachussets),
cree que los nutrientes que llegan al cerebro a través de la sangre, afectan la
cantidad de sustancias quimicas que hay en él y le llama a esto la Teoria del
Precursor. Cuando estos nutrientes entran al cerebro a través de una zona llamada
barrera cerebral (donde so6lo pueden entrar ciertas sustancias seleccionadas),
activan la produccion de mas de ciertas sustancias quimicas del cerebro.

Estos cambios de sustancias pueden producir cambios en el comportamiento y en el
animo de la persona. Por ejemplo una de estas sustancias quimicas se llama la
serotonina, la cual constituye un trasmisor de sefiales en el cerebro. Wurtman afirma
que si se provocan cambios en el cerebro tales que disminuya la serotonina,
entonces se estimula un deseo por la sustancia; lo cual hace que la persona busque
ingerir por ejemplo dulces y harinas (carbohidratos), los cuales hacen que la
serotonina aumente nuevamente. Se cree que las personas que se vuelven adictas
a ciertas sustancias controladas como las drogas ilegales, tienen ciertos
desbalances o deficiencias de neurotransmisores en el cerebro, lo cual los hace mas
susceptibles o vulnerables a estas drogas pues actuan como un regulador que
estabiliza el desbalance.

82 Prives, M. et al. Ibid., pp. 232-234.
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§ 2.2 Retos de la actualidad

Una polémica suscitada por el desarrollo cibernético y computacional, ha sido la
comparacion del cerebro humano con un ordenador. Para R. M. Restak el simil no
hace justicia con la realidad, pues la computadora mas avanzada de redes
neuronales tiene una diezmilésima parte de la capacidad mental de una mosca
comun.® Por otra parte, The New Encyclopaedia Britannica explica: “La transmision
de informacion dentro del sistema nervioso es mas compleja que la mayor central
telefénica del mundo; la capacidad que tiene el cerebro humano de solucionar
problemas supera, con gran diferencia, a la de los ordenadores mas potentes”. Sin
embargo, contrariamente, H. Moravec (Carnegie Mellon University Mobile Robot
Laboratory) “predijo” la evolucion futura de la robdtica moderna en la siguiente
secuencia: robot mudo (2000-2010); robot que aprende (2010-2020); robot que
modela lo real y lo imaginario (2020-2030); robot que razona (2030-2040);
equivalente humano (Mind Children, 2050 y ss.).2*

Como se ha podido apreciar, las opiniones son discordantes en sumo grado. Desde
una perspectiva dialéctica es necesario inquirir varios conceptos como “pensar’,
“aprender”, “imaginar’, “razonar”, antes de pasar a discutir si una maquina puede
hacerlo. Asi por ejemplo, si “pensar” es resolver problemas (como algunos afirman
equivocadamente) entonces la conjetura de Moravec no debera esperar hasta el
2050 para hallar su validacién. La computadora no puede igualar y menos superar a
un inventor que desconoce el alcance de sus propias facultades. La prevision de
Moravec supone, implicitamente, que dentro de medio siglo ya se tendra un
conocimiento apodictico del funcionamiento del cerebro humano, lo cual parece ser
muy poco probable.

Una de las maneras que los cientificos han usado para comprender la funcion del
cerebro ha sido compararla con las maquinas o los artefactos de comunicacion y
calculo mas actuales. Pascal sugiri6 que el cerebro utilizaria en sus calculos algun
proceso similar al de su elemental maquina para realizar operaciones y que era poco
mas que un abaco semiautomatico. En los principios de la telefonia al cerebro se le
compard con una red de intercomunicaciones similar a un conmutador. Mas tarde se
configurd la analogia mas interesante de la época actual: la del cerebro como una
computadora electronica, y nacio asi la Inteligencia Artificial. Por ejemplo, se sugirid
que el cerebro era analogo a la maquina en su sentido fisico, lo que llaman los
computologos el hardware, en tanto que la mente corresponderia a los programas,
que constituyen el software.

D. Lenat (Massachusetts Institute of Technology, 1978) elaboré un programa
conocido por “Eurisko”, que logré aventajar a muchos otros®, pues fue capaz de
aplicar sus descubrimientos a los nuevos problemas que se le plantearon. Al

% R. M. Restak (1984) The Brain. NY: Bantam Books.

# Moravec, H. P. (1992) The Universal Robot. Speculations in Science and Technology, 15 (4), pp.
286—-294.

8 Entre ellos el Logic Theorist, elaborado por H. Simon, que en 1956 demostrd la mayoria de los
teoremas enunciados en Principia Mathematica, de B. Russell.
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programa se le suministré informacién acerca de la evolucion animal, y “aprendio”
que los animales se especializan mas en la medida que el medio ambiente se
mantiene estable. Después de esto, utilizé los conocimientos adquiridos en el disefio
de naves espaciales. La flota de Eurisko era lenta, torpe y muy especializada, pero
en realidad resulté ser tan terrible que muchos contrarios se dieron por vencidos sin
abrir fuego ni siquiera una vez.

Este programa descubria cosas por si mismo, y por ello habia que darle potestad
para intervenir en sus propias heuristicas de aprendizaje y objetivos. Trabajaba toda
la noche pero a menudo aparecia muerto. Eurisko ponia al mismo nivel dos reglas
que valoraba en extremo: “no cometer ningun error’ y ‘“hacer nuevos
descubrimientos productivos”. Para no equivocarse preferia no hacer nada, es decir
preferia suicidarse. Lenat tuvo que afadir una nueva heuristica que prohibia esa
equivalencia.

Tanto Eurisko, como los restantes ingenios de la Inteligencia Artificial son superados
por el cerebro humano. En cuanto a velocidad de operaciones, ya se hizo alusion a
la extraordinaria velocidad promedio de diez mil billones de transmisiones por
segundo, lo cual supera el record mas reciente. En efecto, el 25 de marzo del 2005,
IBM construyé la supercomputadora mas potente del mundo (80 000 veces mas
potente que “Deep Blue”, la maquina que derrotdé a Garry Kasparov).

Este monstruo de silicio denominado “Blue Gene/L” es capaz de mantener una
velocidad sostenida de 70,72 teraflops (un teraflops equivale casi a un billon de
calculos por segundo), llegando a alcanzar hasta 135,5 teraflops. Esta nueva marca
ha sido conseguida en el Lawrence Livermore National Laboratory, centro de
investigacion del Departamento de Energia de EUA. Los cientificos esperan
conseguir proximamente una velocidad de calculo de 360 teraflops. Blue Gene/L
ayudara a mantener los sistemas de seguridad de los arsenales de armas atomicas
estadounidenses, mediante simulaciones sin necesidad de realizar ensayos
nucleares. Aunque la tecnologia continuara avanzando, el camino que resta es
bastante largo.

Por otra parte, el cerebro es capaz de realizar muchas operaciones
simultaneamente. Un gran numero de sus mecanismos han sido estudiados y se ha
comprobado que cada uno se encarga de resolver ciertos problemas de
procesamiento simultaneo. Esos mecanismos incluyen asociacion, generalizacion y
autoorganizacion. Cada uno de esos principios esta dirigido a la realizacidon
simultdnea de muchos procesadores neuronales separados, que trabajan para un fin
comun.

El cerebro no es una computadora. Millones de microcomputadoras pueden
conectarse en un patron de redes neuronales, pero las tareas de una neurona no
pueden duplicarse, simplemente porque las habilidades multifuncionales de una
neurona son muy diferentes de las capacidades de las computadoras digitales para
hacer una solucion efectiva. Las redes neuronales en el cerebro procesan

% Desde que el Laboratorio Nacional de Los Alamos construyera, en 1976, la supercomputadora
“CRAY-1% con una rapidez de 80 megaflops, la velocidad de calculo ha crecido mas de 500 000
veces.
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informacion de acuerdo a principios no computacionales. Las neuronas procesan
operaciones continuas, a diferencia de las operaciones discretas de un computador
digital. Un aspecto de las neuronas (su naturaleza continua), puede ser simulado via
software, como se hace en las neuro—computadoras, aunque en la actualidad estan
surgiendo mejores modelos cerebrales representados en microcircuitos disefiados
especialmente para trabajar como una neurona.

Como las computadoras digitales estan siendo wusadas para simular el
procesamiento de la informacién en el cerebro, las maquinas que son un modelo
cercano del cerebro, mas que simularlo, sustituyen los mecanismos fisicos para los
calculos légicos y matematicos de la computacion. Algunos cientificos sostienen que
las redes neuronales del cerebro y las de las maquinas que lo modelan, realmente
son solo analogas, opuestas a lo digital. Antes de que las computadoras digitales
dominaran la automatizaciéon, compitieron contra las computadoras analogas. Estas
computadoras analogas, basadas en el mismo sistema de las restricciones de paso
por paso que tiene la computacion digital, no trataron de modelar su capacidad de
evaluacion global del cerebro, sino que fueron forzadas a seguir un programa justo
como los de las computadoras digitales.

Pueden enumerarse otros argumentos que evidencian la superioridad del cerebro
humano:

a) Las computadoras estan expuestas a cometer “errores necios”. Por ejemplo, la
lectura de cientos de historias de terrorismo llevo al programa IPP (Universidad
de Yale) a concluir que los terroristas irlandeses son los miembros del Ejército
Republicano de Irlanda, y que el arma mas importante de los terroristas
neozelandeses es el bumeran.

b) Presencia de un pensamiento lineal.
c) Falta de autoconciencia.

Otro aspecto que es necesario abordar consiste en la naturaleza de la inteligencia
humana. Al respecto se han erigido disimiles teorias, entre las que se destaca la
“Teoria de las Inteligencias Multiples”, de H. Gardner; y la “Teoria Triarquica de la
Inteligencia”, de R. J. Sternberg. Este ultimo ha senalado que “[d]Jurante los ultimos
diez afios, un numero de desarrollos excitantes han ocurrido en el dominio de la
teoria sobre nuestra inteligencia. Nuevas teorias de la mente tales como la de
Howard Gardner y la mia propia, han expandido nuestro razonamiento sobre la
inteligencia y, yo creo, que nos han ayudado a darnos cuenta de que la inteligencia
es un constructo mas amplio de lo que pensabamos”.®’

Para Gardner, la inteligencia es la capacidad que tiene todo ser humano que le
permite solucionar problemas y elaborar productos importantes para uno o varios
contextos culturales. En cuanto a su dilucidacion, él afirma que después de mucha
reflexion y de investigaciones conjuntas, llegé a postular la existencia de siete
inteligencias humanas. A su modo de ver, todos los seres humanos normales, en

8 Comentario de R. Sternberg para su monografia “Triarchic abilities test”, incluida en el libro Creating
the future: perspective on educational change, compilado por D. Dickinson (disponible en
http://www.newhorizons.org/future/Creating_the Future/crfut_sternberg.html).
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mayor o menor escala, desarrollan por lo menos estas siete formas. Asi, la especie
humana ha evolucionado para pensar en lenguaje, para conceptuar en términos
espaciales, para analizar en formas musicales, para computar con instrumentos
l6gicos y matematicos, para solucionar problemas usando todo o parte de su cuerpo,
para comprender a otros individuos, y para comprenderse a si misma.

Segun Gardner, una faceta interesante y especialmente relevante de estas
inteligencias es que cada una es susceptible de ser capturada en un sistema
simbdlico. Para decidir (en términos de este autor) si una capacidad puede ser
considerada inteligencia, es necesario que responda a varios de los siguientes
criterios:

a) posible aislamiento debido a un dafio cerebral,

presencia en poblaciones especiales como los prodigios,

su arraigo en la historia evolutiva,

la existencia de una o mas operaciones para el procesamiento de informacién,
la evidencia de hallazgos psicométricos,

f) la evidencia de tareas psicoldgicas experimentales,

g) un camino de desarrollo caracteristico que incluye a uno o mas estados extremos
definibles como “expertos”, y

h) la posibilidad de codificarla dentro de un sistema de simbolos y de utilizarla en
culturas diversas.?®

Por su parte, la Teoria Triarquica de Sternberg combina la cognicién y el contexto,
para comprender la inteligencia humana y su desarrollo. La denominacion de
triarquica se debe a que esta formada por tres subteorias: la componencial o
académica, la contextual o practica, y la experiencial o creativa. De acuerdo a sus
investigaciones, estas tres inteligencias se comportan de manera relativamente
independientes. En caso de que exista una alta correlacion entre ellas, el tipo de
inteligencia general resultante no se corresponderia con una inteligencia general,
como el factor “G” identificado por los psicometras.

La Subteoria Componencial relaciona la inteligencia con el mundo interno de
individuo, y especifica los procesos que subyacen en el procesamiento de la
informacion. Un componente es un proceso (individual) elemental de informacion,
que opera sobre las representaciones internas y permite traducir una entrada
sensorial en una representacidon conceptual, para transformar ésta en otra
representacion o traducirla en una respuesta motriz.

La inteligencia académica distingue tres tipos de componentes que tienen un
caracter integrador. En primer lugar figuran los metacomponentes, dirigidos al control
de la ejecucion, de las formas de representacion, de la seleccion de una estrategia,
asi como al control de una proporcion entre velocidad y precision, y a la supervision
de la solucion. En segundo lugar estan los componentes de ejecucion o rendimiento,

8 \Jéase Gardner, H. (1987) Estructuras de la mente. La Teoria de las Multiples Inteligencias. México:
Fondo de Cultura Econdmica.
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que constituyen procesos de orden inferior, y su cometido es realizar las tareas y
ejecutar las decisiones tomadas por los metacomponentes. Aqui Sternberg incluye la
codificacion, la inferencia, la organizacién (mapping para descubrir relaciones entre
relaciones), la aplicacion, la comparacion, la justificacion, y la respuesta.

Finalmente, figuran los componentes de adquisicidén, que se emplean para adquirir
informacion nueva y almacenarla, para recuperar la ya almacenada y transferir la
aprendida. Para Sternberg existen tres componentes de adquisicion: el de
codificacion selectiva, que separa lo relevante de lo irrelevante; el de combinacion
selectiva, que organiza la informacion en una estructura nueva integrada y de mejor
comprension; y el de comparacion selectiva, que supone relacionar la informacion
nueva con la adquirida en el pasado y almacenarla.

La Subteoria Experiencial explica qué ocurre cuando se enfrentan tareas nuevas,
que exigen la puesta en escena de los componentes de adquisicion (codificacion,
combinacion y comparacion selectiva). Con el paso del tiempo, el sujeto va
adquiriendo experiencia hasta llegar a automatizar esas tareas. Se describen dos
etapas: enfrentar tareas nuevas, e interiorizar lo aprendido con su correspondiente
automatizacioén. La resolucion de tareas nuevas y su automatizacion tienen relacién
mutua de facilitacion e intercambio.

Finalmente, desde la Subteoria Contextual, Sternberg pretende llenar una omision
que las teorias de la inteligencia venian cometiendo: el analisis de las variables
situacionales. Las situaciones reales comportan una diversidad de variables
situacionales: internas (estados emocionales y motivacionales) o externas (ruidos,
interrupciones), familiares o extrafias, y favorables o desfavorables. La subteoria
contextual hace referencia a la forma en que la inteligencia opera en situaciones
reales y es aplicada a la experiencia con la finalidad de conseguir la adaptacién al
ambiente, la seleccion de ambientes alternativos, asi como la modificacion del
ambiente actual.

Hace pocos afos el prominente neurofisiélogo norteamericano (de origen checo) K.
Pribram formul6é su Teoria Holografica del Cerebro, la cual asocia las funciones
cerebrales con los hologramas. Estos ultimos constituyen las unidades
fundamentales de los microprocesadores dendriticos, en los cuales aparece
almacenado el espacio, el tiempo y el espectro (modalidad sensorial y forma de
informacion). Las cadenas de hologramas son transformables en el cerebro, gracias
a la percepcion y la cognicion.®®

Para Pribram el cerebro funciona con pautas de interferencia constituidas por frentes
de ondas eléctricas. Estos frentes serian las excitaciones o inhibiciones de neuronas
y sinapsis en el arbol de las dendritas o ramificaciones neuronales que, en conjunto,
concibe como pautas de microondas. Ahora bien, ;quién es y donde esta el
observador de la imagen construida por el holograma cerebral, el “yo” que percibe?
Segun la teoria hologréfica, el hecho de que esta informacion no tenga fronteras, de
que cada parte envuelva y contenga la informacion del todo, implica que la distincidon
entre observador y objeto se borre. Esto es sorprendente pues significa que existe

% Pribram, K. H. (1991). Brain and perception: Holonomy and structure in figural processing. Hillsdale:
Erlbaum.
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una conexion intrinseca entre la conciencia y la realidad fisica. En resumen: no
existe un yo observador en el cerebro o la mente. El holograma cerebral es a la vez
fisico, en tanto sucede como una interferencia de frentes de onda, y mental en el
sentido de que es experimentado como una sensacion, un pensamiento, un
recuerdo o una emocion.

A partir de las tesis de Pribram, L. Vandervert ha desarrollado una teoria
denominada “Positivismo  Neuroldgico”.®® Esta neuroepistemologia también
establece que el cerebro tiene una organizacion holografica, pero no impuesta en
este 6rgano, sino resultante de una “evolucion catalitica de potencia maxima”. De la
misma forma que las aletas del pez reflejan las propiedades hidrodinamicas del
agua, la organizacion holografica del cerebro representa un “diagrama de fuerzas”
que refleja la propia evolucidn historica de la energia necesaria para la
supervivencia. Este positivismo plantea que tal organizacion refleja exactamente el
mundo real, pero presupone que este ultimo puede ser modelado cognitivamente en
forma simbdlica (v. gr. la relatividad de A. Einstein, la incompletitud—inconsistencia
de K. Godel y la incertidumbre de W. K. Heisenberg), y que el pensamiento tiene un
caracter algoritmico.

En la figura 5 se ilustra un diagrama simplificado de la energia autocatalitica de
retroalimentacion, ilustrando la exteriorizacion del sistema de simbolos desde la
organizacion algoritmica del cerebro. La apariencia de un ocho, segun Vandervert,
conecta mediante un lazo movil la energia del mundo, el cerebro y la mente.

Los modelos mentales
mas pptentes son
exteriorizgdos a través de
la/historia

izacion
ica del
adaptado

ambiente cerebro pr.

Figura 5. La vision positivista de Vandervert

Es interesante la manera en que Vandervert defiende sus postulados: “En el
Positivismo Neuroldgico los algoritmos se definen como métodos ordenados de
transferencia de energia de informacion que proporcionara soluciones a los

% vandervert, L. R. (1993) Neurological positivism’s evolution of mathematics. Journal of Mind and
Behavior, 14 (3), 277-288.
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problemas. La energia e informacién no pueden resolver problemas (no pueden
trabajar) a menos que se transfieran de alguna manera termodinamica y algoritmica.
[...L]os algoritmos, la energia y la informacién se definen con dependencia mutua,
no hay necesariamente procesos no algoritmicos de resolucion de problemas en el
cerebro”.®’ A partir de sus postulados, Vandervert explica que los esquemas
simbdlicos de la Matematica son formas simbdlicas puras de la organizacion
algoritmica del cerebro; argumentando, por ejemplo, que no puede ser casual la

inestimable aplicacion del lenguaje matematico a la formulacién de las leyes fisicas.

Aunque las ideas desarrolladas por esta neuroepistemologia se sustentan sobre
investigaciones neurologicas de avanzada, es necesario sefalar que trata de
formalizar en sumo grado los problemas gnoseoldgicos, con una marcada tendencia
a rechazar el psicologismo y a desterrar de la Filosofia la eterna antitesis entre
materialismo e idealismo. Ademas, la “naturaleza simbdlica” del pensamiento no va
mas alla de una version moderna de la extinta Teoria de los Jeroglificos. De todas
formas, un elemento positivo consiste en reconocer la existencia de una unidad
holistica que relaciona la mente, el cerebro, la conducta y el medio ambiente.

Otro caso singular corresponde a Jeff Hawkins®, para el cual el cerebro funciona a
base de reconocimiento de patrones. Para ello desarrolla unos algoritmos
suficientemente generales, de manera que se puedan reconocer y aprender
imagenes, sonidos, el lenguaje, etcétera. Segun Hawkins, cada paso desde la
informacion “cruda” hasta la idea abstracta se basa en el mismo algoritmo. El papel
de cualquier region del cortex, consiste en averiguar qué relacion hay entre sus
inputs, memorizarla y usar esa memoria para predecir cdmo se comportaran los
inputs en el futuro.

Hawkins cree que su teoria podria convertirse en la norma unificadora. Afirma que
tuvo una revelacion a mediados de la década de los 80 mientras caminaba hacia la
puerta de su oficina en su casa de Mountain View, California. En ese preciso
momento, se preguntd qué pasaria si la puerta cambiara, por qué se daria cuenta. Y
se contestd: “Me daria cuenta del cambio porque mi cerebro ya predecia qué
aspecto tendria la puerta. Los cerebros no son como las computadoras, a las cuales
uno introduce simbolos, y luego sale de ellas algo diferente. En lo que al cerebro se
refiere, todo son patrones de informacién”.%

Como se ha podido apreciar, multiples han sido los intentos por develar la naturaleza
del pensamiento humano. Ya la idea de un “cerebroscopio” fue adelantada por el
filosofo austriaco, H. Feigl (1902-1988, miembro del Circulo de Viena), como un
experimento mental para defender la idea de que la mente y el cerebro son una sola
cosa. Imaginé a un cientifico que desarrolla una maquina de registro cerebral cuya
informacion pudiera hacerse coincidir con los eventos mentales. Para ello, el
cientifico, debe aplicar el aparato a su propio cerebro y anotar, momento a momento,

" Vandervert, Ibid., p. 278.

%2 Jeff Hawkins es el inventor de la Palm Pilot y uno de los creadores informaticos y empresarios de
mas éxito de Silicon Valley (California). Fundador de Palm Computing, de Handspring y del Instituto
Neurocientifico Redwood, cuyo objetivo es promover las investigaciones sobre la memoria y el
conocimiento. Miembro del departamento cientifico del Cold Spring Harbor Laboratory.

% Veéase Hawkins, J. y Blakeslee, S. (1995) Sobre la Inteligencia. Madrid: Espasa Calpe.
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los aconteceres de su mente y correlacionarlos con el registro del cerebroscopio. De
esta manera ira encontrando “leyes psicofisicas” que le permitan saber que un
registro determinado corresponde a tal emocién, imaginacién o pensamiento.

Esto es tedricamente posible y cabe recordar que el descubrimiento del
electroencefalograma por H. Berger, en los afos treinta, se debié a una idea de
construir precisamente una maquina que revelara la mente mediante el registro de
las corrientes cerebrales. Berger hubo de desilusionarse porque el registro del
electroencefalograma no tendria una correlacion precisa con estados mentales,
aunque su descubrimiento inicié una época maravillosa para la neurofisiologia.

En la actualidad existen dos técnicas de gran interés para el analisis del
funcionamiento del cerebro. La primera es heredera precisamente del aparato de
Berger y consiste en hacer mapas de la actividad eléctrica o magnética del cerebro y
filmarlos en tiempo real. La segunda consiste en hacer mapas de la actividad
metabdlica del cerebro, al introducir moléculas quimicas radiactivas al organismo y
registrar la radiactividad a través del craneo, mientras los sujetos realizan
operaciones mentales.

Estas “imagenes cerebrales” han reafirmado la localizacién precisa de operaciones
mentales como la percepcion, el pensamiento y la emocion, y se acercan con
inmensas perspectivas a la idea de Feigl de establecer correlaciones entre la mente
y el cerebro. Al menos de donde y cuando se efectuan actividades mentales
precisas, sin embargo aun estan lejos de saber como. Falta mucho por recorrer, no
so6lo en las técnicas neurofisioldgicas sino también en el analisis de la conciencia.
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3. CONCEPTOS Y PROCESOS BASICOS

Erigir el sustrato tedrico de la RP siempre constituye un desafio. Son multiples y
heterogéneos los aspectos que merecen dilucidacion. En general es necesario
buscar argumentos de orden filosofico, psicologico y didactico, para responder
disimiles problematicas epistemoldgicas que se presentan. Es necesario esclarecer
conceptos difusos como “problema matematico”, y develar procesos complejos como
“desarrollo cognoscitivo humano”. También es preciso deslindar como debe
enfocarse la RP en el contexto escolar. ¢ Se trata de una habilidad, una capacidad o
una competencia? Todo esto constituye una premisa esencial para el
esclarecimiento de la actividad de RP, su ensefianza y aprendizaje.

§ 3.1 Epistemologia de la resolucién de problemas

Tratar de elaborar una plataforma teérica para explicar el complejo proceso de RP es
un reto. Algunos investigadores asumen modelos tedricos de otras disciplinas
(ajenas incluso a la DM), con la intencién de encontrar modelos que sirvan para tal
propésito. Un caso muy conocido ha sido la importacion realizada por H. Steiner del
“principio de complementariedad”, perteneciente a la Mecanica Cuantica®. Este

% Este principio fue enunciado por N. Bohr en 1928 y afirma que los fotones y los electrones actuan
unas veces como ondas y otras como particulas, pero estas propiedades no pueden observarse
simultaneamente, aunque son complementarias entre si y necesarias para una interpretacion
correcta.
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principio ha constituido una herramienta adecuada para interpretar las relaciones
entre los diferentes tipos y niveles de conocimiento y actividad, puestos en
contraposicion.

En términos logicos, si se considera U como el universo de fenomenos que se dan
en DM, estos pueden estar caracterizados por la teoria X o la teoria Y. Si ambas
teorias verifican los principios de no contradiccion y del tercero excluido, y cumplen
que su interseccidn es vacia y que su unién explica completamente a U, entonces
son teorias complementarias. La complementariedad puede verse en la
contraposicion establecida entre el paradigma cualitativo y el cuantitativo, entre
teoria cientifica y conocimiento empirico, entre metaconocimiento y conocimiento
primario, etcétera.

Un analisis objetivo del proceso de RP demanda el estudio del contenido y la forma
en que este tiene lugar. Tal analisis debe comenzar por las complejas disquisiciones
filosoficas relativas a la Matematica, y particularmente a su epistemologia. No se
trata de asumir tacitamente el materialismo dialéctico, para luego no ser lo
suficientemente consecuente con él. La complejidad que encierra la RP matematicos
es notable, de manera que el establecimiento de sus fundamentos constituye una
tarea dificil.

Algunas preguntas tales como ¢la Matematica es exacta e infalible, o falible,
perfectible, evolutiva y provista de significado como las demas ciencias? y ¢la
Matematica es una creacion del hombre o existen fuera de la mente humana?,
pueden servir de base para el estudio de las creencias y concepciones que los
estudiantes tienen sobre los problemas. Por su parte, otras preguntas tales como
,qué es el algebra escolar? o ;qué es aprender Matematica?, muestran la
necesidad de replantear muchas hipotesis sobre el proceso ensefianza—aprendizaje
de esta ciencia.

La Matematica ha sido enfocada desde disimiles presupuestos filosdficos. Resalta
desde tiempos remotos el “Platonismo”, donde esta ciencia constituye un sistema de
verdades absolutas que han existido siempre e independientemente del hombre.
Innumerables hechos empiricos revelan que algunos estudiantes y profesores
asumen (ocasionalmente o no) posiciones platonicas respecto a los problemas. Por
ejemplo, en una clase el maestro pregunta al alumno: ¢no entiendes este
problema?, mientras sefiala con su dedo indice la orden que aparece en la libreta.
También suele ocurrir que un alumno le diga un compaiero: jte he traido un
problema!, mientras le muestra un papel escrito. §Acaso el problema constituye un
objeto que existe fuera e independientemente de la conciencia humana? Aqui se
pone de relieve una vez mas la necesidad de esclarecer los presupuestos filoséficos
de la RP.

A comienzos del siglo pasado existié inquietud por esclarecer las dudas sobre la
naturaleza epistemologica de la Matematica en su modelo euclideo. Tres programas
trataron de sanear las fisuras de sus fundamentos: el “Logicismo” de B. Russell, el
“Formalismo” de D. Hilbert, y el “Intuicionismo” de L. E. J. Brouwer. Para el primero
la Matematica es una rama de la Logica; para el segundo constituye una creacién de
la mente humana y existe solamente en axiomas, teoremas, etcétera; y para el
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tercero son un fruto de la elaboracion mental, a partir de lo que se percibe mediante
los organos de los sentidos, asi como el propio estudio de esas construcciones
mentales. Los tres intentos fracasaron y la Matematica, en lugar de seguir buscando
su afirmacion en el supuesto modelo perfecto (euclideo) de la ciencia por
excelencia, acepté como mas plausible el enfoque empirista.

En efecto, respecto a las teorias o grandes sistemas proposicionales, los patrones
especificos de ordenacion del conocimiento complejo y organizado determinan, junto
con el nivel en el que son introducidos los valores de verdad, los distintos tipos
epistemoldgicos: teorias euclideas, teorias empiricas y teorias inductivas. Estas
son diferentes porque determinan de manera distinta el patron organizativo de las
distintas proposiciones que contienen, asi como el flujo de verdad o falsedad del
sistema. En el caso particular de las euclideas “[e]l significado, lo mismo que la
verdad, se inyecta en la cuspide y fluye hacia abajo de modo seguro por los
canales preservadores del significado de las definiciones nominales, desde los
términos primitivos hasta los ultimos definidos. Una teoria euclidea es eo ipso

consistente pues todas las proposiciones que ocurren en ella son verdaderas".*

Respecto a las teorias empiristas hay que aclarar que no es igual a empiricas en el
sentido sensorial, sino que hacen alusion a la situacion de los valores de verdad y su
flujo, de modo que si en la base hay proposiciones falsas el sistema deductivo que
articula la teoria trasmite falsedad a los resultados, pero si hay verdad en la base no
se puede asegurar que los resultados sean verdaderos. Son teorias que se pueden
“falsear” o refutar pero no probar. Lakatos lo define asi y lo resume del siguiente
modo: “Mi unica condicidn para que una teoria sea empirista estriba en que el valor
de verdad esté inyectado en la base, cualquiera que ésta sea, ‘factica’, ‘espacio—
temporalmente singular’, ‘aritmética’ o lo que se quiera”.®

En esta visidn la fuente de la que provenga la inyeccion de verdad es secundaria,
no importa si la verdad fluye de la experiencia, o de la autoevidencia, lo que importa
es como fluye. Asi el tipo de verdad inyectada no cambia el paradigma y es
analogamente empirista el fluir de la verdad linguistica de L. Wittgenstein y el de
la verdad légica de Russell, el de la falsedad y “verosimilitud” de K. Popper o el
de la probabilidad de R. Carnap.

La tercera opcion es el inductivismo, que pretende el ascenso de la verdad desde
la base hasta la cuspide, y asi establecer un principio légico de retransmision de la
verdad. El paso de los principios induccionistas a una prueba légica ha fracasado.
Aun Russell que lo intentd con su “construccionismo” no pudo resolver el problema
de la “definicién inductiva”.

En cuanto a la clasificacion epistemolégica de la Matematica actualmente no
puede sintetizarse en una de estas tres corrientes, pero a través de los
neoempirismos de Russell, Quine, Carnap y fundamentalmente de Popper se llega
a desterrar el modelo euclideo y a proponer que “bajo la influencia de la critica
moderna de sus fundamentos, la Matematica habia perdido ya gran parte de su
‘certeza absoluta’ y que en el futuro, debido a la aparicion de nuevos axiomas de la

ZZ Lakatos, I. (1981) Matematicas, ciencia y epistemologia, Madrid: Alianza Universidad, pp. 17—18.
Ibid., p. 19.
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teoria de conjuntos, seria cada vez mas falible”.?” Esto indica que se ha
evolucionado desde una teoria euclidea hacia una teoria empirica o cuasi—
empirica.

Lakatos asume el modelo cuasi—empirista (muchos lo clasifican como moderado). En
las teorias de Lakatos no se sabe nunca, solo se conjetura. Por tanto, la pregunta
clave que sustituye a ¢se puede conocer? consiste en ¢ se pueden mejorar o no las
conjeturas? “Los escépticos seguiran preguntandose ;como sabemos que
mejoramos nuestras conjeturas?, pero ahora la respuesta es facil: lo conjeturamos,
no hay nada incorrecto en una regresién infinita de conjeturas”.?® Si se puede
afirmar que la Matematica ha evolucionado desde el ideal euclideo al empirico, es
porque su metodologia 'y objetivos han ido cambiando paulatinamente.

A pesar de haber predominado por siglos, la perspectiva platonica debié ceder
terreno a otros paradigmas menos absolutistas. Uno de los movimientos que ha
intentado reformar la ensefanza de las ciencias lo constituye la “Pedagogia
Constructivista”, que es diametralmente opuesta por naturaleza.® Muchos estudios
empiricos han demostrado que existe un vinculo entre los profesores que poseen
una vision absolutista de la Matematica y una ensefianza basada en el fracasado
modelo de transmisién—recepcion. De la misma manera existe un vinculo entre los
que poseen una visidn falibilista y una ensefianza constructivista. Sin embargo, los
propios estudios revelan que estas relaciones no son totalmente directas.'®

Sobre la base de esta nueva concepcién de la Matematica se han erigido varias
corrientes en la actualidad, las cuales repercuten con mucha fuerza en la DM
mundial. A continuacion se describen las tres predominantes, ora por el numero de
publicaciones afines, ora por la presentacibn de memorias en eventos
internacionales (especialmente los ICME). No es posible establecer un orden claro
en la fecha de aparicion de estas corrientes, pues la historiografia de cada una tiene
raices que se entremezclan. Se ha optado por enumerarlas segun el afio en que sus
figuras mas emblematicas publicaron sus obras mas conocidas.

La primera corriente se adscribe al enfoque antropolégico, como base
epistemologica de la DM. Se trata de la “Etnomatematica” de U. D’Ambrosio, cuya
principal novedad consiste en el cambio de planteamientos en relacion a la
posibilidad y entidad del conocimiento matematico. Este ultimo es posible e
inseparable de sus productores, de manera que asume una posicion dogmatica.
Ademas, el conocimiento matematico tiene sentido, validez, y se encuentra integrado
en cada cultura inseparablemente. Los juicios sobre la validez son “locales” no
“‘universales”. Por lo tanto, también se trata de una corriente pragmatica que atribuye
el poder de validar a la comunidad cientifica, en su contexto histérico concreto.

" K. Gédel, 1944; citado por Lakatos, Ibid., p. 45.

% | akatos, Ibid., p. 24.

% Junto a este gigantesco movimiento se han identificado otros dos: “Historia y Filosofia de la
Ciencia” y “Ciencia, Tecnologia y Sociedad”. Véase un analisis de sus aspectos positivos y negativos
en: Turner, S. & Sullenger, K. (1999) Kuhn in the classroom, Lakatos in the lab: Science educators
confront the nature—of—science debate. Science, Technology & Human Values, 24 (1), 5-31.

190 \/¢ase, por ejemplo, Roulet, G. (1992) The philosophy of mathematics education: What does this
mean for the child in the classroom? Philosophy of mathematics education newsletter, 6, 8-9.
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D’Ambrosio establece una conexién directa entre epistemologia y Etnomatematica,
cuando presenta dicha corriente como un programa tedrico y una practica
pedagogica interesada en cuestiones tales como: ;de dénde vienen las ideas
matematicas?, ;como estan organizadas?, ;como avanza el conocimiento
matematico?, y ¢itienen estas ideas algo que ver con el entorno en su conjunto,
sociocultural o natural?'"’

M. Borba, por su parte, pone de relieve dos aspectos esenciales de esta corriente:
los conceptos de “problema” y “dialogo”, como partes integrantes de su vision de los
seres humanos; asi como la relacion entre esta vision y la Etnomatematica. El
primero de estos conceptos es esencial para la RP y sera retomado en el siguiente
epigrafe. Por su parte, este autor afirma que el didlogo es una relacion intersubjetiva
en la que se emplean signos tales como palabras, gestos, pausas, etcétera; los
cuales sirven de indicadores culturales de los que estan dialogando. “El simple
hecho de dar nombre a una cosa muestra su importancia en una cultura dada”.'®
El conocimiento matematico queda ligado al lenguaje, asi como a la cultura del que

lo “crea” o lo “reconstruye”; por tanto, tiene un caracter relativo.

Todas las culturas hacen Matematica, aunque la expresen en lenguajes especificos.
“El conocimiento matematico, expresado en el cddigo linguistico de un grupo
sociocultural dado, es llamado ‘Etnomatematica’. En este contexto ‘etno’ y
‘matematica’ deberian adquirir un sentido amplio [...] ‘matematica’ debe considerarse
como un conjunto de actividades tales como cifrado, medida, clasificacion,

ordenacion, inferencia y modelacion”.'®®

Es evidente que esta epistemologia antropoldgica tiene claras implicaciones para la
educacion. Si personas diferentes producen distintos tipos de matematicas, no es
posible pensar en una educacion con procesos uniformes que se desarrollen en el
mismo sentido por diferentes grupos. La DM deberia desarrollarse teniendo en
cuenta las peculiaridades culturales de cada grupo social, desde una perspectiva
multicultural.

Para que los educadores desarrollen puntos de vista basados en la Ethomatematica,
es importante considerar los conceptos de dialogo social y de problema. Se podrian
encontrar problemas basados en las ethomatematicas, evitando el uso de pseudo—
problemas. Los problemas a resolver podrian ser elegidos tanto por los estudiantes
como los profesores, a través de un dialogo que fortalezca y aliente una conciencia
critica. El conocimiento puede considerarse como un producto de esta relacion
dialéctica a través del didlogo. Ambas partes aprenderian una de la otra.

Un dialogo en el que el profesor se exprese desde sus supuestos etnomatematicos
mientras los estudiantes lo hagan desde los suyos, produce conocimiento
matematico y puede conducir a que los educandos afiancen sus raices socio—
culturales. Asi, sus conocimientos “etno” serian legitimados, reconocidos vy
valorados, en el proceso educacional. La DM partiria del supuesto de que la

9" b’Ambrosio, U. (1994) Cultural framing of mathematics teaching and learning. In: R. Biehler et. al.

gEds.), Didactics of Mathematics as a Scientific Discipline (p. 454). Dordrecht: Kluwer.
122 Borba, M. (1990) Ethnomathematics and Education, For the Learning of Mathematics 1 (10), p. 39.
Ibid., p. 40.
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Matematica no es una expresion unica y excluyente, sino que se construye
socialmente.

La segunda corriente se deriva particularmente de la anterior y aparece encabezada
por la obra de O. Skovmose, el cual fundd su “Matematica Educativa Critica”*, a
partir de la Teoria Critica de la Escuela de Frankfurt'®. En Skovmose resalta una
vision histérica del término “criticismo”, mostrada por E. Kant y G. Hegel, e
interpretado por C. Marx. El va mas alla respecto al significado de este término,
retomando las ideas de la Escuela de Frankfurt (particularmente M. Horkheimer y H.
Marcuse), y haciendo una distincion entre los conceptos de crisis, criticismo y
emancipacion.'® Sobre la base de estos conceptos se erige una DM de profundas
raices humanistas, destacando los diferentes caminos a través de los cuales se
desarrolla la sociedad, desentrafiando el papel de la escuela en este desarrollo, y
proveyendo a los estudiantes con competencias que les faciliten identificar y
reaccionar ante los problemas que le depara la vida.

En tercer lugar se erige el “Constructivismo Social” de P. Ernest, perspectiva
falibilista’®”” basada en el convencionalismo de L. Wittgenstein'® y el cuasi-
empirismo de Lakatos. Los supuestos ontoldgicos del Constructivismo Social llevan
a la adopcion de las teorias pragmaticas del significado. Los objetos matematicos
son considerados como simbolos de unidades culturales, emergentes de un sistema
de usos, ligados a las actividades de RP que realizan ciertos grupos de personas y
que van evolucionando con el tiempo.'%

Ernest resalta un grupo de problemas filosoéficos relevantes para la DM, entre los que
figuran: ¢ qué postulados filoséficos, posiblemente implicitos, sostienen la ensefianza
de la Matematica?; json validos estos postulados?; y ¢cuales recursos son
adoptados para llevar a cabo los objetivos de la ensefianza de la Matematica?''
Después de criticar el absolutismo y la falacia de los programas euclideos, expone
su criticismo desde una perspectiva falibilista.

Es presumible que cualquier reconstruccion de la DM, tomando como base alguna
de estas corrientes, abrira un inmenso campo de problematicas interesantes para la
ciencia. Uno de estos desafios ha sido asumido por los defensores de la

104 \yéase Skovsmose, O. (1994) Towards a philosophy of critical mathematics education, Dordrecht:
Kluwer Academic Publishers.

105 Principalmente las obras de Marcase, Adorno y Habermas, aunque se basé también en otros
fildsofos criticos de las tecnologias como Ellul. Véase http://www.people.ex.ac.uk/PErnest/pome/
pomprt10.htm

1% |bid., § 1.6.

97 Ernest precisa que se trata de un tipo especial de falibilismo (él describe tres), para el cual los
conceptos, definiciones y reglas de la Matematica son inventadas y desarrolladas por milenios,
incluyendo las reglas de la verdad y de las demostraciones.

1% Ernest asume particularmente sus nociones de “juego de idioma” y “formas de vida”. Wittgenstein
subrayaba la esencia constructivista de la Matematica: “Se habla de descubrimientos matematicos.
Una y otra vez trato de mostrar que lo denominado descubrimiento matematico seria mucho mejor
llamarlo invento matematico” (Wittgenstein’s lectures on the foundations of mathematics. lthaka, 1976,
p. 22).

199 y/éase Ernest, P. (1991) The philosophy of mathematics education. London: Falmer Press.

"% bid., pp. XII=XIII.
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denominada “Didactica Fundamental”, la cual sera tratada mas abajo, de manera
que el abordaje de la RP se presente como una perspectiva no tradicional.

Siguiendo por los senderos de las disquisiciones filosdéficas, a continuacion se
examinara la cuestion relativa a la concepcidon matematica de los problemas. En
general, estos pueden ser enfocados como objetos matematicos, lo cual constituye
‘el emergente de un sistema de practicas donde son manipulados objetos
materiales que se desglosan en diferentes registros semiéticos”."'" Chevallard llama
‘praxema” a los objetos materiales ligados a las practicas y utiliza esta nocidn
para definir un objeto como emergente de cierto sistema de praxemas. Este autor
no se interesa por la nocion de significado de un objeto, centrando su atencion, por
el contrario, en una nueva nocién tedrica que domina relacion al objeto (rapport al’
objet) sobre la que apoya su teoria del conocimiento, 0 mas bien, su antropologia
cognitiva.

En este marco tedrico un objeto existe desde que una persona o institucion reconoce
este objeto como existente para si. La distincién entre el dominio de lo personal,
de lo institucional, y de sus mutuas interdependencias es uno de los ejes principales
de esta antropologia cognitiva. Un énfasis excesivo sobre el plano institucional
puede ocultar la esfera de los procesos cognitivos, los cuales quedan diluidos en la
perspectiva de Chevallard. Sin embargo, es relevante la diferenciacion que se
establece entre objeto institucional, como base del conocimiento objetivo, y objeto
personal, cuyo sistema configura el conocimiento subjetivo y proporciona una
interpretacion util que sirve entre otras cosas para explicar la diferencia entre el
concepto y la concepcion del sujeto. Todos estos hechos justifican que un mismo
problema puede aparecer durante la realizacién de objetivos docentes o cientificos,
llevar el sello personal de su autor, a la vez que su relevancia adquiere magnitud
variable atendiendo a la época y al contexto sociocultural donde surge.'"?

Resolver problemas es un signo distintivo de la actividad matematica. Ernest
identificd tres concepciones generales de esta actividad: la platénica, la instrumental
y la de RP." En este trabajo se enfatiza esta Gltima, por considerar la Matematica
como una disciplina dinamica y cambiante, la cual esta en constante desarrollo y
reajuste ante las nuevas situaciones problémicas. La perspectiva platonica es
idealista subjetiva y se desecha totalmente. La instrumental se inscribe en una vision
pragmatica pero no es posible desecharla del todo pues se estaria negando un
papel esencial de la Matematica, reflejado en el desarrollo de habilidades para
resolver problemas practicos, para usar agilmente el lenguaje simbdlico, los
procedimientos y algoritmos, y para desarrollar el pensamiento légico—formal.

Todavia desde la perspectiva que aqui se enfatiza es necesario hacer otra precision.
En efecto, algunos autores suponen que la RP va dirigida a comprender mejor la
Matematica; mientras que otros asumen que la comprension de esta ciencia consiste

" Chevallard, Y. (1991) La transposition didactique du savoir savant au savoir enseigné. Grenoble:
La Pensée Sauvage Editions, p. 8.

"2 Cf. Diaz, G. J. y Batanero, M. C. (1994) Significado institucional y personal de los objetos
matematicos. Reserches en didactique de mathématiques, 14 (3), 325-355.

"3 Ernest, P. (1989) The knowledge, beliefs and attitudes of the mathematics teacher: A model. British
Educational Research Journal, 15 (1), p. 21.
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en poder llegar a resolver mejor los problemas. A juicio del autor, esta visién engloba
un amplio espectro de la actividad matematica, pero todavia requiere de un analisis
mas profundo. Segun W. T. Gowers, a pesar de que ambos postulados “tienen algo
de verdad”, para varios eminentes matematicos (y se refiere particularmente a M.
Atiyah) hacer matematicas no supone una meta en particular, excepto “la meta de

comprender la Matematica”.""*

Otro aspecto importante, relativo a la filosofia de la Matematica, dimana de la
interrogante: ¢todo problema tiene solucién?. En vista de que todo el conocimiento
matematico refleja propiedades intrinsecas de la realidad objetiva, la respuesta
estara condicionada por la conocida controversia entre los representantes del
materialismo dialéctico —quienes afirman que el mundo es cognoscible— y los
agnosticos —quienes afirman que o bien no se puede conocer o, al menos, no se
sabe qué se puede y cuando se conoce—, lo cual constituye un tema basico de la
epistemologia.

Como muestra de este problema en Matematica, con un marcado intuicionismo,
Brouwer solia “demostrar” la inconsistencia de los razonamientos basados en el
infinito actual, mediante un ejemplo relativo al desarrollo decimal del numero n. Para
defender sus criterios, él solia afirmar que es imposible decidir si en dicho desarrollo
existen diez novenas seguidas. Hace pocos afnos, en la Universidad de Columbia,
tras calcular mas de mil millones de cifras de n con una computadora “CRAY-2", se
observé que desde el lugar 762 hasta el 767 existen seis novenas seguidas, lo cual
advierte del peligro que entrafia tan categdrica afirmacion.”’® Con una concepcién
distinta a la de Brouwer, Hilbert profirié publicamente: “Esta capacidad de resolver
cualquier problema matematico es un fuerte incentivo para nuestro trabajo. Oimos
resonar siempre en nuestros oidos el siguiente llamamiento: este es el problema,
busca su solucién. La puedes encontrar con el pensamiento puro, ya que en
Matematica no existe el ignorabimus”."®

Las doctrinas del materialismo dialéctico inclinan la balanza hacia los postulados de
Hilbert. Esto no excluye la posibilidad de que, en determinado momento historico, no
estén dadas las condiciones objetivas y subjetivas para resolver un problema
(ignoramus). La historia de la Matematica estda colmada de ejemplos, como el
teorema fundamental del Algebra hasta los tiempos de Gauss; o el “Gran Teorema
de Fermat”, hasta hace poco mas de una década, con los trabajos de A. Wiles. No
obstante, es en el conocimiento del mundo real donde el ignorabimus no existe. Es
necesario recordar que la publicacién del primer teorema de Gddel, en 1931, sacé a
colacion la existencia de limites ontoldégicos en cualquier axiomatizacion. Una
consecuencia metodoldgica muy peculiar consiste en la existencia de proposiciones

"4 Gowers, W. T. (2000) The two cultures of mathematics. In: V. Arnold et al. (Eds.). Ibid., p. 66.

"% Actualmente se conocen 1241100 000 000 lugares decimales del numero n. Este record se debe
al japonés Yasumasa Kana, el cual se basé en un algoritmo creado en 1986 por los hermanos
Jonathan y Peter Borwein, utilizando para ello una computadora HITACHI SR8000/MPP en la
Universidad de Tokio (Guinness World Records). La persona que ha conseguido memorizar mas
decimales es Akira Haraguchi, un japonés de 59 afos, que en julio de 2005 batio el récord del mundo
al recitar 83 431 digitos de memoria, para lo que necesitd mas de 13 horas.

"8 Historico discurso pronunciado en el Il congreso de la IMU, Paris, 8 de agosto de 1900. Tomado
de Fundamentos de la Geometria. Apéndice X, CSIC, Madrid, 1991.
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indemostrables e irrefutables en el marco de sistemas formalizados. La autenticidad
de tales afirmaciones sélo puede ser constatada por vias no formales. Por este
motivo, los teoremas de Gddel echaron por tierra el programa formalista del
eminente matematico aleman.

Desde la perspectiva psicolégica, un camino adecuado para estudiar el proceso de
resolucion de problemas, es el enfoque historico—cultural de Vigotsky. Desde esta
perspectiva, se enfatiza la naturaleza social del desarrollo psiquico del hombre, asi
como la unidad entre psiquis y actividad. El principio fundamental que sustenta este
enfoque consiste en que los procesos mentales pueden nacer en la actividad
planificada, para luego convertirse en 6rganos funcionales de la propia actividad. Sin
embargo, en el contexto escolar no todo se puede ensefar, pues el desarrollo no
depende directa y linealmente de la ensefianza aunque esta, en ultima instancia,
conduzca al desarrollo.

Uno de los principales aportes de la obra de Vigotsky consiste en la nocién de “Zona
de Desarrollo Proximo” (ZDP) que expresa la relacion interna entre la ensefianza y el
desarrollo. En su versidn clasica, este concepto se caracteriza por la necesidad de
una relacion asimétrica novato—experto, como génesis (en el primero) de los
procesos psicologicos superiores; y también por la aparicion de una potencialidad,
como emergente de esta relacion. Aqui se manifiesta la ley genética del desarrollo,
que postula que todo proceso psiquico aparece dos veces: primero en una relacion
interpersonal, después como dominio intrapersonal.

R. Corral ha planteado que “[...l]Ja relacion interpersonal que postula la ZDP produce
un emergente, un resultado que no puede ser fundamentado en la herencia
filogenética, sino en la cultura compartida; la potencialidad emerge de una ejecucion
que no esta prevista en la maduracion organismica, bien por la reorganizacion de
funciones naturales en la direccion de ejecutar tareas culturales, bien por la
aparicion de funciones psiquicas que no tienen antecedentes naturales. La cultura
compartida, condensada en sistemas simbdlicos, actia como una estructura
yuxtapuesta sobre la estructura del organismo, usandola, desviandola y hasta
creando nuevas funciones —las funciones psiquicas superiores— por reorganizacion e

instalacion”.'"”

Junto a la interpretacion clasica, actualmente se han dado otras dos interpretaciones
de la ZDP. En una se parte de la distancia entre los conceptos cotidianos y los
conceptos cientificos, explorando el camino de unos a otros; en la otra se identifica
la diferencia entre sujeto individual y sujeto colectivo, y la posibilidad de crear nuevas
extensiones a la cultura. Las tres formas son aceptables, pero aun requieren de una
mayor precisidon conceptual y metodoldgica. Por ejemplo, para poder comprender
profundamente la categoria de ZDP hay que relacionarla, de manera plena e
integrada, con el concepto “Situacién Social de Desarrollo”. La separacion de este
par dialéctico conduce a una interpretacion abstracta y limitada de la ZDP, pues se
pierde de vista el complejo sistema de influencias y autoinfluencias que actuan sobre
el estudiante antes y después de la clase.

"7 Corral, R. (1999) Las “lecturas” de la zona de desarrollo préoximo. Revista Cubana de Psicologia.
16 (3), pp. 201-202, Universidad de la Habana.
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En la figura 6 Gallimore y Tharp''® ilustran el progreso experimentado al pasar de la

ayuda externa a la interna (niveles | y IlI). Una vez que el contenido ha sido
asimilado, nuevos motivos impulsan al sujeto a continuar su desarrollo cognoscitivo,
requiriendo nuevamente de ayuda. En la medida que este proceso tiene lugar, el
novato dependera menos del experto, de manera que el lazo recurrente tendera
gradualmente hacia el nivel Il (lo cual no niega posibles regresiones). Bajo esta
concepcion es posible comprender los mecanismos de desequilibrio y reacomodo
vistos por Piaget, pues el primero puede ocurrir durante el transito Il1-1V al surgir una
nueva situacion problémica, en tanto el segundo resulta de la transicion Il-lll. De
esta manera es posible concebir el desarrollo como un proceso que, en si mismo,
genera desarrollo.

. Lazo recurrente
Capgmdad / Capacidad
en ciernes desarrollada

* zoNA DE DESARROLLO PROXIMO 1
~Ayuda proveida por: Ayuda proveida | Interiorizacién . Desautomatizacion:
otros mas capaces:: por si mismo. Automatizacion | Recurrencia a traves
familiares, Fijacion . de los niveles
maestros, i precedentes.
condiscipulos ... !
NIVEL | NIVEL Il NIVEL Il NIVEL IV

Figura 6. Génesis del desarrollo cognoscitivo humano

La transicion por los cuatro niveles y la iteratividad del lazo pueden ilustrarse de
muchas maneras. Por ejemplo, en la medida que el alumno se apropia del concepto
funcién, la consideracion de nuevas correspondencias le facilitara el estudio de
nuevas propiedades. El trabajo sobre la ZDP puede verse tras el desequilibrio que
ocasiona la existencia de entes desconocidos. Asi ocurre con las funciones
exponenciales en onceno grado, al considerar la posibilidad de variar el exponente
de a° para valores constantes de la base (situacion problémica que propicia el
transito IV-I).

En esta ocasion el alumno dependera menos de la ayuda externa, por cuanto su
experiencia acumulada durante el estudio de otras funciones le llevara de inmediato
al analisis de varias propiedades. Incluso, puede llegar a observar el acercamiento
asintético que experimenta el grafico, lo cual constituye una nueva propiedad
(tendencia del lazo hacia el nivel Il). La ejercitacién subsiguiente facilitara la fijacion
del concepto (nivel 1ll). No obstante, en la misma unidad tematica ocurrira un nuevo
desequilibrio, al emerger la necesidad de abordar la funciéon logaritmica como
inversa (nuevamente el transito IV—I, pero cualitativamente superior).

"8 Gallimore, R. & Tharp, R. (1990) Teaching mind in society: Teaching, schooling, and literate
discourse. In L. C. Moll (Ed.): Vygotsky and education. Instructional implications and applications of
sociohistorical psychology (p. 185). Cambridge: Cambridge University Press.
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El hecho de que en el grafico anterior se integren algunas ideas de Piaget y Vigotsky
contrasta con hipétesis opuestas que saltan a la vista: por un lado el desarrollo se
prolonga en el aprendizaje (un mecanismo interno para el desarrollo y el
aprendizaje), mientras que por el otro el aprendizaje va orientando el desarrollo (un
proceso de internalizacion de la cultura). Sin embargo, ambas teorias no son
incompatibles ni tampoco complementarias.

J. A. Castorina y sus colaboradores''® han sefialado que la cuestion basica acerca
de si son incompatibles o no estriba en preguntarse si ambos autores se plantearon
el mismo problema respecto al desarrollo cognitivo. Para Vigotsky los sistemas de
signos emergentes de la cultura no son simples facilitadores del desarrollo cognitivo,
sino formadores de la actividad psicolégica. De aqui se concluye, segiin M. Socas'?°,
que Vigotsky se limita a precisar como los individuos pertenecientes a una
determinada cultura llegan a controlar el correspondiente sistema de signos y como
estos ultimos llegan a ser internalizados. La indagacion basica de Piaget esta
vinculada a la problematica epistemolégica, relativa al transito de un estado menor a
otro mayor de conocimientos, a la busqueda de la evidencia del desequilibrio. Para
Socas no parece una tesis adecuada el afirmar o refutar una teoria en el marco de la
otra, pues Piaget no pretende responder a la pregunta: ;como se constituye la
subjetividad de la internalizacién de la cultura?; mientras que Vigotsky tampoco
pretende responder a jcdmo cambia el punto de vista del sujeto en la constitucidn
del objeto del conocimiento?'?’

Con el objetivo de analizar la complementariedad de ambas teorias, Socas muestra
tres ejemplos donde el primero es explicable desde la hipotesis de la regulacion, el
segundo a través de la del conflicto socio—cognitivo, mientras que el ultimo no es
explicable por ninguna de ellas. Se trata respectivamente de situaciones donde tres
parejas de estudiantes se ven inmersas en un trabajo cooperativo. En la primera
pareja un estudiante ensefia al otro; en la segunda existen puntos de vista
moderadamente divergentes; pero en la tercera existe una plena coordinacion entre
las tareas, un control sinalagmatico y un reparto de responsabilidades. En esta
ultima situacién se pone de relieve una cooperacion mutua entre parejas, la cual no
se explica con suficiente claridad desde ninguna de las dos teorias. Esto constituye
un sélido fundamento para afirmar que estas teorias no son complementarias.

Uno de los grupos de trabajo del ICMI es el PME (International Group of the
Psychology of Mathematics Education), creado durante el ICME 3 (Karlsruhe’ 1976).
Este grupo ha sostenido una tesis planteada por H. Bauersfeld y H. Skowronek,
referida a problematicas de caracter teérico como la anterior. Ellos plantean que “no
se deben comenzar las investigaciones en Matematica Educativa desde una teoria
general y neutral respecto al contenido, y derivar de ella una teoria especifica para el

9 Castorina, J. A. et al. (1996) Piaget-Vigotsky: contribuciones para replantear el debate. Buenos
Aires: Paidos.

20 3ocas, M. (2002) Las interacciones entre iguales en clase de matematicas. Consideraciones
acerca del principio de complementariedad en educacién matematica. Relime, 5 (2), p. 212.

21 fdem.
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caso de la Matematica, sino por el contrario se debera comenzar por el estudio de
los procesos especificos de cada contenido”.'?

Ninguna de las dos grandes teorias cognitivas del siglo XX agota la riqueza de la
Psicologia del Aprendizaje, tampoco es conveniente integrarlas mecanicamente
pues esto llevaria al eclecticismo. Si bien es cierto que no son complementarias salta
a la vista la necesidad de explicar los fenbmenos que les son ajenos a ambas de dos
formas posibles: extendiendo alguna de estas teorias o buscando una tercera que
sirva de fundamento. En este trabajo se es consecuente con el primer camino, pues
la extension del concepto ZDP amplia considerablemente los horizontes del enfoque
histérico—cultural de Vigotsky. Asi, es completamente posible explicar las dos ultimas
situaciones planteadas por Socas, tomando en consideracién la tercera
interpretacion del concepto ZDP.

§ 3.2 Sobre los conceptos de ejercicio y problema

En el ambito escolar los términos “ejercicio” y “problema” son empleados con
singular frecuencia. Muchas veces este uso no va acompafiado de una precision
clara, como observaron J. del Rio y sus colaboradores durante un analisis de los
objetivos curriculares de la ensefianza de la Matematica en Iberoamérica'®. A pesar
de esto, hoy dia el concepto de “problema” ha sido tratado con suma profundidad en
la literatura pedagogica y psicolégica.

Es muy dificil iniciar un analisis de los conceptos anteriores sin hacer primero alusion
a la “tarea docente”, que constituye la célula del proceso docente—educativo, pues
‘en ella se presentan todos los componentes y las leyes del proceso y, ademas,
cumple la condicidn de que no se puede descomponer en subsistemas de orden
menor, pues al hacerlo se pierde su esencia: la naturaleza social de la formacién de
las nuevas generaciones que subyace en las leyes de la pedagogia”.'®* Segun
varios autores, la tarea docente es un medio del proceso docente—educativo; y se
caracteriza por interaccionar con todos los componentes de dicho proceso, por la
variedad de enfoques que puede adoptar, y por estar dirigida esencialmente a la
formacion multilateral de la personalidad.

Los componentes esenciales de la tarea son el objetivo, el contenido y las
condiciones. El primero es la representacion anticipada de aquel resultado que
habra de ser alcanzado; y se proyecta, de acuerdo con el grado de trascendencia en
la transformacion que se aspira a lograr en el estudiante, en tres dimensiones:
instructiva, desarrolladora y educativa. El segundo engloba los tipos de acciones
(identificar, comparar, clasificar, fundamentar, etcétera), y el objeto de las acciones

122 Bauersfeld, H. & Skowronek, H. (1976) Research related to the mathematical learning process. In
H. Athen & H. Kunle (Eds.) Proceedings of the Third International Congress on Mathematical
Education. Universitat Karlsruhe, ZDM.

2 Rio, J. del; Hernandez, L. Y. y Rodriguez, M. J. (1992) Andlisis comparado del curriculo de
Matematica (nivel medio) en Iberoamérica. Madrid: Mare Nostrum Ediciones Didacticas, S. A., p. 75 y
166.

124 Alvarez, C. M. (1999) La escuela en la vida. Didactica. La Habana: Pueblo y Educacion, p. 115.
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(conceptos, proposiciones, procedimientos algoritmicos, medios heuristicos,
etcétera).

Las terceras, desde el punto de vista cuantitativo, abarcan la frecuencia y la
periodicidad de las acciones y operaciones que requiere la tarea, no solo de manera
puntual sino también bajo la Optica del sistema de tareas. Desde el punto de vista
cualitativo se pone de manifiesto el nivel de complejidad de la ejecucion de las
acciones y operaciones, asi como la flexibilidad expresada en el grado de
variabilidad del contenido y del contexto de la propia actividad. EI componente
cualitativo de las condiciones también comprende la disposicién del sujeto, su
estado afectivo hacia la tarea, asi como el modo en que esta tarea potencia la
movilizacion de sus recursos volitivos (puede resultar gradualmente agradable o no,
interesante o no, novedosa o no, etcétera).

Es necesario sefialar que en la tarea docente el objetivo se personifica, por cuanto
cada estudiante puede seleccionar tareas distintas, a fin de cumplimentar un mismo
objetivo; o bien, ante una tarea dificil, escoger otra mas sencilla cuya resolucion le
permita retornar y resolver la inicial mejor preparado. Como ejemplo de tarea
docente figura el ejercicio, en el cual se plantea una exigencia que propicia la
realizacion de acciones, solucién de situaciones, deduccidén de relaciones, calculo,
etcétera. El trabajo con ejercicios no solo constituye el medio fundamental para la
realizaciéon de los objetivos de la ensefanza de la Matematica, sino también el
instrumento adecuado para la medicién del rendimiento de los estudiantes. El éxito
de la ensehanza de la Matematica no solo depende de cuales ejercicios se plantean,
sino también de cédmo el profesor dirige su proceso de resolucion.

Existen muchas clasificaciones de ejercicios matematicos. Una de ellas fue
propuesta por R. Borasi'®®, la cual denomina sencillamente por “ejercicios” a
aquellas tareas que pretenden desarrollar algun tipo de algoritmo. Si se trata de un
texto formulado con precisién, donde aparecen todos los datos necesarios para
obtener la soluciéon, entonces la tarea se denomina “problema con texto”. Cuando el
contexto descubre el potencial recreativo de la Matematica, obligando al sujeto
resolvente a ser flexible y considerar varias perspectivas, la tarea se denomina
“problema puzzle”. En este ultimo caso la formulacion puede resultar enganosa, y la
solucién no tiene necesariamente que suponer procesos matematicos.

Otra tarea que considera esta autora es la “prueba de conjeturas” refiriéndose, por
ejemplo, a la demostracion de un teorema o de cierta propiedad matematica.
También habla de “problemas de la vida real” que suponen tres procesos basicos: la
creacion de un modelo matematico de la situacidon, la aplicacion de técnicas
matematicas al modelo, y la traduccion a la situacion real para analizar la validez de
la solucidn. Borasi también destaca las “situaciones problémicas”, en las cuales el
sujeto se enfrenta ante un nuevo resultado matematico sin disponer de toda la
informacion necesaria. En las situaciones problémicas la formulacion es
regularmente vaga, puesto que en este caso se tratan de establecer nuevas
conjeturas; los métodos de aproximacion suelen ser diversos; y la exploracion del
contexto, asi como las sucesivas formulaciones del problema, son fundamentales.

'2% Borasi, R. (1986) On the nature of problems. Educational studies in mathematics, 17, pp. 125-141.
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Por ultimo, Borasi considera aquellas tareas que facilitan la formulaciéon de
conjeturas por parte del alumno, a estas ultimas las denomina “situaciones”. He aqui
un ejemplo de situacion: Considérense algunas triplas pitagoricas: (3, 4, 5); (5, 12,
13); (8, 15, 17); ... ;Cumplen alguna regularidad? Esta interrogante puede suscitar

varias conjeturas, tales como: “en cualquier trio existe un multiplo de 3 y otro de 5”,
126

“existe exactamente un numero par”, “existe al menos un numero primo”, etcétera.

Como puede apreciarse, la clasificacion aducida por Borasi no solo es interesante,
sino que también cubre una amalgama de ejercicios matematicos. Sin embargo, es
necesario realizar algunas observaciones. En primer lugar, no se esclarece la base
para la divisién del concepto, aun cuando se conoce que en estos casos suele ser
poco precisa. Asi, por ejemplo, es posible encontrar un sinnumero de “problemas
con texto” cuyo propoésito fundamental consiste en desarrollar algun tipo de
algoritmo, o bien cuya formulacion es dificil de interpretar a causa de la complejidad
semantica. También estos mismos problemas pueden constituir “puzzles” o bien
estar referidos a “la vida real”, en virtud de su nivel de contextualizacion. En segundo
lugar, no queda clara la diferencia entre ejercicios y problemas; tal parece que los
mas abundantes en la ensefianza de la Matematica son los segundos y ciertamente
esto no es asi. No es posible negar el valor de los ejercicios destinados a estimular
la identificacion y fijacion de los conceptos, ni tampoco los que facilitan el desarrollo
de ciertas habilidades.

Clasificaciones similares (aunque es preferible utilizar aqui el término tipologia)
pueden encontrarse a menudo en la literatura. En la mayoria de los casos deben
realizarse senalamientos similares a los anteriores. Particularmente, en muchas
obras occidentales de la década de los 80, ocurria con frecuencia el tratamiento
indistinto de los términos ejercicio y problema.'®” Es necesario destacar que tal
distincién entre ambos conceptos no es obra de una simple diferenciacion entre dos
palabras. Fue el consenso de la comunidad cientifica, expresado en las
publicaciones periodicas de los ultimos anos, el que ha llevado a reconceptuar los
mismos, tal y como se vera mas adelante.

También durante la década antes mencionada, los pedagogos de la extinta
Republica Democratica Alemana seguian derroteros algo distintos. Por ejemplo, W.
Jungk elaboré una clasificacion de los ejercicios tomando como base el grado de
abstraccion en el reflejo de los elementos y relaciones, asi como el tipo de reflejo
que se realiza.”® Como superconcepto, este autor eligié el concepto ejercicios

126 | a primera proposicién es verdadera, la segunda subsiste sdlo en el caso de ternas primitivas, y la
tercera queda descartada al considerar otros casos mas. Véase Sierpinski, W. (1964) Elementary
Theory of Numbers, Warsaw: Polska Academic Nauk.

127 Cf., por ejemplo, Butts, T. (1980) Posing problems property. NCTM 1980 Yearbook (ejercicios de
reconocimiento, ejercicios algoritmicos, problemas de aplicacion, problemas de investigacion abiertos,
y situaciones de problemas) y Charles, R. & Lester, F. (1982) Teaching problem solving. What, Why,
How. Palo Alto, Dale Seymour Publisher (ejercicios de repeticion, problemas de traduccion simple,
problemas de traduccién compleja, problemas de procesos, problemas aplicados, y problemas de
puzzles).

128 Jungk, W. (1981) Conferencias sobre metodologia de la ensefianza de la Matematica 2 (segunda
parte). La Habana: Editorial de Libros para la Educacién. Cf. Zillmer, W. (1981) Complementos de
metodologia de la ensefianza de la Matematica. La Habana: Editorial de Libros para la Educacion.
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matematicos planteados a los alumnos; a este lo subdivide en dos conceptos
subordinados: ejercicios de aplicacion (tienen su origen en la practica) y ejercicios
construidos (aquellos que se conciben con fines didacticos; o sea, para ejercitar,
profundizar, aplicar, asegurar las condiciones previas, entre otras).

Ejercicios Matematicos

/ .

Ejercicios Construidos Ejercicios de Aplicacion

N

Ejercicios Formales Ejercicios con Textos

/ ~.

Ejercicios con Textos . Ejercicios con Textos
Matematicos Relacionados con la Practica

Figura 7. Tipologia de los ejercicios matematicos, segun Jungk

Los ejercicios construidos sufren a su vez otra division. Por una parte aparecen los
ejercicios formales, cuya principal singularidad consiste en que el estudiante
identifica rapidamente de qué se trata (la “formalidad” se refiere al formalismo
matematico, o sea: una ecuacion, un sistema, una identidad, etcétera). Por otro lado
aparecen los ejercicios con textos, conformados por aquellos cuyo texto es
puramente matematico o bien se relaciona con la practica.

Con relacién a su clasificacion, el propio Jungk sefala que las fronteras existentes
entre los distintos grupos son movibles. Por ejemplo, tanto en los ejercicios con
textos relacionados con la practica, como en los de aplicacion, el ejercicio
matematico no desempefa el papel de primer lugar. Por su parte, los ejercicios con
textos matematicos y los de textos relacionados con la practica no son conceptos
completamente disjuntos, sino que también se solapan pues los primeros suelen ser
“formas preliminares” de los segundos; ademas, en ambos casos debe analizarse
inicialmente el texto para hallar el modelo matematico. En la figura 7 las lineas
discontinuas sirven para ejemplificar el eventual solapamiento entre algunos
elementos de esta tipologia.

También es posible clasificar los ejercicios matematicos atendiendo a la intencién
didactica definida en el objetivo. Asi resultan los ejercicios para la introduccion, la
fijacion (ejercitacion, repaso, sistematizacion), la aplicacién, etcétera. Sin embargo,
la clasificacion mas sencilla se consigue tomando su estructuracién légica como
base para la division del concepto. De esta manera resultan dos tipos de ejercicios:
los de determinacion, encabezados tradicionalmente por las érdenes “calcula”,
“resuelve”, “efectua”, ...; y los de decisién, encabezados por “demuestra que”,

“refuta”, “analiza si es verdadero o falso”, entre otros. En lo adelante se hara uso de
esta clasificacién, no solo por su sencillez, sino también por el amplio espectro de
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ejercicios que comprende dentro de la escuela cubana. No obstante, cuando sea
necesario se utilizara también la clasificacion de Jungk, especialmente para referirse
a los ejercicios con texto.

Partiendo del concepto de ejercicio, es posible caracterizar qué se entiende por
problemas matematicos en el contexto escolar. Algunos autores conceptuan los
problemas en términos de contradiccion que debe ser resuelta, de déficit y busqueda
de informacion, de transformacién de situaciones, etcétera. Es notable que ya
Descartes, en la regla XllI de sus Regulae ad directionem Ingenii, afirmaba: “Yo no
supongo mas que los datos y un problema. Sélo en esto imitamos a los dialécticos:
asi como para ensefar las formas de los silogismos ellos suponen conocidos sus
términos o materia, de la misma manera nosotros exigimos previamente que el
problema sea perfectamente comprendido. Pero no distinguimos, como ellos, dos
extremos y un medio, sino que consideramos el problema entero asi: 1°, en todo
problema debe haber algo desconocido, pues de lo contrario no habria problema; 2°,
ese algo debe estar designado de alguna manera, pues de otro modo no habria
razon para investigar ese algo y no otra cosa; 3°, ese algo no puede estar designado

sino por algo conocido”.'®®

Existen diferencias sustanciales entre la concepcion de “problema” sostenida desde
distintos ambitos del saber humano. Desde la Matematica, por ejemplo, puede
tomarse en consideracion las opinion del formalista Hilbert: “Mientras mayor sea la
existencia de problemas en una rama de la ciencia, esta sera mas actual; la carencia
de problemas simboliza la extincion o el cese del desarrollo independiente. Asi como
cada empresa humana persigue ciertos objetos, igualmente la investigacion
matematica requiere de sus propios problemas. Es precisamente mediante la
solucion de problemas que el investigador prueba el temple de su acero, encuentra
nuevos métodos y nuevos angulos, y su horizonte se amplia y se libera”.'® Estas
palabras de Hilbert caracterizan un problema implicitamente, pero con evidente
claridad. Obviamente la posesion del problema es individual. Se trata del problema
de un matematico, el cual quizas lo resuelva o trate de hacerlo; pero una vez que el
problema ha sido planteado, este se convierte en un problema para toda la
comunidad de matematicos, o sea, se convierte en un “problema de Matematica”.

Desde la perspectiva cuasi—empirista los defensores de la Etnomatematica asumen
una concepcion de problema que emerge de dicha epistemologia. Segun Borba, un
problema es aquello que resulta interesante, que se manifiesta como un obstaculo, o
que preocupa en general. Para ella este concepto tiene dos aspectos esenciales:
uno subjetivo y otro objetivo. El aspecto subjetivo implica conciencia de una
necesidad de dar solucidén o respuesta, y el aspecto objetivo esta constituido por una
situacion de rompecabezas, o partes a encajar, que pone a prueba la conciencia.
Los aspectos objetivo y subjetivo de esta definicion de problema estan
condicionados por la tradicion cultural de una persona, dado que tanto el aspecto de
interés como el de lo que es un obstaculo dependen de la cultura de una persona.

129 E| término “dialécticos” sustituye a los representantes de la silogistica aristotélica, los cuales

esgrimian el arte de discutir como arma de argumentos (Descartes, Ibid.).
30 Hilbert, D. (1902) Mathematical problems. Bulletin of the American Mathematical Society, 8, pp.
437-479.
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“Un problema puede considerarse como una situacion que requiere una parada en
el curso de la vida de una persona y que es importante para la existencia de esa
persona”.™’

Aqui se ha puesto de manifiesto un concepto “vital” de problema. Cuando un
problema, en su planteamiento, tiene un tratamiento matematico, o en su solucién
aparecen caracteristicas matematizables, puede que generen Matematica aquellas
personas que han sido retadas por la situacién problematica. Es por lo tanto parte de
la vida y la cultura de una persona la RP, con intervencion de Ila Matematica
ayudando a modelarlo y/o a resolverlo. Asi pues, la Ethomatematica toma la RP
como un objeto clave en su cometido, pero partiendo de situaciones problematicas
“vivas” y empleando conocimiento surgido en el “didlogo” social contemporaneo con
el problema, para modelar y resolver problemas contextualmente, no generalmente.

Por otra parte, desde el ambito de la Psicologia, es interesante la siguiente
observacion hecha por K. Duncker: “Un problema emerge a partir de que una
criatura viva posee una meta, mas desconoce como puede alcanzarla”.”*? La idea de
Duncker es muy similar a la de muchos otros psicologos, los cuales consideran
explicitamente la psiquis humana y no precisamente la de una “criatura viviente”. En
esta caracterizacion se resalta que un problema es un producto de la mente humana
(una tarea en si misma no alcanza tal dimensidn, sino cuando es vivida como tal).
También es notable el énfasis hecho sobre dos condiciones fundamentales, las
cuales estan centradas en el resolutor; éstas son: una meta que sirve de mévil para
estimular al sujeto y el hecho de que su objetivo no puede lograrse a través de
procedimientos automaticos.

Como puede apreciarse, estos dos puntos de vista aparentan cierta rigidez. El
primero se centra en la disciplina, mientras que la segunda lo hace en la psiquis del
sujeto. Sin dudas no es facil mediar entre los dos extremos, pero esto es
precisamente lo que hay que hacer cuando el problema se inserta en el ambito
docente—educativo. Para que la DM asuma una concepcion propia de problema
podria parecer adecuado “importar’ una de estas posiciones, o al menos elaborar
una posicién conciliadora. Sin embargo, no se trata de buscar una caracterizacion
tomando como criterios los saberes de ciencias que tienen por demas otros objetos
de estudio. La DM como didactica particular y, mas aun, como parte de las Ciencias
Pedagogicas, debe conceptuar su propia posicion. Este hecho constituye un reto al
cual no se le han dedicado suficientes estudios. Realmente la mayoria de las
investigaciones asumen una posicidon cercana a la psicoldgica, lo cual es bastante
razonable si se tiene en cuenta que la formacion de este concepto ha ocurrido en
una rama bastante cercana a la Didactica, como es el caso de la Psicologia del
Aprendizaje.

En este libro se asume una posicion intermedia, donde el foco de atencion es el
estudiante. El problema en DM no solo potencia el desarrollo cognitivo, sino también
el establecimiento de un vinculo afectivo y motivacional por la Matematica, asi como
la formacion integral del estudiante. Esta concepcién es mas plausible. Polya, un

3" Borba, Ibid., p. 40.
32 Duncker, K. (1945) On problem solving. Psychological monographs, 58, p. 1 (5, whole number
270).
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arquetipo de pedagogo de la Matematica (aunque matematico también), sefialé: “[...]
un profesor de matematicas tiene una gran oportunidad. Si dedica su tiempo a
ejercitar a los alumnos en operaciones rutinarias, matara en ellos el interés, impedira
su desarrollo intelectual y acabara desaprovechando su oportunidad. Pero si, por el
contrario, pone a prueba la curiosidad de sus alumnos planteandoles problemas
adecuados a sus conocimientos, y les ayuda a resolverlos por medio de preguntas
estimulantes, podra despertarles el gusto por el pensamiento independiente y
proporcionarles ciertos recursos para ello”."®® Las observaciones de Polya son el
resultado de una correcta mediacion. Son tomados en cuenta el desarrollo
cognoscitivo y la motivacion del estudiante, asi como la necesidad de balancear las
dificultades en la adquisicion de los conocimientos y las habilidades.

Es conveniente precisar que el problema matematico no debe ir orientado hacia el
nivel actual de desarrollo del escolar, sino hacia la ZDP. La situacion inicial del
problema (lo dado) debe estar concebida para el nivel actual, pero la situacion final
(lo buscado), junto con el proceso de resolucion (que es desconocido por
naturaleza), debe generar desarrollo. En la propia actividad de formulacion de
problemas se pone de manifiesto que la relacion asimétrica novato—experto puede
tener dos interpretaciones fundamentales: el alumno guiado por otros (el maestro,
sus compaferos mas aventajados, ...) y el alumno guiado por si mismo. Es por ello
que se deben considerar dos aspectos esenciales: uno subjetivo, asociado a una
necesidad que alguien experimenta y que no ha podido satisfacer; y otro objetivo,
asociado a un objeto cuya situacién actual no posibilita aprovecharlo para satisfacer
dicha necesidad.

Resumiendo: un problema es aquella situacion que se caracteriza por la existencia
de una persona (o grupo) que desea resolverla, de un estado inicial y otro final, y de
algun tipo de impedimento para el paso de un estado a otro. Esto permite
comprender que en el ambito escolar un ejercicio (0 en general cualquier tarea
docente) sera problema si el paso del estado inicial al estado final implica que el
estudiante experimente un desarrollo cognitivo, al trabajar sobre su ZDP.

Con esta descripcion se comprende que lo que resulta un problema para un sujeto
puede no serlo para otro (caracter relativo). Cada problema constituye un reto, se
desconoce tanto la via de solucion como el tiempo que demorara solucionarlo. No
obstante, se necesita confiar en que la inteligencia y habilidades que se poseen son
adecuadas y suficientes para abordarlo. Resolver un problema consiste en el
proceso de ataque, en el abordaje del mismo por parte del sujeto. Aun cuando el
sujeto resolvente no disponga de la idea de solucion, se entendera que si se
encuentra enfrascado en hallar una respuesta, se encuentra resolviendo el
problema.

Como se ha podido apreciar, el principal atributo que distingue el problema del resto
de las tareas docentes, estriba en el desconocimiento de un procedimiento de
resolucion por parte del sujeto. El problema es una cualidad que potencialmente
puede adquirir la tarea; asi que una tarea puede o no ser problema. Aquellas que no
lo sean seran denominadas “rutinarias”, siguiendo a Polya. Por ejemplo, es posible

'3 Polya, Ibid., 1957, p. 5.

71



hablar de ejercicios rutinarios con texto o de problemas con textos.'* Ademas, al
demostrar una equivalencia, subsiste la posibilidad de que se enfrente un problema
formal en un sentido y un ejercicio rutinario formal en el otro.

Existen muchas clasificaciones de problemas que responden a diferentes criterios.
Por ejemplo, basandose en una idea de Pappus, Polya habla de “problemas por
resolver” y “problemas por demostrar”. Partiendo de los conceptos anteriores, puede
verse que esto no introduce una idea nueva, si se consideran primero los “ejercicios
de resoluciéon” y los “ejercicios de demostracién” (donde el criterio se enmarca en la
habilidad predominante), para luego analizar si son 0 no problemas. De la misma
manera no se lograria una clasificacion favorable si se toma como criterio el campo
del saber matematico al cual pertenece el problema (problemas de razonamiento
l6gico, de geometria, de aritmética, etcétera).

La concepcion asumida presupone que los criterios de clasificacidon vallan dirigidos
hacia la representacién mental que el sujeto se hace de la informacién brindada por
la tarea, especialmente en lo que se refiere a las situaciones inicial y final. Es por ello
que actualmente la escision mas aceptada en el ambito cientifico es la de cerrados y
abiertos. Los problemas cerrados se caracterizan por expresar lo dado y lo buscado
con suficiente exactitud. En general, la mayoria de los problemas propuestos en los
textos escolares presentan dicha estructura, tal es el caso del siguiente ejemplo:

Se tienen cuatro cartas, tales que cada una de ellas tiene una letra en una
de sus caras y un numero en la otra. Las cartas han sido dispuestas
encima de la mesa, de manera que aparecen visibles, respectivamente, la
E, la K, el 4 y el 7. Indicar aquellas cartas, y solamente aquellas, que es
necesario dar vuelta para comprobar si es verdadera o falsa la siguiente
regla: “Si una carta tiene en una cara una letra vocal, entonces tiene en la
otra un niimero par’."*®

La resolucion de este problema exige simplemente un razonamiento basado en la
Logica Formal, por cuanto basta verificar la implicacion aducida como su
contrarreciproco. Luego, se trata de un caso distintivo de problema cerrado.

Por el contrario, en los problemas abiertos la situacién inicial y/o la meta a alcanzar
no se precisan con suficiente claridad. Por este motivo, tales problemas son
susceptibles de diferentes interpretaciones o diferentes respuestas aceptables. Los
problemas abiertos se aproximan mucho a lo que sucede en la vida real; hay que
hacer consideraciones para la respuesta, pues no se da toda la informacién
necesaria. Por este motivo, suelen denominarse “problemas sin los datos
necesarios”. Un ejemplo es el caso de una persona que debe descubrir un
procedimiento, que le permita distribuir entre tres personas, en forma equitativa, las
dos casas que han recibido como herencia.

134

1 No en el sentido de Borasi, sino en el de Jungk; véase Ibid.

Ligeras modificaciones de un problema propuesto por Collins, A. M. & Quillian, M. R. (1969)
Retrieval time from semantic memory. Journal of verbal learning and verbal behavior, 8, pp. 240-247.
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Campistrous y Rizo, aportan un ejemplo muy sencillo del ambito escolar: Se quiere
construir un tanque de agua con una capacidad de 8000 L. ;Qué dimensiones debe
tener? Evidentemente existen condiciones que no estan dadas, como la forma del
tanque que puede ser ortoédrica, cilindrica, etcétera; y la cantidad de material
disponible, pues se gasta mas o menos, en dependencia de la forma y dimensiones
escogidas.®

E. Silver considera razonable enmarcar, dentro del conjunto de los problemas
abiertos, aquellos que “invitan” a desarrollar diferentes métodos de solucién, o bien
aquellos cuya resolucion “sugiere” otros problemas o generalizaciones. Esto es
permisible, pero es esencial que la tarea promueva el objetivo de realizar tales
acciones. Este senalamiento refuerza la concepcion de problema que se ha
asumido, pues la naturaleza de “abierto” o “cerrado” debe enfocarse desde la
perspectiva del estudiante. Ademas, cémo estar seguro de que un problema
realmente “invita” a desarrollar diferentes métodos de solucién. Silver propone como
ejemplo el siguiente problema muy conocido: En el corral hay algunos pollos y
algunos conejos. Se cuentan 50 cabezas y 120 patas. ;Cuéantos animales de cada
tipo hay en el corral? A continuacion alega: “En este episodio los estudiantes
exponen y discuten la validez, generalizacion y potencia de dos enfoques
algebraicos, una solucion visual y el uso de aproximaciones sucesivas”.”™’

En un pequefo experimento se decidi6 proponer este mismo problema a 38
estudiantes del segundo afio de la Licenciatura en Matematica—Computacién (ISP
“‘José de la Luz y Caballero” de Holguin) en el curso escolar 1998-1999, justo
cuando estudiaban la resolucion de ecuaciones diofanticas lineales. Después de
revisar los resultados, fue posible comprobar que 35 intentaron resolverlo (con éxito
0 no) aplicando el contenido que entonces era objeto de estudio. Esto revela el
grado de subjetividad que encierra tal clasificacion. En este caso, el nivel de
familiarizacion con problemas analogos, junto al “contrato didactico”, podrian ser los
responsables de “no invitar” a desarrollar diferentes vias de solucion.

Por otra parte, la propia naturaleza matematica del problema presupone infinitas vias
de solucién, asi como infinitas generalizaciones y conexiones con nuevos
problemas. De todas formas, el problema puede exigir el analisis de varias vias de
solucion. Asi, un problema abierto puede ser: Demostrar de tres formas diferentes el
teorema de Pitagoras.

Otro tema que ha despertado gran interés en la comunidad cientifica lo constituye, a
su vez, la clasificaciéon de los propios problemas abiertos. En efecto, por lo menos
una entre las situaciones inicial y final debe ser abierta, lo cual genera tres variantes
posibles. E. Pehkonen propone un grafico (véase la figura 8), donde clasifica ciertos
casos muy usuales de problemas abiertos."®

13 Campistrous, L. y Rizo, C. (1996) Aprende a resolver problemas aritméticos. La Habana: Pueblo y
Educacién, pp. 92-93.

37 Silver, E. A. (1995) The nature and use of open problems in mathematics education: Mathematical
and pedagogical perspectives. ZDM, Vol. 2, p. 68.

138 Pehkonen, E. (1995) Using open—ended problems in mathematics. ZDM, 27 (2), p. 56.
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SITUACION FINAL

Lo buscado es CERRADO | Lo buscado es ABIERTO
Problemas de fin abierto
Lo dado es Situaciones de la vida real
CERRADO | Problemas cerrados Investigaciones

Campos de problemas
Variaciones de problemas
Situaciones de la vida real
Lo dado es | Situaciones de la vida real |Variaciones de problemas
ABIERTO |Variaciones de problemas |Proyectos

Planteo de problemas

SITUACION INICIAL

Figura 8. Una clasificacion de los problemas segtn Pehkonen

§ 3.3 Bases psicologicas de la resoluciéon de problemas

Partiendo de los argumentos expuestos en los dos epigrafes anteriores, queda claro
que el andlisis de la RP no es patrimonio exclusivo de la Psicologia. No obstante, es
justo reconocer el papel extraordinario que juega esta ciencia en los presupuestos
tedricos de la RP. Este proceso moviliza un conglomerado de recursos cognitivos,
destacandose la activacion de multiples operaciones mentales. Como resultado de
esta compleja actividad humana, resultan soluciones de extraordinaria coherencia
l6gica. Algunas de ellas son verdaderamente sorprendentes y suelen catalogarse de
creativas. La explicacion mas plausible para tal fendmeno tiene su basamento en la
Psicologia Cognitiva.

§§ 3.3.1 La cognicion y el proceso del pensamiento

Para poder comprender de manera plena y cabal la esencia de la formacién y
desarrollo de las habilidades, es necesario deslindar el lugar que ocupan en la
psiquis del hombre. En términos generales, la cognicion alude al conjunto de
actividades a través de las cuales la informacion es procesada por el sistema
psiquico. Se acepta asi que el término cognicion comprende toda una serie de
procesos mentales que realizan los seres humanos para adquirir, retener, interpretar,
comprender, organizar y utilizar tanto la informacion existente en el medio que les
rodea, como la propia informacion ya adquirida y almacenada. De este modo, la
cognicion incluye los procesos de percepcion, atencidén, imaginacion, intuicion,
lenguaje, memoria, creatividad, pensamiento, inteligencia y RP. Pero no sdlo los
procesos cognitivos sirven para procesar la informacion, sino también para construir
representaciones de la realidad y para crear conocimiento. Este término se refiere
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tanto al sistema de procesamiento de la informacién, como al contenido procesado y
al resultado del proceso, es decir, al conocimiento.*

El estudio de la cognicion es tan amplio que resulta imposible abordar siquiera su
relacion con el subproceso de RP. Un ejemplo emblematico de las discusiones
actuales en materia de cognicion (especificamente en cuanto a deduccion se refiere)
puede encontrarse en Behavioral and Brain Sciences. En esta revista aparecen
propuestas de avanzada en los campos de la Psicologia, Neurociencia, Ciencias
Cognitivas, y “Biologia de la Conducta”; cada una acompafiada por un conjunto de
comentarios y réplicas de especialistas seleccionados, asi como la respectiva
contrarréplica de los autores de tales propuestas.

En una controvertida investigacion, titulada Précis of Deduction, P. N. Johnson—Laird
y R. M. J. Byrne, discuten el origen de las deducciones humanas.'*® Critican la
version cibernética que enfatiza las reglas formales de inferencia l6gica para enfocar
la deduccion, mostrando que este es el resultado de un proceso psicolégico muy
complejo. Por este motivo, asumen el enfoque de la teoria de los “Modelos
Mentales”, la cual plantea que las personas razonan para comprender una situacién
y que el punto de partida es un conjunto de modelos construidos a partir de la
realidad objetiva (incluyendo el propio conocimiento que genera razonamiento). Los
modelos mentales pueden ocurrir como imagenes visuales; incluso pueden ser
inconscientes. Un hecho relevante reside en la tesis de que la racionalidad es
relativa a la cultura.

En la mencionada obra se crea una controversia respecto a la idea general de
racionalidad. Los autores arguyen que “la teoria de los modelos provee un camino
para resolver la controversia. Esta es el corazén central de la racionalidad, la cual
aparenta ser comun a todas las sociedades humanas. Este es el principio semantico
de validez: un argumento es valido solo si este no es el camino cuyas premisas
pudieron ser verdaderas y su conclusion falsa. Un corolario del principio consiste en
que ciertas formas de los argumentos son validas, y estas formas pueden ser
especificadas por reglas formales de inferencia. Es un error craso, sin embargo,
suponer que estas reglas son per se criterios universales. Estos fundamentos
proporcionan un relativismo atractivo pues los errores sistematicos son dificiles de
explicar, a menos que uno abandone la racionalidad a favor de reglas de inferencia

alternativas e ilicitas”."’

Un componente esencial de la cognicion es la memoria, la cual ademas juega un
papel muy importante en la resolucion de problemas matematicos. Frecuentemente,
su consideracion pasa desapercibida en los estudios de algunos autores. Aunque los
curriculos escolares promulgan el saber y el saber hacer, desafortunadamente los
objetivos aparecen definidos en términos de habilidades, imponiendo al
conocimiento un caracter fortuito. La memoria puede ser de corto o largo plazo.
Ciertos estudios concluyen que, en un término breve de tiempo, se logra recordar un

%9 véase Martin, A. V. (1999) Mas alla de Piaget: cognicion adulta y educacion. Teoria de la
Educacién, 11, pp. 127-157.

0 Op. cit., 16 (2), 1993.

1 Ibid., p. 332.
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conjunto de aproximadamente siete elementos o chunks.' La fijacién de los
conocimientos se asocia a un estudio sistematico de la Matematica. Esto ultimo, en
ocasiones, tampoco se tiene en cuenta y se desaprovecha la posibilidad de traer a
colacion un teorema estudiado en la secundaria, durante la resolucion de un
problema en el preuniversitario. También pueden memorizarse algunos hechos
matematicos cuando su aprendizaje resulta significativo, vivencial o contextualizado.

La memoria también puede ser clasificada en visual o abstracta. La primera es
comun en la infancia y se expresa, por ejemplo, cuando los nifios miran hacia arriba
“buscando” en su imaginacion la resolucién de un problema. Los ajedrecistas gozan
de una excelente memoria visual e imaginan el tablero con todas sus piezas, de
manera que son capaces de jugar “a ciegas” con gran efectividad. Es lamentable
que la sociedad en general y la escuela en particular, lejos de fortalecer esta
memoria, actien en detrimento de ella. En efecto, la ensefanza enfatiza la memoria
abstracta, la cual se basa en el establecimiento de relaciones recordables. Por
ejemplo, en Cuba es dificil recordar el numero de identidad de otra forma que no sea
asociando los digitos que lo forman (de 11 en total), en numeros de dos y tres cifras.
La figura 9 representa un modelo propuesto por Silver, donde se expresa la
compleja relacién entre la memoria humana y el proceso de RP.'?

PROBLEMA Buffer
sensorial Memoria de trabajo
:> Estimulo :'|> ¢ Procesamiento (metanivel)
Tarea ¢ Planeamiento, monitoreo,
Visual evaluacion
. Auditivo ¢ Representaciones mentales
Ambiente Dactilar

0t

Memoria a largo plazo

Figura 9. Papel de la memoria « Conocimientos matematicos
durante el proceso de o Metaconocimientos

resolucion de problemas « Concepciones sobre la Matematica
¢ Conocimiento del mundo real

Como puede observarse, la memoria de trabajo es mas dinamica que la memoria a
largo plazo, pero a la vez mas inestable. La actividad de pensamiento requiere la

'*2 yvéase Schoenfeld, Ibid., 1992.
3 Silver, E. A. (1987) Foundations of cognitive theory and research for mathematics problem solving
instruction. In A. H. Schoenfeld (Ed.): Cognitive science and mathematics education (pp. 33—60).
Hillsdale, NY: Lawrence Erlbaum.
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actualizacion de conocimientos ya adquiridos. Estos emergen sobre la base del
establecimiento de un grupo de condiciones, como el reconocimiento de las
premisas de un teorema, la aparicion de ciertos indicios que propician una analogia,
etcétera. La interaccion entre estos tipos de memoria fortalece el proceso de RP,
pero a su vez contribuye a fijar los conocimientos almacenados en la memoria, asi
como al establecimiento de nuevos recursos para que estos ultimos emerjan
sistematicamente.

Por otra parte, en lo que a pensamiento se refiere, muchos autores han conceptuado
diversos tipos de pensamiento (l6gico, creativo, matematico, geométrico, etcétera).
Esto no esta mal si se parte de que son configuraciones adoptadas por el
pensamiento humano como forma general de pensamiento. Este ultimo no puede
operar de manera pura con conceptos matematicos, al margen de los que no lo son,
sino en estrecha interrelacion. Vigotsky apuntaba: “Creemos que tanto el desarrollo
de la actividad espontanea como el de la no espontanea [se refiere a la actividad
que opera con conocimientos cientificos], se relacionan y se influyen mutuamente.
Son parte de un proceso unico, el de la evolucioén de la formacién del concepto, que
se encuentra afectado por las variaciones externas y las condiciones internas, pero
que es esencialmente unitario, y no un conflicto de formas de ideas antagodnicas,
mutuamente excluyentes”.'**

Desde el punto de vista légico, el pensamiento opera con conceptos, juicios y
razonamientos. Estas son sus formas logicas que permiten un estudio del mismo a
posteriori. Sin embargo, esto no es tan simple. Rubinstein sefiala que “[e]n la férmula
del silogismo se ha buscado el esquema del proceso mental, del proceso de
cognicion, y al no hallar dicho proceso en el silogismo, ha habido quien se ha sentido
decepcionado. Mas la culpa no radica en el silogismo, sino en el hecho de habérsele

pedido, erréneamente, lo que no corresponde pedir”.'*°

El estudio del proceso del pensamiento sienta su base en la concepcion dialéctico—
materialista del determinismo, la cual expresa que las causas externas actuan de
manera mediata a través de las condiciones internas.® A menudo se define el
pensamiento como un proceso a través del cual se resuelve un problema. En efecto,
por lo comun el pensamiento emerge ante una situacién problémica con vistas a la
soluciéon de la misma. No obstante, sefiala Rubinstein, “reducir el pensar a un
proceso de solucion de problemas, significa definirlo desde un punto de vista
pragmatico en virtud del efecto a que da lugar sin poner de manifiesto su naturaleza
intrinseca, o sea, aquello gracias a lo cual se obtiene el efecto aludido”.'*” Mas
adelante él esclarece todavia mas esta idea cuando expresa: “La definicion de
pensamiento como un proceso careceria de contenido si no concretaramos en qué

% Vigotsky, L. S. (1934/1982) Pensamiento y lenguaje (p. 88). La Habana: Pueblo y Educacion (sin
italicas).

'%® Rubinstein, S. L. (1966) El proceso del pensamiento (p. 165). La Habana: Editora Universitaria.

%6 A menudo el principio del determinismo se asocia a la idea mecanicista predominante en la ciencia
de los siglos XVII-XVIII. Aunque s6lo aparentemente y con cierta aproximacién pudo ser aplicada por
la mecanica clasica al movimiento mecanico de un punto, resultd, sin embargo, que no siempre puede
aplicarse en la mecanica cuantica. En el ambito pedagdgico, una interpretacion incorrecta del
determinismo deviene conductismo.

" Ibid., p. 23.
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consiste dicho proceso. El proceso del pensar es, ante todo, un analisis y una
sintesis de lo que este nos proporciona; es, ademas, una abstraccion y una
generalizacion, derivadas de aquellos. Las leyes que regulan estos procesos en el

marco de sus interinfluencias, constituyen las leyes internas basicas del pensar
» 148
[...]".

De todas formas, este mismo autor sefala en otra de sus obras: “Todo proceso
mental es, por su estructura, un acto que esta orientado hacia la soluciéon de una
determinada tarea o un determinado problema. Este problema asigna una finalidad a
la actividad mental del individuo, la cual estd vinculada con las condiciones del
planteamiento del problema. Todo acto mental real del sujeto deriva de cualquier
motivo. El factor inicial del proceso mental es, por regla general, la situacion
problematica. El hombre empieza a pensar cuando siente la necesidad de
comprender algo. El pensar empieza normalmente con un problema o con una
cuestion, con un asombro o con una confusidn, con una contradiccién. Toda esta
situacion problematica conduce a que se inicie un proceso mental. Y este siempre

esta orientado a la solucién de cualquier problema”.'*

De esta manera, por el papel predominante que juegan los problemas, Rubinstein no
logra apartarse de una génesis problematica para el pensamiento. Aunque asi, como
el mismo sefalaba anteriormente, se corre el peligro de reducirlo a la simple RP.
Particularmente, ya en el § 3.1, cuando se hizo alusion a la cita de Gowers (véase p.
61), salid a colacion la irreductibilidad del pensamiento matematico a esta actividad.
Un ejemplo que, aparentemente, nada tiene que ver (a priori) con la RP, y que
implica una actividad de pensamiento, es la formulacion de problemas. Sin embargo,
esto no es absolutamente asi, tal y como se explicara en el capitulo 5.

Para concluir, queda claro que el pensamiento es un proceso cognitivo, dirigido
hacia el conocimiento de la realidad objetiva; que su contenido se expresa por
subprocesos mas simples (analisis, sintesis, abstraccion y generalizacion), los
cuales se combinan de forma altamente compleja. De esta manera, el estudio de la
forma en que se expresa el pensamiento es todavia mas complejo que la
determinacién de su contenido. Resolver problemas exige de pensamiento y el
proposito del capitulo 4 es desmembrar, precisamente, la esencia de esa ese
pensamiento.

El analisis y la sintesis no son exclusivos del pensamiento, sino de otros
subprocesos de la cognicion como la sensopercepcion. Particularmente, durante la
observacion que el sujeto realiza de una figura geométrica, el analisis sensorial (en
este caso, visual) es muy importante. De esta manera queda claro que el proceso de
RP es muy complejo y presupone la intervencién de varios subprocesos cognitivos,
entre ellos el pensamiento. Las operaciones mentales no dan origen al pensamiento;
al contrario, “es este el que las suscita y luego aquellas se incorporan al
pensamiento”.”® Asi, “cualquier intento encaminado a concebir las operaciones
mentales como algo primario y a reducir a su funcionamiento mecanico el proceso

8 bid., pp. 40—41

'%° Rubinstein, S. L. (1945/1967): Principios de psicologia general (pp. 385-386), La Habana: Pueblo
Educacion.

% Rubinstein, 1966, p. 68.
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del pensar, parte de principios falsos y esta condenado al fracaso”.”" Esta tesis de
Rubinstein no significa que se renuncie al estudio de la formacién por etapas de las
acciones mentales, pero advierte muy bien del peligro que encierra suponerlas como
eslabon primario del pensamiento. Es mas, este ultimo no solo las invoca, sino que
ellas constituyen formaciones psicoldgicas relativamente independientes, las cuales
se circunscriben mas bien al macroproceso de la cognicion. Asi, es posible hablar de
operaciones para memorizar, entre otras. Incluso hablar de operaciones motoras, lo
cual escapa del ambito cognitivo y se enmarca en el plano todavia mas amplio de la
actividad del sujeto.

§§ 3.3.2 La resolucion de problemas como habilidad generalizada

Una exposicion sistematica del concepto de actividad se debe a Leodntiev. Este
psicologo convirtid en objeto de la psicologia la actividad que relaciona al sujeto con
el mundo'™?, develando su estructura, y eliminando la posicién dualista entre el
proceso de la conciencia y la actividad externa; demostrando que no se trata de dos
cosas distintas, sino de dos formas de un todo unico: de la actividad. Estas dos
formas estan unidas entre si mediante transiciones y transformaciones mutuas, lo
cual constituye la manifestacidon principal del principio de la unidad entre psiquis y
actividad.

Los objetos externos que dirigen la actividad son el motivo y el objetivo. EI motivo de
la actividad no se limita a la necesidad del sujeto por algo, sino a una necesidad
objetivada, como objeto que mueve el sujeto a la accion. Ledntiev distingue los
conceptos de actividad, accion y operacion. Para él la actividad comprende los
procesos que implican una activa vinculaciéon del sujeto con la realidad. Lo mas
importante que distingue una actividad de otra es su objeto. El objeto de la actividad
es su motivo real (externo o ideal); pero mas alla del objeto esta la necesidad. La
actividad esta necesariamente relacionada con el motivo y no puede existir en
ausencia de él. “[L]a actividad ‘no motivada’ no entrafia una actividad privada de
motivo, sino una actividad con un motivo subjetiva y objetivamente oculto”.">

Los principales componentes de algunas actividades humanas los constituyen las
acciones que realizan. “Denominamos accion [dice Ledntiev] al proceso que se
subordina a la representacion de aquel resultado que habra de ser alcanzado, es
decir, el proceso subordinado a un objetivo consciente. Del mismo modo que el
concepto de motivo se relaciona con el concepto de actividad, asi también el
concepto de objetivo se relaciona con el concepto de accion”."®* Un rasgo distintivo
de la accién, que lo diferencia de la actividad, reside en la no coincidencia del motivo
y el objetivo. Por su parte, las operaciones constituyen métodos, por medio de los
cuales se realiza la accién; son formas de realizacion de estas ultimas. De este

" Ibid., p. 66

%2 \/éase Leodntiev, A. N. (1947) Ensayo del desarrollo de la psiquis, Moscu.

1:2 Ledntiev, A. N. (1975/1981) Actividad, conciencia, personalidad. La Habana: Pueblo y Educacion.
Idem.
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modo, las operaciones no corresponden directamente al objetivo de la accion, sino a
las condiciones en las cuales esta dado dicho objetivo.

Ledntiev también resaltaba que la actividad no puede comprenderse como la simple
suma de sus partes, pues no se tata de un proceso aditivo. “Las acciones,
propiamente, no son elementos especiales ‘separados’ que son incorporados a la
actividad. La actividad humana no puede existir de otra manera que en forma de
acciones o grupos de acciones”.® Un hecho notable que expresa esta idea con
mayor claridad consiste en la dinamica que tiene lugar entre la actividad, la accion y
la operacién. En efecto, al adquirir una fuerza excitadora propia, la accion se
convierte en actividad; sin embargo, al perder su motivo originario, una actividad se
convierte en accion.® De todas formas, respondiendo al motivo o al objetivo, ambas

se manifiestan en el plano consciente.

El transito de lo consciente a lo inconsciente también tiene lugar. No se niega la
existencia de ambos planos, pero la actividad inconsciente en la RP es tan exigua (o
al menos tan poco perceptible), que no constituyen pares dialécticos adecuados
para explicar el proceso de RP. Por esto se prefiere hablar de niveles, desde planos
mas conscientes hasta otros menos conscientes. Este es el caso del transito de la
accion hasta convertirse en operacion, transformandose en un procedimiento para
alcanzar cierto objetivo. Este hecho resulta del grado de sistematizacién, de manera
que el objetivo deja de constituirse como representacidon anticipada del resultado a
alcanzar, para abrir paso a las condiciones objetivas y subjetivas que dan lugar a la
operacion. También el proceso inverso es posible en la medida que las condiciones
mencionadas se objetivizan y pasan a un plano mas conciente.

Las operaciones se forman de las acciones y viceversa. Cuando el objetivo de una
accion forma parte de otra accion como condicion de su cumplimiento, la primera
accion se transforma en método de realizacion de la segunda, en una operacion.
Reciprocamente, la necesidad de adaptar una operacidon a nuevos contenidos,
puede conducir a que esta se manifieste como accién, incluso como actividad. Por
ejemplo, la generalizacion es una operacién mental; sin embargo, también es una
accion cuando se resuelven ciertos tipos de problemas (por ejemplo, de induccién
completa). Es mas, la generalizacion en un sentido amplio, es parte esencial de la
actividad matematica mas compleja.

En sentido general, el grado de desarrollo de una actividad responde al grado de
desarrollo de cierta capacidad. De la misma manera se relaciona la accion con la
habilidad y la operacién con el habito. Es posible resumir las correlaciones anteriores
a través del esquema de la figura 10.

Las correspondencias entre la segunda y tercera columnas no expresan
equivalencias conceptuales. En efecto, la habilidad no se expresa siempre a través
de una sola accion, sino que puede expresar el grado de desarrollo de varias
acciones y operaciones. Alvarez define habilidad como “una dimensién del contenido
que muestra el comportamiento del hombre en una rama del saber propio de la
cultura de la humanidad. Es, desde el punto de vista psicoldgico, el sistema de

%% bid., p. 84.
1% véase Ibid., p. 89.
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acciones y operaciones dominado por el sujeto que responde a un objetivo”.157 Es
valido preguntarse qué sentido tiene definir una formacion psicologica a través de su
estructura.

| MOTIVO — ACTIVIDAD —— CAPACIDAD :

l T l T l T ' Planos mas

! ! 1 conscientes
I‘ OBJETIVO —— ACCION —— HABILIDAD !

ST 'i¢ """""""""" lT """"""" $t """"" " Plano menos
i CONDICIONES —— OPERACION —— HABITO i consciente

Figura 10. Formacion por etapas de las acciones mentales

La habilidad debe conceptuarse como una formacién  psicoldgica
predominantemente cognitiva que expresa el grado de desarrollo de cierto sistema
de acciones y operaciones, y que responde a un objetivo consciente. Como puede
observarse, no se hace referencia a las manifestaciones de las esferas afectivo—
motivacional, lo cual no significa que no estén presentes en completa interaccion.
Sin embargo, evitar la abstraccidon distanciaria el propésito de develar la esencia, y
convertiria el concepto de habilidad en algo innecesariamente difuso. La
caracterizacidon que se ha asumido no se traduce en la simple igualacion de la
habilidad a la destreza; esta ultima mas bien identifica la rapidez en la
instrumentacion de los componentes. La habilidad es mucho mas, pues su dominio
presupone la implementacion sistémica de estos componentes cuando emerge el
objetivo.

No es posible evaluar la habilidad alcanzada tomando como criterio el tiempo de
ejecucion exitosa; ni siquiera a partir del resultado final obtenido en el proceso. Tal
evaluacion incluye estos aspectos, pero va mas alla. En efecto, un analisis profundo
presupone examinar la forma y el contenido del proceso. El contenido presupone el
dominio del conjunto de acciones Yy operaciones a realizar (qué hacer). Esto se ha
denominado “invariante funcional” y consiste en el subsistema de acciones y
operaciones esenciales que resultan necesarias y suficientes para el cumplimiento
del objetivo. Se parte de la idea de enfocar el invariante como subsistema y no como
el conjunto de acciones y operaciones. Esto permitira, como se vera mas adelante,
explicar la naturaleza de las habilidades generalizadas. Por otra parte, la forma
expresa el dominio de las relaciones entre los componentes del sistema, asi como
entre estos y otros que se asocian a las habilidades y habitos. La forma se refiere a
cuando y como instrumentar cada accion y operacion.

Tampoco es posible evaluar el desarrollo de una habilidad fuera de otras habilidades
y habitos, o sea, fuera de una actividad humana mas compleja. Esto explica el

¥7 Alvarez, C. M. (1999) La escuela en la vida (p. 71). La Habana: Pueblo y Educacion.
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transito de la habilidad por los niveles registrados ampliamente en la literatura: de
familiarizacion, reproductivo, productivo y creativo. En los dos primeros niveles el
aprendizaje de la habilidad no se aleja de las fronteras del conjunto de acciones y
operaciones esenciales; esto es el invariante funcional. Naturalmente, el sujeto
activa otras acciones y operaciones que emergen necesariamente, como resultado
de la experiencia que ya posee.

Desde el momento que el sujeto aplica sistematicamente la habilidad durante ciertas
acciones propias de otras actividades, se aproxima al plano productivo. Asi, va
quedando definida una regidén que en lo adelante se denominara “Complejo
Variacional”. Este constructo comprende el conjunto de acciones y operaciones que
si bien son externas al invariante funcional, cada vez van siendo asociadas y
aplicadas sistematicamente por el sujeto, durante la realizacion del objetivo. En la
medida que este complejo se agranda, la habilidad se aleja del plano productivo,
llegando finalmente al creativo.

Esta idea destierra la version esquematica de habilidad como nivel de dominio de
cierto invariante funcional. El transito por los niveles del complejo variacional no
ocurre de manera uniforme en sujetos diferentes. Es por ello que se rompe también
con la idea de habilidad como singularidad, para asumirla como pluralidad. Esto
explica la diversidad de formas de asimilacion y de modos (personales) de
implementacion, durante la RP.

La estructura de la habilidad puede rebasar la accién, incluso el sistema de
acciones. Esto se debe a la posibilidad eventual de que su contenido se estructure a
partir de un sistema de acciones y operaciones, donde estas ultimas no tienen por
qué integrar determinada accién. Esto no quiere decir que no pueda hablarse de una
habilidad asociada a una accion, por el contrario, este seria el tipo mas simple de
habilidad. En todos los casos puede distinguirse el invariante con su complejo
asociado, determinando una habilidad que responde a un objetivo mas sofisticado.
Justamente, esta armazdn de acciones y operaciones tienen, como caso particular,
lo que Talizina ha denominado “procedimiento de la actividad cognoscitiva”.'*® Esta
idea aparece resumida en la figura 11.

Es necesario aclarar que el concepto de complejo variacional no coincide con el de
“nodo cognitivo”, el cual ha sido introducido por H. Hernandez.”® Esta investigadora
enriquecié el enfoque genético desarrollado por la psicologia rusa, donde se trata
ampliamente el concepto mas elemental de “célula generadora” para explicar el
desarrollo y evolucién de otros conceptos.’®® Hernandez introduce la idea del nodo
cognitivo como un punto de acumulaciéon de informacion en torno a un concepto o a
una habilidad determinada. “Es informacion que se establece de manera consciente

1%8 éase Talizina, Ibid., Cap. IV, pp. 201—253.

% Hernandez, H. (1995) Nodos cognitivos. Un recurso eficiente para el aprendizaje matematico.
Ponencia presentada en la IX Reunién Centroamericana y del Caribe sobre Formacién de Profesores
e Investigacién en Matematica Educativa. La Habana.

1% Como ejemplo de célula generadora G. P. Mazhura (colaboradora de N. G. Salmina) distingui6
“electron en el atomo” en el programa de Quimica General, mientras que H. Hernandez utilizé el de
“combinacién lineal” en Algebra Lineal. El concepto de razén es un buen ejemplo de célula
generadora en la Matematica escolar. Esta idea ha contribuido a la estructuracion sistémica de los
contenidos, lo cual es trascendental para el caso de las ciencias y en particular para la Matematica.
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por el profesor en el estudiante y se hace perdurable, toda vez que es activable para
ser aplicado, para ser modificado (enriquecido o transformado), para ser recuperado,
para conectarse con otro nodo”."®’

Invariante Funcional
(Subsistema de
operaciones esenciales.)

OBJETIVO

Figura 11. Estructura general de las habilidades

La propia autora declara la génesis de este concepto cuando afirma: “Como quiera
que no siempre es factible para el profesor revelar, identificar o apropiarse a corto
plazo de una célula generadora o de un invariante o de reglas y unidades basicas
que le permitan conformar un sistema de conocimientos y conexiones a trabajar con
el estudiante, se me ocurrid incorporar la idea de los nodos cognitivos en el
quehacer matematico, como un recurso que contribuye a organizar el conocimiento
de los estudiantes”.'®? Los conceptos de “ntimero”, “variable”, “funcién” y “limite”,
constituyen ejemplos de nodos cognitivos intramatematicos.

El concepto de nodo no se supedita exclusivamente a los conceptos y habilidades,
en general es aplicable a todo el contenido de ensefianza. Por ejemplo, dominar un
teorema no significa memorizarlo, sino también saber demostrarlo y poderlo aplicar.
El nodo se enriquece en la medida que se identifican las relaciones del teorema con
otros contenidos, planteandose una compleja red de interconexiones. El nodo
cognitivo debe estar presente en cada una de las formas de estructurar el
conocimiento. “[T]odo el sistema es una red compuesta de nodos y al mismo tiempo,
a partir de los nodos se va conformando una red o sistema de conocimientos,
habilidades, valores, etcétera”.'®®
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Hernandez, Ibid., p. 10.
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Idem.
%% Ibid., p. 11.
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Para la estructuracién de los contenidos mediante la utilizacion de los nodos
cognitivos (como recurso sistematizador) es necesario es necesario determinar con
claridad cuales son los nodos que deben desarrollarse en el estudiante. Partiendo de
los objetivos propuestos, la red se genera al enriquecer o transformar el nodo
precedente (ya establecido en el estudiante), o al establecer su conexion con otro al
cual le puede servir de base o como medio para lograr su propio desarrollo. Una vez
confeccionada la red, es posible elaborar el programa correspondiente, el cual
queda estructurado sobre una base sistémica.

El complejo variacional, aunque se relaciona con el nodo no coincide con él. Para
explicar esto es necesario partir de una observacion hecha por Talizina: “El concepto
de las invariantes tiene criterios objetivos y no es como a cada cual le parezca y no
puede tener, cada persona, su propia invariante, porque hay que demostrar que en
efecto, en realidad, esto es una invariante, que evidentemente puede generar todo el
sistema de variantes. Si eso no lo puede satisfacer, entonces, realmente no es una
invariante”.'® La causa que justifica una posible confusién se basa en el hecho de
que, para cada sujeto, el desarrollo de la habilidad siempre va mas alla del
invariante. En el préoximo capitulo se explicara esto, en el caso concreto de la
habilidad para resolver problemas.

El nodo cognitivo se establece en virtud de la sistematizacion de la ciencia. Sus
conexiones son el resultado de un complejo proceso evolutivo, de manera que
durante la planificacidn y elaboracion de un curriculo adquiere un caracter
aprioristico. El complejo variacional es personologico, pues depende de como el
sujeto configura la habilidad, a partir de sus propias experiencias. Esta libertad
justifica la existencia de un nivel superior, esencialmente creativo.

Como nodo cognitivo sirve de ejemplo el campo de problemas sobre “célculo de
cuerpos”. Normalmente, cualquier disefio curricular debe prever que esto constituye
un amplio punto de acumulacién del contenido, tal y como se muestra en la figura
12. Sin embargo, no es posible representar una red absolutamente completa, pues
la propia naturaleza sistémica de la Matematica justifica una infinitud de conexiones
con otros nodos. Esta infinitud de relaciones permite que cada sujeto configure su
propio complejo variacional, el cual no tiene por qué ser absolutamente estable. La
estabilidad reside en el invariante, mientras que los niveles de desarrollo de la
habilidad son variables. La amplia diversidad de métodos de solucién desplegados
por los concursantes de las Olimpiadas de Matematica, son un ejemplo de ello.

Para tratar la habilidad de RP, en la literatura occidental se utiliza frecuentemente el
término skill (destreza) y, en el mejor de los casos, ability (habilidad). En su mayor
amplitud, la habilidad para resolver problemas se conceptua como generalizada. Una
habilidad es generalizada en la medida que su estructura adquiere un grado de
complejidad que no responde a su nivel de desarrollo, sino a la naturaleza del
objetivo al cual se subordina. Las habilidades generalizadas son formaciones
psicolégicas que presuponen mayor actividad mental. Justamente ellas se

%4 Talizina, N. (1994) La teoria de la actividad de estudio como base de didéctica en la Educacion

Superior. México: Universidad Autbnoma Metropolitana, p. 81.
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encuentran en la frontera entre habilidad y capacidad. Estas ultimas responden al
motivo y se constituyen en actividades realmente complejas.

Problemas ya

Aplicaciones
resueltos

Problemas de
calculo de cuerpos

Métodos y
procedimientos de
solucién

Construccion de
figuras geométricas

Teoremas y conceptos
asociados

Figura 12. Un ejemplo de nodo cognitivo

En la escuela no es comun hablar del desarrollo de capacidades matematicas;
realmente el caso queda restringido al dominio de las habilidades y habitos. Este
hecho se justifica justamente por el nivel de complejidad de las capacidades y por el
tiempo relativamente prolongado que se necesita para lograr su desarrollo. Existen
habilidades que pueden desarrollarse durante una clase hasta el nivel reproductivo,
en la unidad hasta el nivel productivo, y en el grado hasta el nivel creativo.
Asimismo, existen habilidades que requieren de un sistema de clases para asegurar
el nivel mas elemental de familiarizacion; mientras que otras habilidades, como las
generalizadas, pueden requerir de mas tiempo. Sin embargo, el desarrollo de las
capacidades puede exigir de muchos afos de estudio.

Estos hechos justifican que el problema de la clasificacion de las habilidades haya
sido mas ampliamente abordado que el relativo a las capacidades. La clasificacion
mas amplia que se conoce escinde las habilidades en generales y especificas. Esta
dicotomia pone de relieve el grado de relacion entre la habilidad y la actividad de la
cual toma su contenido. Puede decirse que una habilidad es general cuando forma
parte del contenido de varias asignaturas, y especifica cuando se refiere al
contenido de una sola de ellas. Tal clasificacion es relativa, pues una habilidad
definida como general puede actuar como especifica a partir del contexto en que se
produce la actividad. Independientemente que la estructura de la habilidad se
mantenga cualquiera sea el contexto, siempre estara dotada de elementos
especificos que estaran dados por los medios, los métodos y la via que el sujeto
implemente.
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Esta ambigledad puede eliminarse si se asocia a cada habilidad su contenido. Asi,
la habilidad “para demostrar” es general tanto en Matematica como en Fisica.
Aunque se conserva la estructura, varian los medios, métodos y vias. Mientras que
en Matematica la demostracién se realiza a través de un razonamiento basado en
relaciones, conceptos y procedimientos ya conocidos, en la Fisica las
demostraciones por lo general son experimentales, basadas en leyes y fenomenos.
Sin embargo, al asociar el contenido especifico, la distincion anterior no tiene lugar.
En efecto, no caben dudas de que la habilidad “para demostrar identidades
trigonométricas” es especifica de la Matematica; mientras que la habilidad “para
demostrar leyes de la Mecanica” es especifica de la Fisica.

Surge, por otro lado, una nueva dificultad. ; Como estar seguro de que demostrar (en
Matematica) es una habilidad cuando, hablando en términos generales, es tan
compleja? ¢ Por qué no enfocarla como capacidad? Estas interrogantes se justifican
con toda claridad. Nuevamente es necesario precisar qué se demuestra, lo cual
determinara el complejo de habilidades y habitos asociados (complejo variacional) y
que expresara si se trata de una habilidad elemental (basica), generalizada, o exige
reconceptuarla como capacidad.

En un plano muy general, dentro del quehacer matematico, demostrar es una
capacidad muy compleja. Kant habia sefialado: “Solo puede llamarse demostracion
una prueba apodictica en cuanto es intuitiva. Nos sefala la experiencia lo que es,
pero no que lo que es no puede ser otra cosa. De manera que los argumentos
empiricos no pueden proporcionar pruebas apodicticas. Mas la certeza intuitiva, vale
decir, la evidencia, no puede obtenerse de conceptos a priori. Unicamente la
Matematica contiene demostraciones, porque no toma su conocimiento de
conceptos, esto es, de la intuicion que puede ser dada a priori como correspondiente
a los conceptos”.'®® Estos planteamientos son un arquetipo de agnosticismo. Para
este notable filésofo “la cosa en si” es inaccesible al conocimiento y sdlo es posible
conocer los fendmenos a través de los cuales esta aparece en la experiencia. Kant
fracasa en su intento por “fundamentar” que el conocimiento teérico es exclusivo de
la Matematica.

Desde el punto de vista légico, una demostracion consiste en un conjunto de
métodos légicos de fundamentacion de la veracidad de un juicio por medio de otros
juicios verdaderos y relacionados con él. Se estructura en una tesis (juicio cuya
veracidad debe demostrarse), argumentos (los juicios verdaderos que se utilizan; los
axiomas, definiciones, teoremas, leyes, etcétera) y la forma de la demostraciéon
(modo de conexion légica entre la tesis y los argumentos).’®® Sin embargo, no es
posible reducir la capacidad o habilidad para demostrar a la estructura légica de la
demostracion.

En vista de que estas configuraciones psicolégicas presuponen un proceso mental,
esta estructura consiste en la expresion de dicho proceso, de manera que las

185 Kant, E. (1781/1973) Critica de la razén pura (p. 399). La Habana: Ciencias sociales. Cf. Lenin, V.
I. (1909/1990) Materialismo y empiriocriticismo. La Habana: Pueblo y Educacion, pp. 188-189 y p.
348.

186 Guétmanova, A.; Panov, M. y Petrov, V. (1991) Légica: en forma simple sobre lo complejo (pp. 86—
88). Moscu: Progreso.
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configuraciones mencionadas abarcan mucho mas. En planos mas elementales,
demostrar puede conceptuarse como habilidad (en ultima instancia generalizada).
Esto es lo que, justamente, la inserta en el ambito escolar. El desarrollo de esta
habilidad es esencial, pues favorece el pensamiento logico y la formacion de una
concepcion cientifica del mundo.

Aunque en el plano filoséfico existen diferencias entre probar y demostrar, no es
prudente extrapolarlo a la ensefanza elemental. Por tanto, tal y como ocurre en la
escuela, los términos probar o demostrar cierta proposicion matematica se referiran
a la misma habilidad. No ocurrird asi con la argumentacion, la cual se constituye
como accion dentro del invariante funcional.

De la misma manera, resolver problemas puede enfocarse como habilidad
generalizada. Tanto es asi que, tal y como se analizé en el epigrafe anterior, es
completamente posible hablar de “problemas de demostracion”, lo cual coloca esta
habilidad en un estadio superior al de la demostracién. Esta afirmacion es general,
por cuanto la explicitacion del contenido nuevamente relativiza los hechos. Asi, esta
completamente claro que es mas simple el desarrollo de la habilidad para resolver
problemas conducentes a sistemas de ecuaciones lineales (propia del nivel
secundario) que la habilidad para demostrar propiedades de la geometria del
espacio (propia del bachillerato). No obstante, nuevamente cabe preguntarse:
(Acaso este tipo de demostracion no presupone resolver un problema? La
respuesta es afirmativa, pero debe precisarse que de un contenido mas complejo.

A diferencia de la teoria general de las habilidades matematicas, las capacidades no
disponen aun de una teoria sistematica y detallada. La literatura, sin embargo,
registra algunos resultados que se encaminan hacia ese fin. Krutietski, por ejemplo,
ha prop%?sto un esquema general de las capacidades matematicas en la edad
escolar:

a) Recepcion de la informacion matematica, lo cual significa la capacidad para
recibir formalmente el contenido matematico y para captar la estructura formal del
problema.

b) Procesamiento de la informacion matematica, consistente en la capacidad para:

— pensar légicamente en la esfera de las relaciones cuantitativas y espaciales, a
través de simbolos matematicos;

— reducir el proceso de razonamiento matematico y el sistema de operaciones
correspondientes, 0 sea, pensar en estructuras reducidas;

— lograr flexibilidad en los procesos mentales, relativos a la actividad
matematica;

— generalizar rapida y ampliamente los objetos, relaciones y operaciones
matematicas;

%7 Krutietski, V. A. (1968/1986) Cuestiones generales sobre la estructura de las capacidades

matematicas (p. 196). En I. I. lliasov y V. Ya. Liaudis (Eds.): Antologia de la psicologia pedagodgica y
de las edades. La Habana: Pueblo y Educacion.
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— reorganizar rapida y libremente la proyeccion del proceso mental y pasar del
curso directo del razonamiento al inverso (reversibilidad del proceso mental
durante el razonamiento matematico); y

— alcanzar claridad, sencillez, economia y racionalidad en las soluciones.

c) Almacenamiento de la informacion matematica, lo que alude a la “memoria
matematica” (memoria generalizada para las operaciones matematicas, las
caracteristicas tipo, los esquemas de razonamiento y las demostraciones, los
métodos de solucion de los problemas y los principios de enfoque de los
problemas).

d) Componente sintético general, lo cual significa una tendencia o proyeccion
matematica del intelecto.

Como puede observarse, las capacidades matematicas (segun Krutietski) no se
limitan al desarrollo cuantitativo y cualitativo de los procesos de recepcion,
procesamiento y almacenamiento de la informacion, sino también al aspecto
esencial que revela al hombre como agente transformador de su entorno: la
proyeccion matematica del intelecto. Esto es, la exteriorizaciéon del conocimiento, la
aplicaciéon de los aportes cientificos al desarrollo econdmico y espiritual de la
sociedad. Por este motivo, los genios se identifican sobre la base del nivel
transformador de sus aportes al desarrollo de la humanidad. Asi, por ejemplo, es
posible hablar del desarrollo del Algebra antes y después de E. Galois.

Por su parte, M. Llivina ha sistematizado una teoria relativa a tres capacidades
“‘generales” que, segun él, conforman un sistema basico de competencias:
identificar, plantear y resolver problemas. He aqui un nuevo concepto incorporado a
la DM en la actualidad: el de competencia. Llivina, después de reconocer que las
capacidades existen como potencialidades del ser humano, que tienen una
naturaleza psicolégica y que pueden ser generales o especificas, plantea: “Estos
resultados [...] permiten establecer una correspondencia biyectiva entre las

competencias y las capacidades [...]"."®

En primer lugar, si tal correspondencia biyectiva tiene lugar, qué necesidad existe de
conceptuar este “nuevo” constructo. En términos légicos, este esfuerzo solo conduce
a redundar sobre el concepto de capacidad. En segundo lugar, sobre la base del
analisis filosofico realizado en el epigrafe anterior, no esta totalmente claro que sea
posible reducir la actividad matematica (escolar o no) a la identificacién, planteo y
resolucion de problemas.

De todas formas, la idea de Llivina se traduce en un campo bastante amplio dentro
del ambito de las capacidades matematicas del contexto escolar. Tal es asi que,
como él mismo afirma, “los autores han abordado con mucha profundidad la tercera
[resolver problemas], las dos primeras estan en fase de elaboracién teérica [...]"."°
Es mas, este hecho no resulta sorprendente, si toma en cuenta que histéricamente

1%8 | livina, M. J. et al. (2000) Un sistema basico de competencias matematicas. Ponencia presentada
en el evento internacional “Contextualizacion de problemas matematicos y desarrollo de
%%mpetencias". Fundacion Colegio UIS, Santander, Colombia, § I11.1 (sin italicas).

Ibid., § l11.2.
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los curriculos han reducido la ensefanza y el aprendizaje de la Matematica a la
resolucion de problemas. En el capitulo 5 se expondran con mas detalle otras ideas
sobre la formulacion de problemas, las cuales, si bien guardan una estrecha relacién
con lo que Llivina y muchos otros autores denominan “identificar” o “plantear”
problemas, sigue un derrotero completamente distinto.

Es necesario destacar que tanto las habilidades como las capacidades, desde su
status de configuraciones psiquicas predominantemente cognitivas, integran flexible
y funcionalmente tres dimensiones funcionales, en la unidad con la esfera afectivo—
motivacional. Estas dimensiones son un producto del reconocimiento de la
naturaleza historico—social de las habilidades y capacidades, en unidad dialéctica de
lo social y lo individual.

En primer lugar figura la dimension procesal, que comprende los procesos cognitivos
que intervienen en la actuacién del sujeto, tales como la memoria, la imaginacion, el
pensamiento y la sensopercepcion. Con mucho acierto Llivina plantea: “La
dimensioén procesal tiene su salida en la calidad con que estos procesos transcurren
y en lo referido a la metacognicion, esto es cualquier tipo de manifestacion de los
conocimientos del sujeto acerca de sus propios conocimientos relativos a
determinado suceso y el control de su ejecucidbn en el mismo, a través del

autoconocimiento, autocontrol, autoevaluacion y autovaloracién”.'’®

Codrdova ha propuesto un grupo de subindicadores para evaluar la calidad de los
subprocesos.'”" Ellos son:

a) independencia (posibilidad de seguir una linea de pensamiento propia y modos
de procesamiento autonomos),

b) fluidez (numero de ideas o producciones que el sujeto es capaz de generar en un
contexto determinado),

c) flexibilidad (variedad de recursos que emplea, diversidad de modos para
interpretar la situacion y posibilidad de modificar el rumbo de la actividad cuando
sea pertinente),

d) elaboracion (riqueza de detalles en el analisis; posibilidad de lograr un elevado
nivel de profundidad en una idea, clarificandola, expandiéndola, descubriendo
deficiencias y realizando redefiniciones),

e) logicidad (seguimiento de un orden coherente, sin saltos arbitrarios y con la
debida fundamentacién),

f) profundidad (penetracién en la esencia de los hechos o fendmenos, buscando
generalizaciones, leyes, regularidades, abstrayéndose de lo que no es
significativo),

g) y la productividad (equilibrio entre la velocidad del procesamiento de la
informacion y de soluciéon y ejecucion de las tareas; asi como la adecuacion,
precision y calidad que se va logrando en las mismas).

170 .

Ibid., § IIl.1.
" Cérdova, Ma. D. (1997) La estimulacién intelectual en situaciones de aprendizaje. Tesis doctoral
no publicada. ISP “Enrique José Varona”, La Habana.
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Es justo senalar que, la consideracion o no de cada uno de estos subindicadores,
dependera del contenido especifico de la habilidad o capacidad que se evalua. El
segundo indicador se refiere a la metacognicion, el cual incluye dos subindicadores:

a) el metaconocimiento (conocimiento y conciencia que el sujeto tiene de las
estrategias utilizadas, de los lados fuertes y débiles durante su ejecucion,
preferencias o0 tendencias hacia un determinado estiio o modalidad de
procesamiento, de sus posibilidades intelectuales, asi como el grado de
conciencia acerca de las tareas que realiza, sus condiciones, requisitos,
exigencias y obstaculos involucrados), y

b) el control ejecutivo (dominio y uso de la planificacion, supervision, correccion,
comprobacién, evaluacion y los subprocesos que caracterizan el control y
autorregulacion de la actividad que se realiza'’?).

Un estudio sobre cédmo realizar la evaluacion de esta y las demas dimensiones,
sobre la base del analisis -cualitativo—cuantitativo de los indicadores vy
subindicadores, se expondra en el capitulo 7.

En segundo lugar figura la dimension instrumental, que abarca el conjunto de
acciones y operaciones constituyentes, asi como el sistema de conocimientos que el
sujeto aplica durante su actuacion. Este sistema ha sido denominado “bases del
conocimiento”. Rubinstein afirmaba: “Pensamiento y conocimiento, empero, son
inseparables. Donde el pensar se nos ofrece como descubrimiento de nuevos
conocimientos, utiliza, también, otros ya asimilados. Este hecho sirve de base para
la teoria segun la cual pensar significa evocar y aplicar conocimientos. Veremos que
esto no es cierto si con dicha afirmacién se entiende que el pensamiento es ya una
evocacion de conocimientos y se reduce a ello. Es justo, en cambio, si se interpreta
en el sentido de que evocar conocimientos es ya pensar y lo presupone”.'”
Particularmente, el hecho concreto de aplicar y utilizar ciertos conocimientos durante
la resolucibn de wun problema, se denomina “actualizacion” de estos
conocimientos.'”

De la misma manera, esta dimensidén puede ser evaluada pero, en lo que a sistema
de acciones y operaciones se refiere, es necesario destacar que esto depende de la
actividad especifica que tiene lugar. En general, es necesario recurrir basicamente a
la estructura del invariante funcional, complementado con su correspondiente
complejo variacional. Si bien la estructura del primero es bastante estable, la
segunda lo es en menor grado. De todas formas, una vez precisada cada accion y
operacion, asi como el conjunto de habilidades y habitos correlacionados en la
actividad, es posible realizar la medicién a través de subindicadores tales como la
frecuencia (numero de veces que se ejecutan los componentes), la periodicidad
(distribucidon temporal de las realizaciones) y la complejidad (grado de dificultad en
los diferentes subprocesos).

72 Véase Labarrere, A. F. (1996) Pensamiento. Analisis y autorregulacion de la actividad cognoscitiva
de los alumnos. La Habana: Pueblo y Educacién.

7% Ibid., 1966, p. 70.

4 Veéase el articulo El proceso del pensar y la utilizacion de los conocimientos, de K. A. Slavskaia
(incluido en Rubinstein, Ibid., pp. 189-245).
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Finalmente, en tercer lugar, figura la dimension afectivo-motivacional que
comprende la formacion de motivaciones intrinsecas respecto a la actividad
realizada, asi como el sistema de autovaloraciones, intereses y expectativas
respecto a la misma.

El estudio de las fases, por las cuales transcurre el proceso docente educativo de las
habilidades, ha sido objeto de analisis por parte de muchos investigadores. La
escuela soviética de Psicologia desarrollé un trabajo de suma importancia por la
sistematicidad que logré en sus aportaciones teodricas. Asi, hoy no es posible una
incursion exhaustiva en la teoria de las habilidades pasando por alto la Teoria de
Formacion por Etapas de las Acciones Mentales (TFEAM), cuya génesis se
encuentra en los trabajos de P. J. Galperin. La obra de este autor se inicia en la
década de los afos 40; y sus presupuestos mas elementales subyacen en la Teoria
General de la Actividad, la cual ya ha sido explicada. Para este autor, el proceso de
interiorizacion transcurre a traveés de tres grandes fases: orientacion, formacién de la
accion, y aplicacion.

Algunos autores trivializan las tesis de Galperin, o bien las “enriquecen” con ideas
triviales. En algunas tesis de grado aparecen, por ejemplo, “aportes tedricos” que
describen la presencia de diferentes etapas en la formacion de las habilidades. Se
trata de descripciones de fases analogas a la natural planificacion, organizacion,
ejecucion y evaluacion, hecho natural que se desprende de los conocimientos que
hoy dia albergan las Ciencias Pedagdgicas'’®. En sentido general, es posible
identificar dos grandes etapas: la formacién y el desarrollo. Tomando como base las
observaciones anteriores, puede comprenderse que la formacién apunta hacia el
invariante funcional, mientras que el desarrollo no es mas que una extension de la
formacion y apunta hacia lo que mas arriba fue denominado complejo variacional.

La TFEAM considera el estudio como un sistema de actividades especificas, cuya
realizacion conduce al alumno a la adquisicion de nuevos conocimientos,
habilidades, valores, etcétera; en fin, a su formacién integral como ser humano.
Galperin senalaba: “Acordemos llamar estudio a toda actividad, pues como resultado
en su ejecutar se forman nuevos conocimientos y habilidades o los antiguos

conocimientos y habilidades adquieren nuevas cualidades”.'”®

Esta teoria también plantea que las acciones tienen, en primer lugar, un caracter
generalizado pues, al depender del objetivo, pueden manifestarse en diversos tipos
de actividades. En segundo lugar, tienen un caracter desplegado, caracterizado por
el hecho de que, en determinada etapa de la actividad mental, las acciones son
tomadas en cuenta, pero no se actualizan ni se convierten en objeto consciente. En
tercer lugar, se encuentra el caracter asimilado, caracterizado por el grado de
automatizacién de la accidn, de manera que desaparece gradualmente del plano
consciente, pero se conserva al nivel de lo inconsciente. En el estudio de las
acciones se definen tres fases: la orientadora, la ejecutora y la de control.

s Algunos autores cubanos dividen la ejecucion en motivacién, orientacion, y “ejecucién en si

misma”. Esto es “grasa grasienta” en términos leninistas.
176 Galperin, P. Ya. (1965) Sobre las bases psicoldgicas de la ensefianza programada. Nuevas
investigaciones en las ciencias pedagogicas, cuarta edicioén, p. 15, Moscu.
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Un aporte esencial de esta teoria consiste en la introduccion del concepto de “Base
Orientadora de la Accion” (BOA), asi como el estudio gradual del mismo, tanto en
forma tedrica como experimental. La BOA puede caracterizarse como el sistema de
conocimientos y habilidades que regulan la ejecucion de la accién. La BOA apunta
directamente hacia la fase orientadora, jugando un papel decisivo, pues determina la
rapidez, calidad y racionalidad de la accion. Indirectamente, también apunta hacia
las otras fases, garantizando la realizacion correcta de la actividad. La BOA puede
darse al alumno en forma preparada, pero también puede ser elaborada
independientemente por este.

Por via experimental, los seguidores de Galperin descubrieron cuatro tipos de BOA,
(las cuatro primeras de la figura 13). Su clasificacién toma como fundamentos las
diferencias que se establecen en la amplitud, la plenitud y el modo de obtencién de
la BOA. En general, desde el punto de vista tedrico, son posibles ocho de ellas."””

Caracteristica de la BOA Caracteristica de la | Caracteristica de la BOA segun
segun su amplitud BOA segun su plenitud el modo de obtencién
1 | Concreta Incompleta Elaborada independientemente
2 | Concreta Completa Se da preparada
3 | Generalizada Completa Elaborada independientemente
4 | Generalizada Completa Se da preparada
5 | Generalizada Incompleta Se da preparada
6 | Generalizada Incompleta Elaborada independientemente
7 | Concreta Completa Elaborada independientemente
8 | Concreta Incompleta Se da preparada

Figura 13. Tipos de BOA

Como puede observarse, la octava BOA constituye el tipo mas difundido de
orientacion en la ensefianza tradicional. En la escuela el maestro da, por regla
general, indicaciones concretas respecto a la solucion de problemas concretos. Los
puntos de referencia indicados no agotan las condiciones necesarias para un
cumplimiento correcto de las acciones, lo cual conduce a que los alumnos cometan
errores."’® Las investigaciones tedricas recomiendan las BOA 3 y 4. Sin embargo, en
muchas de ellas no queda claro si los estudiantes de calificaciones regulares pueden
0 no mejorar sus resultados con otras BOA.

En efecto, cuando se tabulan los resultados, los aprobados se distinguen de los
suspensos, pasando por alto los niveles cualitativos.'”® Algunos autores hoy dia
critican este hecho, alegando también que descuidan los estilos de aprendizaje del
estudiante. Por ejemplo, Farifas sefala que la BOA 3 no ha sido bien acogida por
algunos sujetos, lo cual revela la heterogeneidad del proceso de interiorizacion. La
comprension no solo depende de la calidad de las orientaciones, “sino también de la

7 Véase Talizina, Ibid., pp. 89—100.
'8 Ibid., p. 100.
'7® Se trata de un refinamiento de la clasificacion, tal y como se vera en el capitulo 6.
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fenomenologia de las preferencias, de los modos de vivenciar el mundo por parte de
cada persona (no se puede separar la interiorizacion de la exteriorizacion)”.'®

§§ 3.3.3 Convergencia y divergencia del pensamiento

No es posible un abordaje del proceso de RP al margen de la forma en que se
despliega el pensamiento correcto. La mayoria de los autores delimitan dos tipos de
pensamiento, los cuales sirven para caracterizar los esquemas de razonamiento que
tienen lugar. Por una parte se distingue el pensamiento convergente, el cual se erige
a través de operaciones légicas claramente identificables. Es predominantemente
deductivo y esperable a priori. Por otra parte se encuentra el pensamiento
divergente, matizado por acciones predominantemente inductivas, creativas por
naturaleza.

Ambos tipos de pensamiento no ocurren de manera aislada, sino que se combinan y
complementan. Existe pensamiento divergente en los razonamientos mas
deductivos. Lenin en sus Cuadernos Filosoficos escribio “en la generalizacidn mas
sencilla, en la idea general mas elemental [...], hay cierta particula de fantasia”. De
la misma manera, el analisis a posteriori de un razonamiento creativo revela una
perfecta secuencia de operaciones légicas. La experiencia ha demostrado que el
proceso de RP comprende ambos tipos de pensamiento, asi que es oportuno
profundizar un poco en esta tematica.

El pensamiento correcto se compone de operaciones logicas, las cuales se
estructuran desde niveles mas simples hasta otros cada vez mas complejos. Por
este motivo, al explicar la naturaleza de los pensamientos convergente y divergente,
no puede confundirse lo funcional con lo estructural. En efecto, ambos tipos de
pensamiento son logicos por su contenido; la diferencia reside en la forma en que
tienen lugar, la naturaleza del producto generado, y ciertos rasgos distintivos de la
personalidad. Pasar por alto esta precision originaria un dilema tedrico para la
creatividad: la paradoja de ser “ser légica a posteriori”.

Las operaciones primarias del pensamiento humano (y en general de toda la
cognicion) son el analisis y la sintesis. El primero consiste en la desmembracion
mental del objeto en sus partes, permitiendo descubrir su estructura. El fin del
analisis es determinar lo esencial; llegar al conocimiento de los componentes y los
nexos que les son inherentes. No obstante, el analisis lleva al desglose de una
esencia no ligada aun a las formas concretas de su manifestacién. La unidad, que
sigue siendo abstracta, no se descubre todavia como unidad en la diversidad. Esta
limitacion la resuelve la sintesis. En efecto, esta ultima operacion consiste en la
unién dialéctica de los componentes y relaciones esenciales, revelados por el
analisis; va de lo idéntico a la diferenciacion, asocia lo general y lo singular, la
unidad y la multiplicidad de un todo concreto. La sintesis complementa el analisis y
forma con él una unidad indisoluble.

® Farifias, G. (1999) Hacia un redescubrimiento de la teoria del aprendizaje. Revista Cubana de

Psicologia, 16 (3), p. 231.
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Rubinstein observd que el analisis de un problema se inicia abarcando el campo
entero de la situacion dada. “A medida que el analisis avanza, va dejando de lado
las zonas (espaciales) y los aspectos del problema que no resultan esenciales para
la solucién, que no conciernen a la esencia de la cuestion que se ventila. Se van
desgajando uno a uno o bien por zonas enteras, por aspectos complejos. De esta
manera el analisis se va concentrando en un radio de accién cada vez mas reducido
y mas directamente vinculado al problema que se resuelve. El andlisis tiene, al
principio, un caracter extensivo, y poco a poco se va haciendo intensivo”. 81

Con gran acierto este psicélogo ruso defendié la tesis de que el proceso del
pensamiento es un proceso de analisis a través de la sintesis. “La sintesis pasa sin
cesar al analisis y reciprocamente. [...] Por sintética que sea la especificaciéon
conceptual de un fendmeno, cualquiera que sea, constituye de todos modos por una
parte un producto del analisis de la realidad, y por otra de la abstraccion de varios de
sus facetas. De modo analogo: por mas que se extienda el analisis que lleva a un
concepto, cualquiera que sea, este ultimo encierra en si un nexo, sujeto a ley

(sintesis), de los aspectos esenciales del fenémeno”."?

Estas operaciones mas elementales configuran otras algo mas complejas como la
comparacion, la abstraccion y la generalizacion. La primera de ellas permite
confrontar entre si los objetos y fendmenos, descubriendo su identidad o sus
diferencias, lo cual constituye una operacion esencial de la clasificacion (como
acciéon mas compleja). La confrontacidon antes sefalada justifica que la comparacién
se origine como una sintesis, pero a su vez este acto sintético implica un analisis de
los elementos comparados. Por su parte, la abstraccion, segun Rubinstein, “consiste
en la division, desmembracién y separacion de una determinada faceta, de una
cualidad, de un dato o factor, de un fenémeno o un objeto, en tanto estos sean
esenciales en cualquier forma [...]. La abstraccién en sus formas superiores es un
resultado, un aspecto de mediacién o descubrimiento de cualidades cada vez mas
esenciales de las cosas y fendmenos por medio de sus nexos y de sus

relaciones”.'®

La abstraccion designa tanto el proceso de separacion como su producto, por tanto,
es el resultado de un proceso analitico—sintético. En el proceso de la abstraccion
salen a colacidn ciertas posibilidades subjetivas del ser humano. Por ejemplo, es
imposible “contar” toda la serie de numeros naturales, pero esto no es obice para
que resulte imposible hacer la abstraccion del “infinito actual”. Todo conocimiento se
halla indisolublemente unido a procesos de abstraccion. La totalidad de los objetos
matematicos son abstracciones humanas, sin las cuales no seria posible penetrar en
la esencia de la realidad objetiva.

Por su parte, la generalizacién es una operacion logica que permite el paso de un
concepto especifico a otro genérico, quitando del primero cierto indicio (indicios)
especificador. En el proceso del conocimiento la generalizacion es un proceso
continuo, que tiene por limite unicamente las categorias (por ejemplo, en Filosofia,
son categorias del Materialismo Dialéctico la materia, la conciencia, la verdad,

¥ Ibid., 1966, p. 44.
82 Ibid., p. 49.
'8 |bid., 1967, p. 395.
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etcétera).”® Naturalmente, esta caracterizacion logica expresa el resultado final de
un proceso de analisis y abstraccion, cuyo contenido y forma resultan mucho mas
complejos. El pensamiento llega a generalizaciones cada vez mas altas a medida
que descubre conexiones mas profundas, a medida que el analisis separa los
componentes mas esenciales de los que resultan contingentes, casuales.

La generalizacion esta ligada indisolublemente al razonamiento matematico. Por
ejemplo, a partir del teorema sobre la suma de los angulos interiores de un triangulo,
se demuestra que la suma correspondiente al n—agono es igual a (n—2)-180°. La
demostracién deductiva de este nuevo teorema revela un proceso de generalizacion;
mientras que el teorema, el juicio demostrado, constituye la generalizacion como
resultado final. Esto demuestra, como se expresdé mas arriba, que la operacion
mental que tiene lugar va mas alla de la expresion légica.

El proceso contrario a la generalizacion consiste en la limitacion y expresa el paso
de lo general a lo particular. Rubinstein observo que “el razonamiento necesario y
demostrativo puede no ir de lo general a lo particular, sino de lo particular a lo
general. Un buen ejemplo de ello consiste en el método de induccién completa.
Semejante razonamiento lleva a la generalizacion, premisa necesaria del
conocimiento teorético. Resolver un problema en el plano teorico significa resolverlo
no solo con vistas a un determinado caso concreto sino para todos los casos
homogéneos. EIl conocimiento teorético presupone la generalizacién. La
generalizacion resulta del analisis y de la abstraccidn, hace posible el conocimiento

tedrico”. '8

En Matematica son frecuentes los razonamientos deductivos que expresan el
transito de lo general a lo particular. Sin embargo, el camino reciproco esta mas
cerca del pensamiento creativo. En efecto, la induccion es una manifestacion del
paso de lo particular a lo general. Solo el analisis y la abstraccion permiten al sujeto
formularse hipotesis sobre la base de los indicios esenciales. Estas hipotesis pueden
ser ciertas o no, y su verificacion o refutacion'®® subyace nuevamente sobre la base
del razonamiento deductivo. Un arquetipo de razonamiento inductivo es la “induccion
euleriana”, tal y como se vio en el capitulo 1.

En vista de que la busqueda de generalizaciones es una actividad intrinseca del
quehacer matematico, es natural que sea necesario hacer uso de esta operacion
mental en contenidos de complejidades muy disimiles. Asi, por ejemplo, es un hecho

'8 Véase Guétmanova, Ibid., 1989, pp. 63-65.

"% Ibid., 1966, pp. 59-60.

'8 | a historia de la Matematica relata muchas anécdotas interesantes sobre generalizaciones falsas.
Una de las mas conocidas es la suposicion de Fermat de que los numeros de la forma F, = 2%+1 son
primos VaeN, lo cual fue refutado por Euler al observar que F5s = 641-6700417. Todavia, en épocas
contemporaneas, estos hechos tienen lugar. Por ejemplo, en 1968 M. Gardner conjeturé sobre la
base de casos particulares que la suma de dos numeros amigos pares es divisible por 9 (220+284 =
9-56, 1184+1210 = 9-266, 2620+2924 = 9-616). Sin embargo, un afio mas tarde Elvin J. Lee refutd
esta afirmacion en un articulo publicado en Mathematics of Computation. El par mas pequefo que
hace falsa esta conjetura es 666030256 y 696630544
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notable la enorme cantidad de generalizaciones del teorema de Pitagoras.'®’

Probablemente la mas natural consiste en considerar los cuadrados inscritos sobre
los lados, como casos particulares de figuras semejantes. Es admisible que los
indicios “visuales” evoquen esta generalizacion a manera de operacion (véase la
figura 14).

Si AABC rectangulo en C,
entonces a’+bh’=c

~
’ ~

K a UNA GENERALIZACION
\'\ b ,
/\ / Si AABC rectangulo en C; U, V' y W son

| ' B las areas de tres figuras semejantes
| C ! inscritas respectivamente sobre los
1

1 1

1

lados a, by c, entoncesU +V =W.

1
2 2\ 2 !
b, a%,ly ¢” representan Jas
areas de los cuadrados;inscritos
sobre fos lados del triarigulo.

OTRA GENERALIZACION

Mucho mas compleja,
correspondiente a Pappus.

L/\ /\M

A C

Figura 14. Generalizaciones del teorema de Pitagoras

Es un hecho la inagotable posibilidad de hallar generalizaciones mas sofisticadas.
Tomando como base otros indicios mucho menos evidentes, se arriba a la conocida
generalizacidn de Pappus, la cual presupone una actividad mental indiscutiblemente
mas compleja. En efecto, si en el triangulo arbitrario ABC se construyen: (1) dos
paralelogramos cualesquiera ADEB y BGFC; (2) un paralelogramo ACML, a

'87 Se conocen mas de mil. Constiltese, por ejemplo, Lages, E. (1991) Meu professor de Matematica
e outras histoérias. Colegao do professor de Matematica, Sociedad Brasileira de Matematica, Rio de
Janeiro: LAMGRAF Artesanato Grafico.
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condicion de que AL = CM = BH (H = DE n FG), entonces se cumple que AacuL =
Aapes + Ascrc, donde A, designa el area de Q (figura 14). Es realmente dificil
concebir esta idea sobre la base del teorema de Pitagoras, pues no solo se parte de
un tridngulo arbitrario (caso general), sino también de paralelogramos (una
generalizacion del concepto de cuadrado).

Es necesario reiterar que al enfocar la generalizacién como operacion, se asume el
sentido mas elemental respecto al contenido procesado. En una dimension superior
es posible hablar de “habilidad para generalizar”; incluso de “capacidad para
generalizar”. Lo mismo ocurre con el resto de las operaciones antes mencionadas. El
proceso generalizacion puede tener una naturaleza sintética o analitica. Por ejemplo,
al observar que 6=3+3, 8=3+5, 10=3+7, ..., la generalizacion sintética llevo a Chr.
Goldbach a plantear su conjetura sobre la expresién de los numeros pares como
suma de dos numeros primos. Por su parte, la generalizacion analitica condujo a
W. R. Hamilton a la creacién de los sistemas numéricos hipercomplejos.'®®

En el campo de la RP la generalizacion juega un papel muy importante. El propio
Rubinstein observd que incluso la reduccién de un problema a otro ya resuelto
alberga una generalizacion, por cuanto “[tJransferir la solucion de un problema a otro
significa, en realidad, dar una solucion generalizada de ambos problemas. La
‘transferencia’ tiene su base en una generalizacion y esta, a su vez, descansa en el
analisis vinculado a la sintesis”."®®

Un papel muy especial dentro del pensamiento humano lo desempeia la analogia.
Esta accion mental constituye un razonamiento sobre la pertenencia a un objeto o
clase de objetos homogéneos de un determinado indicio (propiedad o relacion), a
partir de la semejanza de indicios sustanciales con otro objeto (o clase de objetos
homogéneos). La analogia tiene una naturaleza heuristica y expresa la
manifestacion mas genuina del razonamiento matematico. En el caso anterior,
relativo al teorema de Pitagoras, un razonamiento por analogia conduce al siguiente
teorema analogo: En el tetraedro trirrectangular (en el vértice O, segun la figura 15)
se cumple que Aasc = Aaoc + Aaoc + Asoc.

El establecimiento de analogias, junto a la generalizacion, juega un papel esencial
en la actividad matematica. Tanto es asi que el célebre matematico S. Banach
afirmaba: “Un matematico es una persona que puede encontrar analogias entre
teoremas; un matematico mejor es aquel que ve analogias entre demostraciones, y
el mejor de ellos puede distinguir analogias entre teorias. Uno puede imaginar que el
matematico supremo es aquel que consigue ver analogias entre analogias”.'®® Por
este motivo, en el préximo capitulo se abordara la analogia con mas detalle, como
parte del razonamiento heuristico.

188 \yéase Gorsky, D. (1987) Generalization and cognition. Moscow: Progress Publishers.

'8 |bid., 1966, p. 98 (sin italicas).

%0 Esta cita aparece en una autobiografia de su discipulo Ulam, S. M. (1976/1991) Adventure of a
Mathematician. Berkeley: University of California Press (disponible de manera restringida en
http://ark.cdlib.org/ark:/13030/ft7290080j/).
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Figura 15. Un analogo del teorema de Pitagoras

En el capitulo 2 se hizo referencia a la génesis del pensamiento formal, sobre la
base de operaciones concretas ya establecidas. La epistemologia Genética fundada
por Piaget se erige sobre tres ideas fundamentales:

a) el pensamiento logico puede ser considerado como un conjunto de operaciones
l6gicas,

b) la estructura cognitiva de la inteligencia es un dominio independiente, y

c) el proceso de desarrollo puede explicarse como una clase de adaptaciones
bioldgicas por una nocion de equilibrio.

Aunque la Epistemologia Genética ha sido criticada en muchos de sus aspectos, es
necesario considerar la primera de estas ideas en la RP. Al considerar el
pensamiento I6gico como un conjunto (muy complejo) de operaciones légicas, Piaget
estudia las estructuras cognitivas construidas por operaciones logicas sobre objetos
cognitivos. Partiendo de este enfoque él presenta varias estructuras matematicas
como modelos de estructuras cognitivas. Entre estas estructuras figuran las redes y
el grupo INRC, con el correspondiente reticulo de 16 operaciones binarias.

El grupo INRC es un sistema que permite al sujeto considerar varias posibilidades
cuando debe resolver cierta clase de problemas. Inhelder y Piaget'' definen este
sistema, partiendo de cuatro leyes estructurales:

a) ldentidad, la cual constituye una proposiciéon tal y como es (por ejemplo,
incrementar cierta cantidad: +5);

b) Negacion: consistente en la anulacidn de la proposicién (por ejemplo, no
incrementar: +0);

c) Reciprocidad, que expresa la proposicion opuesta (por ejemplo restar la cantidad
incrementada: -5); y

*" Inhelder, B. y Piaget, J. (1955) De la logique de l'enfant a la logique de I'adolescent. Essai sur la

construction des structures opératoires formalles. Paris : PUF.
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d) Correlacion, que significa la anulacion de la reciprocidad (por ejemplo, no restar
ninguna cantidad: —0).

La estructura asi definida es isomorfa al 4—grupo de F. Klein y ha sido muy poco
abordada en la literatura psicoldgica. Por ejemplo, Pozo y Carretero sefhalan que “su
utilidad para la practica educativa cotidiana es bastante remota”.'®? Los estudios
regularmente giran en torno a problemas de proporciones, de equilibrio hidrostatico,
de probabilidades, y de doble sistema de referencia. Un estudio interesante ha sido
desarrollado por H. S. Yun, en el ambito de la teoria estética de los colores.
Partiendo de la semantica estética de los colores, donde el malva significa lo
espiritual y celestial, mientras el amarillo significa lo humano y terrenal, considera el
malva, el rosado, el amarillo, y el amarillo claro, como I, N, R, y C,
respectivamente.'®® Especificamente, dentro del campo de la DM, la cantidad de
investigaciones es todavia menor. Sirva de ejemplo que en la ya mencionada base
de datos MATH-DI solo se registra un trabajo con indice basico igual a INRC.

Para ilustrar la aplicacion del grupo INRC a la RP se tomara como ejemplo un
conocido problema de doble sistema de referencia. En la figura 16 aparece
representado un caracol sobre una tabla, la cual se encuentra apoyada sobre el
piso.

Figura 16. El grupo piagetiano INRC en un problema de doble sistema de
referencia

Es posible considerar cuatro movimientos horizontales. Por ejemplo, partiendo del
movimiento del caracol desde el punto A hasta el punto B, quedan definidas las
transformaciones:

I (Identidad)
N (Negacion)

movimiento del caracol de A a B,

movimiento del caracol de B a A,
R (Reciprocidad) = movimiento de la tabla de B a A (respecto a P), y
C (Correlacion) = movimiento de la tabla de A a B (respecto a P).

92 Pozo, J. I. y Carretero, M. (1986) Desarrollo cognitivo y aprendizaje escolar. Cuadernos de

Pedagogia, No. 133, p. 15.
% yun, H. S. (2004) INRC group structures in color aesthetics. Kangwon National University, Korea
(disponible en http://www.aare.edu.au/94pap/yunh94010.txt).
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Como puede observarse, la esencia reside en la existencia de dos sistemas de
referencia: uno fijo exterior (el piso) y otro movil interior (la tabla). El nifio que esta en
el estadio de las operaciones concretas no puede distinguir ambos sistemas,
limitandose exclusivamente al movimiento del caracol respecto al sistema fijo
interior. Este nifio solo puede concebir las transformaciones de identidad y negacion
(subgrupo IN).

Un problema que dimana de esta situacion puede ser el siguiente: ;Qué pasa si
ocurren simultaneamente las transformaciones | y R? Esto significa que a la vez el
caracol se movera de A a B y la tabla de B a A (respecto a P). Cuando los
movimientos culminan, el caracol seguira ocupando la posicion A en relacion al
punto exterior P. Para el adulto que domina las operaciones formales, este problema
y su respuesta son facilmente entendibles. Para el nifio de las operaciones
concretas esto es demasiado complicado. A lo sumo puede imaginar que si el
caracol va de A a B, y luego de B a A, entonces vuelve al mismo punto de partida.
Sin embargo, no alcanza a comprender como en el problema, habiendo ido de A a
B, puede quedar en el mismo lugar.

Es evidente que un problema equivalente consiste en determinar qué pasaria si
ocurren simultdneamente N y C. La respuesta es la misma, de modo que IR = NC.
Desde un punto de vista algo mas abstracto se trata de una operaciéon multiplicativa
“x” definida sobre el conjunto {I, N, R, C}. En este caso |*R significa la identidad de
la reciprocidad, y N*C la negacion de la correlacion. Efectivamente, 1*R = Ry N*C =
R. De la misma manera se verifica que las correspondientes 16 operaciones pueden
hallarse a través de la siguiente tabla:

* | | |[N|R|C
Il I |N|R|C
N NI | C|R
R|R I | N
c|C N | |

Figura 17. El grupo INRC de Piaget

Como puede verse, se trata de un grupo conmutativo, por la simetria que existe
respecto a la diagonal principal. Desde el punto de vista l6gico queda clara la
interpretacion N*N = |, como la identidad de la proposicion original a partir de la
negacion de la negacion. Visto asi, en general la asociatividad facilita la resolucion
de problemas aun mas complejos como | = N*R+C (operacion ternaria), N =
N*R+C+*N (operacion cuaternaria), etcétera.
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En la ultima operacién es necesario comprender que la correlacion de la negacién es
la reciprocidad (C+N = R), luego que la reciprocidad de la reciprocidad es la
identidad (R*[C+N] = R+*R = [), y finalmente que la negacion de la identidad es la
propia negacion (NI = N). Por tanto, en la secuencia de operaciones cada una no
necesariamente toma como argumento la proposiciéon original (el movimiento del
caracol de A a B sobre la tabla fija).

Es evidente que mucho queda por hacer en relacién a las aplicaciones del grupo
piagetiano a la RP. Una observacion importante ha sido hecha por Mishima y
Kikuchi.’ Apoyados en la Teoria General de Modelos de H. Yoshikawa, en la cual
los modelos y el conocimiento modelado se representan matematicamente utilizando
espacios topoldgicos, introducen el concepto de rango, de acuerdo al nivel de
abstraccion del conocimiento. En primer lugar, el conocimiento sobre objetos fisicos
existentes se denomina conocimiento de rango 0. La abstraccion de este es un
conocimiento de rango 1, y la abstraccion de este ultimo es de rango 2. De esta
manera, en la Epistemologia Genética ellos introducen tres estructuras de la forma
(n, n+1), a partir de conocimientos de rango n+1 que operan sobre otros de rango n.

En la etapa preoperacional distinguen una estructura de tipo (0,1), pues constituye
un conjunto de operaciones defectivas sobre las operaciones cognitivas ya formadas
en la etapa sensomotora. En la etapa operacional observan una estructura de tipo
(1,2), partiendo de que la combinacion y reversibilidad de las operaciones de un
conocimiento de rango 1, constituye un conocimiento de rango 2. Finalmente, en la
etapa de las operaciones formales existe el pensamiento como conocimiento de
rango 2, donde operan las transformaciones I, N, R y C. Por tanto, para Mishima y
Kikuchi el grupo piagetiano es una estructura de tipo (2,3).

Para continuar profundizando en la naturaleza del pensamiento légico formal, es
necesario considerar (ademas de su estructura) sus caracteristicas funcionales. Se
trata de los rasgos generales de este pensamiento que representan formas,
enfoques o estrategias para resolver problemas. Pozo y Carretero'® identifican tres
caracteristicas fundamentales del estadio formal:

a) Lo real es concebido como un subconjunto de lo posible. Ahora el adolescente es
capaz de tener en cuenta no solo los datos reales presentes, sino también los
potenciales o posibles. A diferencia de los estadios anteriores, sera capaz de
considerar no solo la relacién causa—efecto, sino también las combinaciones
posibles entre las causas.

b) Caracter proposicional. Al razonar no tanto sobre los hechos reales como sobre
los posibles, el adolescente trabaja no solo con los objetos reales, sino con
representaciones proposicionales de los objetos. El vinculo para esas
representaciones suele ser el lenguaje. Para resolver un problema no tendra que
hacer efectivamente todas las acciones posibles, sino que podra sustituir algunas
por conclusiones de razonamientos expresados verbalmente.

1% Mishima, M. and Kikuchi, M. (2005) General design theory and genetic epistemology. Proceedings
of 15th International Conference on Engeineering Design, Melbourne (disponible en
http://kurt.scitec.kobe-u.ac.jp /~kikuchi/papers/iced05ge.pdf).

%% Ibid., pp. 15-16.

101



c) Uso del pensamiento hipotético—deductivo. Es el nucleo del pensamiento
cientifico. Ante una situacion los adolescentes no solo trabajan sobre las
posibilidades que esta ofrece, formulando diversas hipotesis que explican los
hechos presentados, sino que ademas son capaces de comprobar
sistematicamente el valor de cada hipotesis que se formula. En esta
comprobacion suele ocupar un lugar central el control de las variables,
consistente en realizar pruebas donde se varia sistematicamente un factor,
mientras los demas permanecen constantes.

Estos autores han asentido que, contrariamente a la suposicion piagetiana y a la
propia definicion de pensamiento formal, el contenido de una tarea (y de un
problema en particular) tiene una influencia decisiva en el proceso de resolucién. Un
adolescente puede razonar formalmente con respecto a un tema, pero no
necesariamente con respecto a otro, todo en dependencia de sus expectativas e
ideas previas sobre uno u otro.

Pozo y Carretero toman como ejemplo las dificultades que tienen los adolescentes, e
inclusive los estudiantes universitarios, para desprenderse del supuesto de que la
velocidad con que caen los cuerpos no depende de su peso. De la misma manera,
tanto los nifios como los adolescentes consideran generalmente que el peso influye
mucho mas que el volumen o que la densidad en la flotacion de los cuerpos. En el
proximo capitulo se abordara la problematica que originan los preconceptos en la
RP. Especial interés se le prestara al papel que juegan las creencias y concepciones
sobre la Matematica, su ensefianza y aprendizaje.

Aqui culminan las consideraciones sobre el pensamiento convergente, el cual
constituye premisa y antitesis de la creatividad humana. Para analizar la naturaleza
del pensamiento divergente, es necesario conceptuar primero la nocion misma de
creatividad. En su acepcion mas comun, la creatividad es la facultad de crear, lo cual
es sinonimo de engendrar, instituir, imaginar, fundar, establecer, concebir, inventar,
etcétera.

La creatividad es un proceso dinamico en constante evolucion, que lleva en si su
origen y su meta. Resaltando la importancia que reviste para el desarrollo social,
Vigotsky escribid: “Si la actividad del hombre se limitara a la produccion de lo viejo,
seria un ser volcado solo al pasado y sabria adaptarse al futuro unicamente en la
medida en que reprodujera ese pasado. Es precisamente la actividad creadora del
humano la que hace de él un ser proyectado hacia el futuro, un ser que crea y

transforma su presente”.'®

Desde mediados del siglo pasado se ha investigado la creatividad con el fin de
combatir el misticismo con que socialmente se le veia. Se concluyé que a pesar de
su caracter polifacético, en todos los procesos creativos se da una capacidad
comun: la de encontrar relaciones entre experiencias antes no relacionadas en forma
de nuevos esquemas mentales, como experiencias, ideas o productos nuevos. Cada
individuo posee un potencial creativo y puede aplicarlo en mayor o menor grado en
cualquier situacion vital. La creatividad individual es de capital importancia para el

1% \/igotsky, L. S. (1930/1987) Imaginacion y creacion en la edad infantil. La Habana: Pueblo y
Educacion, p. 25.
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desarrollo del individuo, a la vez que constituye un presupuesto previo para la
creatividad social y el desarrollo cultural.

La creatividad no se evidencia per se, sino a través de sus manifestaciones. Tiene
Su génesis en los procesos cognitivos, hasta reflejarse con relativa estabilidad en el
plano conductual. Es una actitud ante la vida, donde subyacen elementos como la
inconformidad de aceptar las cosas como son, combinandolas con una mente
abierta y flexible, con la disposicion y voluntad de concebirlas de otra manera. Por
este motivo, la creatividad no es una cualidad especial constrefida exclusivamente
al proceso de RP, pues la sola vision de un problema es ya un acto creativo.

Existen disimiles definiciones y caracterizaciones que intentan aproximarse al
concepto de creatividad. Desde una perspectiva bastante integradora A. Mitjans
plantea que la creatividad es “el proceso de descubrimiento o produccion de algo
nuevo que cumple exigencias de una determinada situacion social, proceso que,
ademas tiene un caracter personoldgico”. La autora reconoce que el aparato
conceptual de la psicologia no permite aun dar una definicion acabada de este
concepto, afirmando que “se ira enriqueciendo y precisando a partir de los resultados
de la investigacion y la practica pedagogica”.'’

La creatividad ha sido estudiada desde diferentes angulos; mientras unos ponen
especial atencidén en el proceso, otros lo hacen en el producto creativo o en la
personalidad. J. P. Guilford'®® en sus estudios hizo una distincién entre los rasgos y
facultades de la personalidad creativa. Para él los rasgos son relativamente
permanentes, mientras que las facultades expresan la disposicidon de una persona
para aprender ciertas cosas. Esta aptitud puede ser innata y puede estar
determinada por la influencia del entorno, o bien por una interaccién entre ambas
realidades. A. Bowd, D. McDougall y C. Yewchuk'®® destacan los rasgos y facultades
siguientes:

a) Fluidez: capacidad para producir muchas respuestas ante una pregunta de fin
abierto (open—ended question, cf. la figura 8) o problema.

b) Flexibilidad: capacidad para generar ideas no convencionales, o para ver
situaciones desde diferentes perspectivas.

c) Originalidad: capacidad para producir respuestas unicas, novedosas e inusuales,
de gran interés para cierto grupo.

d) Elaboracién: capacidad para planear detalladamente una idea, para enriquecerla
e implementarla.

e) Visualizacién: capacidad para imaginar y manipular mentalmente imagenes e
ideas, hasta enfocarlas desde diferentes perspectivas internas y externas.

f) Transformacion: capacidad para cambiar una cosa o idea en otra, descubriendo
nuevos significados, aplicaciones e implicaciones.

197 Mitjans, A. (1995) Creatividad, personalidad y educacion. La Habana: Pueblo y Educacion, p. 35.
1% Guilford, J. P. (1959) Traits of creativity. In: H. H. Anderson (Ed.) Creativity and its cultivations (pp.
142-161). Harper.

% Bowd, A., McDougall, D. and Yewchuck, C. (1994) Educational psychology for Canadian teachers.
Toronto: Harcourt, Brance and Company.
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g) Intuicién: capacidad para ver relaciones o establecer conexiones, sobre la base
de informaciones parciales.

h) Sintesis: capacidad para cambiar las partes en un todo coherente.

Los autores que enfocan la creatividad como “proceso”, suelen enfatizarla como
proceso de RP. El individuo trabaja con las informaciones que posee, aplica
experiencias anteriores y las combina con estructuras nuevas que puedan solucionar
el problema. Un ejemplo de etapas claramente distinguibles del acto creativo ya fue
analizado en el § 1.4, relacionado con el “insight” poincareano.

Finalmente, el enfoque de “producto” enfatiza el hecho de que el resultado creativo
tiene que ser nuevo (ora para la cultura, ora para el mundo experimental del
individuo), asi como la necesidad de adecuarse a la realidad y poseer un amplio
campo de aplicacion. En este caso, el propio Guilford hace una distincion entre
productos palpables y reconocidos por la cultura, y productos psicolégicos no
palpables, que son ideas explicitas o simplemente actividad de pensamiento.?*

Uno de los aspectos mas debatidos en materia de creatividad consiste en la
necesidad de estimularla y desarrollarla. La literatura relaciona decenas de técnicas
para lograr estos fines. Entre ellas figuran los mapas conceptuales, el arte de
preguntar, el listado de atributos, la solucidén creativa de problemas, el pensamiento
mediante imagenes, asociacion forzada, el analisis morfolégico, la técnica de Da
Vinci, entre otros muchos®". Sin embargo, no todos son aplicables al ambito escolar,
y mucho menos al campo de la RP.

Antes de establecer su punto de vista sobre la necesidad de reevaluar la concepcion
tradicionalista de la creatividad en la escuela, Mitjans parte de dos aspectos
esenciales. Por una parte, la creatividad no es aplicable solo en funcion de
operaciones cognitivas, sino también de otros elementos como la motivacion y la
personalidad. Por otra parte, sin que se pueda establecer ningun perfil Gnico que
caracterice a las personas creativas, se revelan con fuerza algunos elementos
psicolégicos que parecen estar fuertemente asociados al comportamiento creativo.
Entre estos ultimos relaciona la motivacion, las capacidades cognitivas, la apertura a
la experiencia, la independencia, la flexibilidad y la confianza en si mismo. Mitjans
puntualiza que “muchos de estos elementos no constituyen simples cualidades o
rasgos de personalidad en el sentido mas tradicional, sino que pueden ser
conceptualizados como formaciones complejas e indicadores funcionales de la
personalidad que se integran en configuraciones individualizadas, jugando un rol

esencial en la regulacién del comportamiento creativo”.?%?

Esta autora critica el hecho de que la estimulacion y desarrollo de la creatividad no
se consigna en los objetivos de la mayoria de los curriculos escolares Por otra parte,
destaca que los elementos esenciales del sistema actividad—comunicacion,
favorecedor de la creatividad en las instituciones escolares son los siguientes:

200 of. Mitjans, Ibid., pp. 35-36.
201 ygase http://www.neuronilla.com/pags/tecnicas/default.asp.
22 |pid., pp. 24—25.
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a) Disefio de un sistema de actividades dirigido no solo a la apropiacién de
conocimientos y estrategias de accion cognitiva, sino también al desarrollo de
recursos personolégicos esenciales.

b) Caracter productivo (y no reproductivo) de las actividades que se le pide realizar
al alumno. Estructuracion de la ensefianza en forma de descubrimiento y solucion
creativa de problemas.

c) Caracter multiple y heterogéneo del conjunto de actividades que la institucidon
escolar ofrece, unido a la posibilidad de que el alumno tenga opciones de
seleccioén individualizadas.

d) Complejidad creciente, de acuerdo al grado escolar, de las actividades que se
conciben, eliminando los elementos rutinarios y estereotipados.

e) Dosificacion coherente de las actividades docentes y extradocentes, de forma
que el alumno disponga de tiempo real para adentrarse con profundidad en las
esferas en que va desarrollando intereses.?®

A continuacion, Mitjans aborda la necesidad de implicar al estudiante en su propio
proceso de aprendizaje. Destaca la necesidad de que el rol del maestro sea el de un
agente facilitador, pero ademas creativo. También sugiere valorar y estimular
adecuadamente los logros del estudiante, alentando el proceso de ensayo—error sin
estigmatizar este ultimo. Mitjans llega aun mas lejos y propone reanalizar todos los
componentes del proceso docente—educativo, partiendo desde los propios objetivos,
asi como una reconcepcion del curriculo y de la organizacion escolar.

Otro elemento a considerar durante el analisis de la resolucion creativa de
problemas, consiste en medir el grado o nivel de creatividad. Un camino viable
puede seguirse a partir de la evaluacién de los rasgos y facultades enumerados por
Bowd, McDougall y Yewchuck. En este caso es necesario establecer indicadores o
parametros de evaluacion. Por ejemplo, el grado de elaboracion puede ser medido a
partir de indicadores tales como la determinacién, disciplina, persistencia,
perfeccionamiento, orientacion y dedicacion.

De acuerdo con J. Panagos®® para medir la creatividad hay que considerar el
dominio, la magnitud y el énfasis tedrico. A diferencia del parrafo anterior aqui no se
enfatiza la personalidad, sino el proceso y el resultado. Desde esta perspectiva se
comprende que la creatividad no existe como un evento generalizable a toda la
actividad de un individuo. Es por ello que hay que considerar el dominio y su
naturaleza epistemologica. Por ejemplo, un sujeto puede ser mas o menos creativo
en diferentes campos de la Matematica, y como consecuencia en los
correspondientes procesos de RP.

En relacién a la magnitud del resultado creativo, queda claro que plantear y resolver
problemas cotidianos puede no ser lo mismo que hacerlo en situaciones de

293 1bid., pp. 117-118.

2% panagos, J. (2005) Creatividad y modelo holodimérgico. Ponencia presentada en el IV Coloquio de
Psicologia  Transpersonal. Universidad de las Américas, Puebla. Disponible en
http://homepage.mac.com/penagoscorzo/creatividad_coloquio_transpersonal.pdf. Cf. Mitjans, Ibid.,
capitulo 3, pp. 84-102.
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repercusion para la humanidad. Respecto al énfasis tedrico, la resolucion creativa de
problemas matematicos encuentra aplicacion tanto en el proceso como en el
producto. En general, una vision holistica del proceso de evaluacion, sugiere tomar
como dimensiones fundamentales la propia personalidad, el proceso y el resultado
creativo, caracterizados a través de sus indicadores.

Enfocando esta problematica desde la teoria triarquica de Sternberg, se comprende
que el proceso de evaluacion de la inteligencia sera todavia mas complejo. Un
primer intento lo constituyeron los test para medir el coeficiente de inteligencia (ClI).
Se trata de una medida, obtenida a partir de la division de la edad mental (EM) por la
edad cronoldgica (EC). Para evitar la utilizacion de numeros no enteros, se sigue la
pauta de multiplicar el cociente resultante por 100. La férmula sera, por lo tanto la
siguiente: Cl = EM/EC x 100.

La medicion del Cl ha partido de la aplicacién de test que enfatizan la inteligencia
académica, marginando otras dimensiones importantes en el sentido de Sternberg.
Como puede apreciarse, todavia queda mucho por hacer. El propio Sternberg ha
desarrollado una herramienta para medir la inteligencia, la cual se apoya en su
teoria tridrquica; se trata del STAT (Sternberg Triarchic Abilities Tests).?%°

§ 3.4 La Enseianza Problémica de la Matematica

Examinando el origen psicolégico, filosofico y pedagogico de las principales
didacticas cubanas de la Matematica, Torres ha observado la existencia de tres
enfoques bien diferenciados.?’® El primero de ellos se basa en los trabajos de F.
Munoz y enfatiza los sistemas de ejercicios, cuya unidad conlleva al cumplimiento de
las funciones didacticas de esta asignatura.’®” Estas ideas subyacen en las tesis de
los psicologos rusos D. B. Elkonin, V. V. Davidov y Y. M. Koliaguin. En segundo
lugar figuran los ya mencionados trabajos de H. Hernandez, que enriquecen la
concepcion de N. G. Salmina sobre el enfoque sistémico de las asignaturas, asi
como la TFEAM de Galperin y la obra de Talizina.

Los dos enfoques anteriores enfatizan el caracter sistémico de la Matematica; sin
embargo, el tercer enfoque resalta el caracter dialéctico de esta ciencia. Se trata de
las primeras aportaciones de Torres, las cuales subyacen sobre trabajos
relacionados con la aplicacion de los métodos problémicos a la ensefianza de la
Matematica, y tienen su origen en las obras de M. |. Majmutov y S. L Rubinstein.
Este enfoque se denomina “Ensefanza Problémica” y no niega ni excluye los

2% En este instrumento se combina cada dimension de Sternberg con los modos de representacion
del contenido (verbal, numérico y figurativo). Se construyen items para medir nueve escalas posibles:
la analitica—verbal, la analitica—cuantitativa, la analitica—figurativa, la practica—verbal, y asi
sucesivamente. Véase, por ejemplo, Sternberg, R. J.; Prieto, Ma. D. y Castejon, J. L. (2000) Analisis
factorial confirmatorio del Sternberg Triarchic Habilitéis Test (nivel-H) en una muestra espafola:
resultados preliminares. Psicothema, 12 (4), 642—647.

26 \/éase Torres, 1996, Ibid.

27 éase Mufioz, F. (1985) Ejercitacion en la ensefanza de la Matematica. Educacion, Vol. 58, pp.
39-49, La Habana.
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caminos anteriores, sino que los enriquece y sistematiza en una teoria muy amplia.
A continuacion, tomando como base las consideraciones filosdficas e histéricas ya
realizadas, se analizara este tipo de ensefianza.

A pesar de que el foco principal de este libro se enmarca en el proceso de RP, no es
recomendable una abstraccion tal que lo situe fuera del ambiente donde tiene lugar.
La literatura ha denominado este ambiente de muchas maneras, pero las mas
aceptadas se refieren a dos procesos sumamente complejos: el docente—
educativo y el de ensefianza—aprendizaje. Es usual la consideracion de ambos
macroprocesos, incluyendo uno como subconjunto del otro. A decir verdad, tal
intento no tiene caso, pues el aprendizaje puede darse fuera del ambito docente y lo
educativo va mas alla de la simple ensefianza. De todas formas, conviene tomar del
primero su naturaleza pedagogica, para referirse a la formacion integral del
estudiante; mientras, la naturaleza psicoldgica del segundo designaria una compleja
actividad cognitiva.

El asunto que ahora ocupa, se enmarca en las fronteras de lo pedagdgico y lo
psicolégico. En efecto, es necesario exponer las bases tedricas que fundamentan la
formacion y desarrollo del proceso de RP dentro del contexto escolar. Son muchos
los enfoques que podrian seguirse, cada uno con presupuestos pedagodgicos,
psicolégicos vy filosoficos propios. De esta manera, queda planteado el dilema de
elegir uno de los siguientes caminos: asumir un enfoque, tomar partido de varios de
ellos, o erigir un enfoque nuevo. Cualquier eleccion a priori corre el peligro de ser
subjetiva. Las raices de cada corriente son tantas, y se entrecruzan de tal manera,
que la primera opcién puede conducir al dogmatismo, la segunda al eclecticismo, y
la tercera al positivismo. No obstante, cualquier eleccion conducira a la verdad,
siempre y cuando el analisis se apoye en las doctrinas del materialismo dialéctico.

Seguir una teoria exige asumirla perfectible; tomar de varias presupone ser
consecuente con bases epistemoldgicas solidas, para desechar lo negativo de cada
una; mientras que erigir una nueva constituye un reto y exige fundamentar su razon
de ser. Aunque el fin de esta obra se aproxima a la tercera variante, en el presente
epigrafe se adoptara el primer camino. Por tanto, se asume la Ensenanza
Problémica de la Matematica como base esencial para el desarrollo de la RP?%;
reconociendo la posibilidad y necesidad de enriquecerla constantemente. Segun
Torres, esta ensefianza es “aquella donde los alumnos son situados
sistematicamente ante problemas, cuya resolucion debe realizarse con su activa
participacion, y en la que el objetivo no es solo la obtencion del resultado sino,
ademas, su capacitacion independiente para la resolucion de problemas en
general’ . **®

2% Frecuentemente algunos autores se adhieren tacitamente a algin modelo o teoria de aprendizaje.
Asi, pueden encontrarse seguidores del modelo introducido por los esposos Dina y Pierre Van Hiele
para la ensefianza de la Geometria, o de la Teoria de las Inteligencias Multiples de Gardner. A titulo
de ejemplo véase, respectivamente, Estrada, M. R. (1997) Modelo didactico dirigido a desarrollar el
procedimiento logico de demostracion. Tesis de Maestria no publicada, ISP “José de la Luz y
Caballero”, Holguin; y Rivera, Ma. A. (1999) El efecto de un modelo basado en la Teoria de las
Inteligencias Multiples en la solucién de problemas matematicos. Ponencia presentada en el evento
Relme 13, Santo Domingo.

29 Torres, Ibid., 1996, p. 5 (sin italicas).
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El estudio integral del proceso de RP reconoce la intervencién de tres variables
independientes profundamente interrelacionadas: el sujeto que resuelve la tarea, la
tarea, y el ambiente en el cual el sujeto resuelve la tarea. Los eventos de resolucion
de problemas terminan con un producto, el cual es conclusion explicita de una serie
de subprocesos llevados a cabo por el sujeto de manera consciente o inconsciente.
Tanto los subprocesos como el producto son variables dependientes de las
anteriores. La figura 18 representa uno modelo propuesto por D’ Amore y Zan, que
expresa las principales correlaciones que se establecen entre estas variables,
reflejando el papel esencial que juega el ambiente en la RP.2™

Tarea Subprocesos

/ \ »| Producto
“«—>

Ambiente Sujeto

Figura 18. Variables generales del proceso de resolucion de problemas

Cada una de estas variables esta compuesta por una pluralidad de variables mas
simples. Por ejemplo, en el sujeto pueden ser reconocidas ciertas variables
organicas que no son susceptibles al cambio (como el sexo y la edad) junto a otras
que pueden ser modificadas por procesos tales como la ensefanza (estilos
cognitivos, interés, creencias, valores, etcétera). En el caso de la tarea, otras
variables describen sus caracteristicas mas significativas, como el contenido
(referido a los significados matematicos), el contexto (referido a los significados
extramatematicos), la sintaxis (que describe los arreglos simbdlicos y las
complicaciones légico-linguisticas) y la estructura (referida a las interrelaciones
matematicas entre los elementos del problema).

Por su parte, el ambiente bajo el cual el sujeto resuelve la tarea no intenta describir
la tarea o el sujeto, sino que es externo a ambos. Asi, esta variable describe las
condiciones fisicas, pedagogicas y sociales, en las cuales el evento de resolver
problemas toma lugar. Las variables que le son constitutivas incluyen la preparacién
del maestro, el método de ensefanza, los medios, el curriculo, etcétera. Los
subprocesos envuelven variables relacionadas con la actuacion del individuo durante
la resolucién de problemas, como los procedimientos heuristicos, los bloqueos
experimentados, las técnicas y la metacognicion. Finalmente, en vista de que el
producto apunta hacia la realizacién de la solucion, subsisten variables afines a este
como el tiempo, la correccion o incorreccion de la solucion, su elegancia, entre otras.

En general, la atencidén de los investigadores se enfoca sobre una de las variables
independientes, estudiando coémo varia el producto o los subprocesos. Otros
estudios giran en torno a la interrelacion entre las variables independientes, como es

219 D'Amore, B. & Zan, R. (1996) Italian research on problem solving 1988—1995. In A. Gagatsis & L.
Rogers (Eds.): Didactic and History of Mathematics (p. 39). Thessaloniki.
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el caso de la influencia que tienen ciertos tipos de problemas en las creencias y
concepciones del sujeto. Sin embargo, es objetivamente imposible abordar cada una
en su plenitud, ni siquiera una sola por separado admitiria tal analisis, pues el
proceso ensefianza—aprendizaje tiene una naturaleza muy compleja.?"

La Ensefianza Problémica expresa la dinamica de la interaccion del ambiente con
las demas variables; permitiendo descubrir las relaciones esenciales y los senderos
mas efectivos para potenciar el aprendizaje de la RP. La Ensefianza Problémica no
es un conjunto de métodos de ensefianza, sino un sistema de ensefanza que
remonta sus origenes a los trabajos de I. Ya. Lerner, M. N. Skatkin y M. |. Majmutov.
Todos ellos criticaron la ensefianza tradicional afianzada en las décadas de los afos
60 y 70. Como ya se analiz6 en el capitulo 1, los alumnos jugaban el papel pasivo de
simples receptores. Recibian los conocimientos ya elaborados, no se les facilitaba la
comprensién de los conocimientos, o bien ignoraban el origen de los mismos.
Aunque en algunos lugares no ha cambiado mucho, en términos de P. Freyre, se
trataba de una “pedagogia bancaria”.

Particularmente, Mirza |. Majmutov partié de concebir al alumno como un ente activo
en la clase, planteando la necesidad de que asimile los métodos y procedimientos
para la busqueda del saber cientifico. El objetivo fundamental se enmarca en que el
alumno transite, de manera abreviada e inteligible, por senderos similares a los que
experimentaron los conocimientos de las ciencias. En este transito el sujeto no sélo
se apropia activamente del conocimiento, sino de la logica de la ciencia en cuestion
en la solucion de un problema determinado.

Para lograr lo anterior, Majmutov parte de no brindar el conocimiento ya elaborado,
sino que el docente refleje las contradicciones del fendbmeno que se estudia, en
forma de problema, motivando a los estudiantes por darle solucion a través de
métodos y razonamientos cientificos. Para este autor, Ensefianza Problémica es un
sistema didactico basado en regularidades de la asimilacion creadora de los
conocimientos, capaz de integrar diferentes métodos de ensefanza y aprendizaje,
los cuales se caracterizan por presentar rasgos basicos de la busqueda cientifica. La
asimilacion de los conocimientos debe ir mas alla de la simple memorizacion del
material docente, para llegar a la elaboracion légica de los mismos. Asi, no solo se
desarrolla la memoria, sino las diferentes habilidades y capacidades del estudiante.

Con el objetivo de elucidar los presupuestos teoricos de la Ensefianza Problémica,
es sugerente partir de una idea de Schroeder y Lester, los cuales relacionan la
ensefanza con la resolucion de problemas, a través de las preposiciones inglesas
for, about y through.?'? La ensefianza “para” resolver problemas se asocia al modelo
estimulo—respuesta, donde las habilidades se “adquieren” a través de la reiterada
resolucién de una serie de ejercicios interconectados. El fin consiste en que el
estudiante pueda ser capaz de aplicar las técnicas memorizadas ante ciertas
situaciones, donde algunas caracteristicas especificas (estimulo) provocan

21" Véase Schoenfeld, A. H. (2000) Purposes and methods of researching mathematics education.
University of California, Berkeley.

212 schroeder, T. L. & Lester, Jr., F. K. (1989) Developing understanding in mathematics via problem—
solving. In: New directions for elementary school mathematics (pp. 31—42), 1989 Yearbook NCTM,
Reston.
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conductas especificas (respuesta). De esta manera, la actividad cognoscitiva del
sujeto se interpreta como la simple suma de sus partes. Asi, un enunciado podria
ser: “Use la division para resolver los siguientes ejercicios...”.

Tal y como se expuso en el § 1.4, la practica escolar se encargd muy pronto de
poner al descubierto la inconsistencia de este modelo conductista, el cual debid
ceder terreno curricular (mas que en la practica pedagdgica) a una nueva férmula: la
ensenanza “sobre” la resolucion de problemas. La génesis de este segundo modelo
es la teoria del procesamiento de la informacion. Para sus seguidores operar en el
nivel semantico es posible s6lo desde un nivel simbdlico, por tanto, el contenido
semantico de la cognicion se reduce a la codificacién de expresiones simbolicas. Los
estudiantes no son educados para descubrir los métodos por si mismos, sino
conducidos por el maestro hacia la respuesta correcta. Un papel esencial juega la
organizacion y estructura del conocimiento, asi como la velocidad, exactitud y
tersura de la accion. La ensefianza, en su algoritmo exposicion—ejemplo—ejercicio—
problema, enfatiza saber qué y como, detectando errores y remediandolos, pero

pasando por alto el por qué y el para qué.?"™

Particularmente, la resoluciéon de problemas se interpreta como un proceso racional
y significativo, que se apoya en una entrenada memoria de trabajo y esta, a su vez,
en la memoria a largo plazo. A pesar de todo, este enfoque facilita la adquisicién de
nuevas experiencias por parte de los estudiantes, asi como discusiones explicitas de
lo que la Matematica es, y no s6lo se enmarca en el sentido estrecho de la
ejecucion.

Sobre la base de muchos resultados, provenientes de diversos campos del saber
humano (pedagogia, psicologia, inteligencia artificial, antropologia, neurofisiologia,
linguistica y filosofia), se ha elaborado un tercer paradigma: la ensefianza “a través”
de la resolucion de problemas. Aqui el propésito no reside en formar un imitador
(enfoque “para”) ni un procesador (enfoque “sobre”), sino un pensador activo.

Wyndhamn ha propuesto un esquema (véase la figura 19)?™, donde las etapas By E
sirven de puente entre las situaciones problémicas y la actividad matematica. El
primer enfoque enfatiza la relacion 3 y el segundo el ciclo B-C-D—-E-B, sin embargo,
el tercer enfoque se expresa por todo el diagrama. En efecto, ante una situacién
problémica el estudiante debe, por medio de la abstraccion, simplificar la informacion
y determinar lo esencial (lo dado y lo buscado), a fin de formular el problema con
suficiente rigor (1).

A continuacion se procede a matematizar la informacion, traduciéndola al lenguaje
simbdlico, para luego obtener el modelo matematico del problema (2). Por medio de
operaciones, transformaciones, haciendo uso de técnicas y teorias, se llega a la
solucion (3), la cual debe ser analizada y comprendida con el objetivo de
interpretarla (4). La primera interpretacion es intramatematica, en ella el individuo

13 yéase Napoles, J. E. y Cruz, M. (2000) La resolucidon de problemas en la escuela. Algunas

reflexiones. Educacdo Matematica em Revista, Afio 2, No. 2. Sociedade Brasileira de Educacgao
Matematica - RS, Brasil.

214 Wyndhamn, Ibid., p. 22. En el grafico original este autor hace distincion entre los mundos objetivo
y subjetivo. Aqui ha sido eliminada esta dicotomia y se asume esencialmente el mundo real.
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traduce sus resultados, chequea la solucion, elabora predicciones, generalizaciones
y conclusiones (5); la segunda es extramatematica, pues se compara lo obtenido a
fin de analizar la validez del resultado (6).

C | Modelacion > Solucién D
3
21 4
Formulacion | 9 ¥
B 4 —
del Problema Interpretacion
1 A ! 6

A | Situacion Problémica

Figura 19. Un modelo general del proceso de resoluciéon de problemas

Estas ideas alentadoras, bien podrian aparentar que la Ensefanza Problémica es la
ensefanza “a través” de la RP; sin embargo esto no es asi. Esta ultima se limita a
establecer las raices epistemolégicas, tomando como base una posicion filoséfica
sélida, donde la Matematica es vista como una actividad humana que enfatiza la RP.
La Ensefianza Problémica es una perspectiva pedagogica sistémica, equipada de
leyes y categorias, de manera que establece cuando y como aplicar los métodos
problémicos. Esto indica que, si bien el énfasis subyace sobre el tercer tipo de
ensenanza, se admite la eventual manifestacion de los modelos “para” y “sobre” en
determinados momentos del proceso docente—educativo.

Las leyes de este sistema de ensefanza reconocen los principales aportes de la
psicologia cognitiva, en materia de aprendizaje. Se admite, en primer lugar, que el
aprendizaje es un proceso interno que se exterioriza de manera oportuna y
sistematica, que es cualitativamente humano y basico para el desarrollo del hombre.
El aprendizaje es intencional, pues una condicion necesaria para aprender es querer
hacerlo. No existen mecanismos universales de aprendizaje, por el contrario, es
necesario reconocer la presencia de estilos de aprendizaje.

Algunos investigadores defienden explicitamente estas ideas, sin embargo, no son
consecuentes con ellas y hierran al promulgar esquemas de ensefianza. Por
ejemplo, algunos colegas cubanos han propuesto que en cada clase de Matematica
se incluya un problema. Esto es un arquetipo de dogmatismo. El qué determina el
cdmo a través del objetivo. En ocasiones no es posible y hay que consagrar la clase
a la resolucion de sistemas de ejercicios, cuyo propdésito reside en desarrollar ciertas
habilidades, fijar ciertos conocimientos, etcétera.

Por otra parte, el aprendizaje tiene un caracter activo, manifiesta la unidad de la
esfera cognitivo—afectiva, y esta dirigido por el maestro. Hoy, sin embargo, algunos
arguyen que es posible ensefiar con el apoyo exclusivo de ciertos medios
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electronicos. Esta es la nueva versién de la desacertada ensefianza programada, de
la cual ya se comenté su triste derrotero. Buscar apoyo en el video y en las nuevas
tecnologias informaticas es imprescindible en tiempos de Internet, pero nada es
equiparaglg al poder que ejerce en los estudiantes la noble accién pedagogica del
maestro.

Junto a las leyes, el analisis del sistema categorial contribuye a esclarecer los rasgos
que diferencian la Ensefianza Problémica de otras formas de ensefianza. En primer
lugar, la “situacion problémica” es su categoria mas importante (cf. figura 19, etapa
A), pues refleja la contradiccion dialéctica entre lo conocido y lo desconocido, entre
el sujeto y el objeto; y estimula la actividad cognoscitiva al desencadenar el proceso
de resolucion. De esta manera, se eleva el grado de actividad mental en la clase, se
propicia el pensamiento creador, y se contribuye al desarrollo de la personalidad de
los estudiantes.

En estrecho vinculo con la situacién problémica esta la categoria “problema
docente”. En este caso, sale a colacion la naturaleza pedagdgica del concepto
problema, tal y como se vio en el § 3.2. Algunos autores asumen “lo problémico”
como categoria. Aqui, por el contrario, se entendera que “lo problémico” es un
atributo de la categoria “situacion problémica”, la cual revela el grado de complejidad
que entrafa dicha situacion. En el capitulo 5 este aspecto sera tratado, dentro del
ambito de la formulacion de problemas.

Particularmente, en este tipo de ensefianza, dicho problema puede ser resuelto con
la ayuda de sistemas de tareas. La categoria “tarea problémica” desencadena una
actividad conducente a encontrar lo buscado, a partir de la contradiccion que surgié
durante la formacion de la situaciéon problémica reveladora de la contradiccion. En el
proceso de realizacién de las tareas problémicas resulta muy util el empleo de
impulsos heuristicos, por parte del profesor. Un componente estructural de la tarea,
capaz de estimular el pensamiento es la “pregunta problémica”. En el préximo capitulo
se examinara con mas detalle el papel que juegan en la RP estas preguntas, los
impulsos heuristicos, y los sistemas de tareas en sentido general.

Por otra parte figuran los “métodos problémicos”. Estos ultimos son una cualidad de
la escuela de excelencia, y se caracterizan como la serie de acciones y modos de
conducta del profesor, dirigidos hacia el cumplimiento de los objetivos a niveles
productivo y creativo. Estos métodos pueden agruparse siguiendo una clasificacion
tricotobmica. En primer lugar figura la “exposicién problémica”, donde el papel
fundamental lo juega el maestro cuando familiariza al alumno con la solucién de los
problemas que se plantean en la clase, y con la l6gica contradictoria de la busqueda
de soluciones.

En segundo lugar figura la “busqueda parcial”’, donde el grado de participacion es
equitativo. Aqui el maestro procura elevar la actividad cognitiva de sus estudiantes
sobre la base de un enfoque problémico y con la activa participacion de estos. Una
de las manifestaciones de este método es la conversacion heuristica, donde se
establece un dialogo entre el profesor y el alumno, a partir de preguntas e impulsos

25 Para un estudio mas detallado de las leyes y principios, véase Ortiz, E. y Marifo, M. (1995) Los

principios para la direccién del proceso pedagogico. ISP “José de la Luz y Caballero”, Holguin.
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dirigidos hacia la ZDP. En tercer lugar aparece el “método investigativo”, donde el
maestro organiza el proceso de aprendizaje problémico de manera que el estudiante
atraviese con relativa independencia todas o la mayoria de las fases del proceso
investigativo.

Como se ha observado, los grados de participacion del profesor y el alumno varian
segun el método. Sin embargo, en todos los casos, el alumno constituye el centro de
un proceso dirigido por el maestro. Torres determiné varios criterios de seleccién y
aplicacion efectiva de los métodos anteriores en la ensefianza de la Matematica.?'®
Este autor responde a la pregunta de cuando utilizarlos, considerando los siguientes
criterios de seleccion:

f) Determinar los contenidos que demandan una mayor utilizacién de formas de
pensamiento no algoritmicas, dando preferencia a aquellos para los cuales se
exigen los niveles de asimilacién productivo y creativo.

g) Considerar factores como el nivel de preparacion de los alumnos, el tiempo
disponible y las condiciones organizativas y materiales de la institucion.

h) Decidir el método problémico mas apropiado de acuerdo con el nivel de relacion
con los contenidos precedentes y el desarrollo cognitivo de los educandos.

Por su parte, ante la pregunta de cémo utilizar los métodos problémicos, Torres
propone como criterios de aplicacion los siguientes:

a) Partir de la elaboracién de una situacion problémica, mediante la revelacion de
las contradicciones que resultan de una ampliacion intramatematica o de una
extension extramatematica (aplicacion a otra ciencia o a la vida practica).

b) Contribuir a la transformacion de la situacion problémica en problema, a través de
una adecuada orientacion hacia el objetivo, donde se ponga claramente de
manifiesto: squé se quiere lograr?, ;de qué condiciones se parte?, y ¢por qué
via general se resolvera el problema?.

c) Conducir el proceso de resolucion a través de tareas y preguntas problémicas
adecuadas, sobre la base del empleo racional y eficiente de los procedimientos
heuristicos que permitan concretar los medios y la via de solucién.

d) Formular tareas cuyo proceso de soluciéon se dirijan hacia la ZDP. Las
dificultades que estas exigencias le plantean al alumno deben ser superadas en
la medida en que sea necesario, con la ayuda del profesor, mediante el empleo
de impulsos cada vez menos exigentes. En todo momento se aprovecharan las
potencialidades del contenido para acentuar la contradiccion original, controlando
sistematicamente el objetivo a cumplir.

En consonancia con el modelo de Wyndhamn, el segundo criterio se refiere al paso
1 (en la figura 19), mientras los dos siguientes se refieren al proceso 2—-3—4 con los
controles 5 y 6. Sin embargo, es necesario sefalar la necesidad de hacer explicito
un quinto criterio, relativo a la peculiaridad de que todo problema es el punto de

2% Torres, P. (1993) La enseranza problémica de la Matematica del nivel medio general. Tesis

doctoral no publicada, ISP “Enrique José Varona”, La Habana.

113



partida para un virtual campo de problemas.?'” Es por ello que debe afiadirse un
quinto criterio, el cual consiste en:

e) Determinar qué nuevos problemas resultan convenientes explorar de manera
perspectiva o retrospectiva, previendo la creacidén de condiciones para que estos
emerjan tras nuevas situaciones problémicas.

La Ensenanza Problémica tiene muchos detractores. Este hecho es natural si se
tiene en cuenta que no es aplicable de facto en cualquier momento del proceso
docente—educativo. Por otra parte, su naturaleza epistemoldgica la hace apropiada
para la enseflanza de las ciencias exactas. Asi, es relativamente dificil enfatizar la
Ensefianza Problémica en las ciencias naturales, y mucho mas en las humanisticas.

Una critica usual consiste en que ocupa mucho tiempo. Esto esconde una visiéon
pragmatica y trivializada de este sistema de ensefanza. Los criterios aportados por
Torres revelan cuan flexibles son sus métodos. No obstante, la critica advierte la
posibilidad eventual de utilizar desacertadamente tales métodos. Torres, en varios
trabajos ha sefialado que la puesta en practica de la Ensefianza Problémica requiere
del conocimiento por el profesor, no solo de los resultados que habra de alcanzar
sino ademas, de las condiciones en que debera trabajar. Ellas son las siguientes:

a) Se necesita mas tiempo para la preparacion de la clase que cuando esta
ultima se planifica sobre la base exclusiva de métodos no problémicos.

b) Para el desarrollo de un mismo contenido, consume mas tiempo de la clase
durante la familiarizacién de los alumnos con ella que la ensefianza explicativo—
ilustrativa.

c) En general, sus ventajas sobre la ensefianza tradicional no se evidencian a corto
plazo.

§ 3.5 Consideraciones retrospectivas sobre los fundamentos tedricos

En este capitulo se han expuesto las bases epistemoldgicas, psicologicas vy
pedagogicas que permitiran abordar el proceso de RP. Se ha analizado la
importancia que reviste el quehacer matematico, la naturaleza de los problemas, la
formacion y desarrollo de las habilidades y capacidades, asi como el tipo de
ensenanza mas adecuado. La plataforma tedrica erigida servira de base para un
analisis cognitivo del proceso de RP. Ocurre, sin embargo, que en los ultimos afos
algunos investigadores han realizado criticas muy interesantes, en relacion al
paradigma del pensamiento (del alumno o del profesor) dentro del campo de la
DM.2"® Es, por tanto, conveniente finalizar este capitulo con algunas observaciones
retrospectivas.

" \Jéase Chevallard et al., 1998, Ibid.

218 Es dificil comparar el enfoque que dimana de este capitulo con las corrientes actuales de
ensefianza de la Matematica, las cuales son bastante numerosas. Una lectura obligada recae sobre
la monografia Marcos tedricos de referencia sobre la cognicion matematica, de J. D. Godino
(recuperable en http://www.ugr.es/local/jgodino/). Se recomienda al lector que también confronte los
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Ante todo, es necesario poner al descubierto los puntos de vista que han motivado
estas criticas. En el primer capitulo ya se habia hecho alusion a las obras de los
franceses Guy Brousseau e Yves Chevallard. El primero de ellos considera, como
enfoque “clasico”, aquel que toma como centro la actividad cognitiva del sujeto, y
que presupone que dicha actividad puede ser descrita y explicada de manera
relativamente independiente de los restantes aspectos didacticos.?'® Estos tltimos
ya habian aparecido en la década de los afios 70 y ampliaron inesperadamente la
problematica didactica, debido principalmente a la inclusion del “conocimiento
matematico” como objeto primario de investigacion. Desde entonces, se habla de
dos enfoques clasicos (en un sentido no peyorativo): el aprendizaje del alumno y el
pensamiento del profesor.

Los dos paradigmas “clasicos” sufrieron severas criticas. Por ejemplo, al tomar el
pensamiento espontaneo del profesor como via de acceso al analisis de su relaciéon
con el estudiante, se origina cierta confusion al solapar los conceptos “saber
didactico” y “saber necesario para ensefiar’. Un ejemplo paradigmatico de confusién
entre ambos tipos de saberes se da en la “investigacion—accion”.??° Brousseau y sus
seguidores critican el hecho de asumir acriticamente que, o bien los conocimientos
matematicos que se ensefan en la escuela no son problematicos en si mismos, o
bien no forman parte de la problematica didactica como los psicolégicos,
socioldgicos y linguisticos. Segun ellos, los saberes provenientes de otras ciencias,
que son aplicados por la DM para describir e interpretar sus hechos, nunca pueden
ser modificados y ponen como ejemplo el concepto de “aprendizaje significativo” de
Ausubel.

El trabajo fundamental de Brousseau se enmarca en su “Teoria de las Situaciones
Didacticas”, la cual es un arquetipo de positivismo. Su nocién primaria subyace en el
concepto de “situacion matematica”, de la cual se exige que pueda ser modelada a
través de un juego formal. A partir de ella se definen los “conocimientos
matematicos” y las “variables” asociados a esta situacion. Asimismo, introduce el
concepto de “situacion adidactica” como situacién especifica de un conocimiento
concreto tal que, por si misma, sin apelar a razones didacticas y en ausencia de toda
indicacion intencional, permita o provoque un cambio de estrategia en el jugador.??’
De esta manera, aprender un conocimiento matematico significa “adaptarse a una
situacion adidactica especifica de este conocimiento, lo que se manifiesta mediante
un cambio de estrategia del jugador (el alumno) que le lleve a poner en practica la
estrategia ganadora u dptima de manera estable [...]".%?

siguientes enfoques: la “Matematica Educativa Critica”, elaborada por O. Skovsmose en 1994; la
“Teoria de Procesos y Sistemas Genéricos” de C. E. Vasco; y la “Perspectiva Fenomenoldégica”, de M.
A. Viggiani—-Bicudo. Conferencias magistrales de estos autores, relativas a sus respectivas teorias,
aparecen en C. Alsina et al. (1998, Eds.) 8" International Congress on Mathematical Education.
Selected Lectures. SAEM “Thales”, Sevilla; p. 153, 413, 443, 463 y ss.

219 \/¢ase Brousseau, G. (1986) Fondements et méthodes de la didactique des Mathématiques.
Recherches en Didactique des Mathématiques, 7 (2), 33—-115.

220 yéase Brousseau, G. (1989) La tour de Babel. IREM, Université de Bordeaux I.

221 \Jéase Brousseau, G. (1972) Processus de matématisation. La mathématique & [l'ecole
élémentaire, pp. 428442, APMEP, Paris. Cf. Chevallard, Bosch y Gascon, Ibid., pp. 213-226.

222 Brousseau, 1986, Ibid., p. 216.
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La situacién adidactica es unicamente una parte de cierta situacion mas amplia que
Brousseau llama “situacion didactica” especifica de un conocimiento matematico.
Esta ultima comprende las relaciones establecidas explicita e implicitamente entre
los alumnos y el profesor en un cierto medio (milieu, que incluye objetos e
instrumentos), con el objetivo de que los alumnos aprendan cierto conocimiento. La
situacion didactica comprende una serie de intervenciones (“devoluciones” e
“institucionalizaciones”) del profesor sobre el par medio—alumno,®® destinadas a
hacer funcionar las situaciones adidacticas y el aprendizaje que ellas provocan.

Asi, ensefar un conocimiento matematico consiste en “hacer una devolucién al
alumno de una situacion adidactica especifica de dicho conocimiento”,?** la cual
puede modelarse como un proceso que se realiza dentro de la negociacion de un
contrato denominado “contrato didactico”. Para ello el profesor comunica (0 se
abstiene de comunicar) informaciones, preguntas, métodos de aprendizaje,
heuristicas, etcétera. El profesor esta, por tanto, implicado en el juego con el sistema
de interaccion del alumno con los problemas que él ha planteado.

Los defensores de esta corriente han descrito tres tipos de situaciones didacticas: de
accién, de formulacién y de validacion. También promulgan la construcciéon de una
didactica superior a la “clasica” denominada “Didactica Fundamental de la
Matematica”, cuyo objeto primario sea el proceso de estudio de la Matematica. Este
ultimo transita por esos tipos de situaciones, enfrentando diferentes obstaculos
epistemolc')gicos.225 Por su parte, en obras mas recientes Brousseau ha definido la
DM como “ciencia de las condiciones especificas de la adquisicion provocada de los
saberes matematicos Utiles a las personas y a las instituciones humanas”.?%°

Por la obra de toda la vida, en el afo 2003 el ICMI otorgé a Guy Brousseau la
primera medalla Félix Klein. Esta distincion reconocié su contribucion “al desarrollo
de la educacion matematica como un campo de investigacion cientifica, a través de
su trabajo tedrico y experimental de cuatro décadas, y el esfuerzo sustancial que ha
hecho a través de su vida profesional para aplicar los frutos de su investigacion a la
educaciéon matematica tanto de estudiantes como de profesores”.??’

Por otra parte, los trabajos de Chevallard incorporan un enfoque antropoldgico de la
DM, como “ampliacién” de la epistemologia tradicional de la Matematica. Todo
fendmeno didactico, segun él, tiene un componente matematico esencial y
viceversa; y no es posible separar el estudio de la génesis y desarrollo del
conocimiento matematico del estudio de su respectiva ensefianza y aplicacion.
Desde esta perspectiva se erige la “Ingenieria Didactica”, donde el enfoque
antropoldgico proporciona instrumentos para analizar la estructura y funciones de los
actuales dispositivos didacticos escolares. En varios trabajos sus seguidores han

223 cf figura 17.

224 Brousseau, Ibid., p. 218.

22 La nocién de “obstaculo epistemologico” lo tomd Brousseau de la obra La formation de I'espirit
scientifique (1938), del fisico y filosofo de la ciencia francés G. Bachelard.

2% Brousseau, G. (1994) Perspectives pour la didactique des Mathématiques. En M. Artigue et al.
gEds.) Vingt ans de didactique des Mathématiques en France. Paris: La Penseé Sauvage, pp. 51-66.
" Tomado de http://www.mathunion.org/ICMI/Awards/2003/BrousseauCitation.html.
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observado limitaciones en dispositivos tales como “clase de Matematica”, “clase

tedrica”, “clase practica”, “libro de texto”, “instrumento de evaluacion”, etcétera.

El aporte mas importante de Chevallard reside en su teoria de la “Transposicion
Didactica”,?*® la cual va dirigida a interpretar la matematica escolar y la respectiva
actividad matematica, teniendo en cuenta los fendmenos relacionados con la
reconstruccidon escolar de la Matematica, que se origina en la propia institucion de
produccion del “saber sabio”. Chevallard parte de que el sistema didactico
comprende una relacion ternaria: docente—alumno—saber.??® Asi, el didacta de la
Matematica se interesara por el “juego” que se realiza entre estos tres polos.
También critica el hecho de que pocas veces se cuestiona el “saber ensehado’,
sefalando que este sufre un grupo de “transformaciones adaptativas” antes de estar
apto para ocupar un lugar entre los objetos de ensefianza. Es precisamente este
proceso de transformacién del objeto de saber en objeto a ensefiar y, finalmente, en
objeto de ensefanza, lo que Chevallard denomina transposicién didactica.

Efectivamente, existe una mediacion entre el conocimiento cientifico y el
conocimiento a ensefiar donde intervienen especialistas en disefio curricular, los
cuales prescriben los contenidos a ensefar en el sistema educativo. Por otro lado,
también existe una mediacion entre el conocimiento a ensefar y el que realmente es
ensenado. Aqui juegan un papel importante las editoriales, los autores de libros de
texto, los disefiadores de software educativos, los maestros, etcétera. Todos con su
propia vision, experiencias, creencias y concepciones sobre la Matematica, etcétera.
No en balde, en el argot educativo, se esgrime con frecuencia que “cada maestro
tiene su librito”.

La transposicidon didactica permite explicar el origen de los recursos mnemotécnicos,
como la frase “todos somos trabajadores cubanos” para recordar el signo de las
razones trigonométricas en cada cuadrante; dispositivos para abreviar algoritmos,
como “la regla de tres”; graficos para ilustrar relaciones, como los “diagramas de
Venn” en la teoria de conjuntos; y versos para memorizar algunas cifras de n. Por
ejemplo, las cantidades de letras, en las palabras de los siguientes versos de Manuel
Golmayo, permiten reproducir el numero © con veinte lugares decimales:

Soy y seré a todos definible;

mi nombre tengo que daros:
cociente diametral siempre inmedible
soy, de los redondos aros.

La puesta en practica de los presupuestos tedricos de la transposicion didactica,
constituye un reto para los sistemas educativos. En efecto, estudios realizados en
materia de creencias y concepciones del maestro revelan la necesidad de un cambio
en su actuacién. La mayoria de los profesores no asimilan el papel protagénico que
juegan en la transposicidén didactica. Para ellos la Matematica es como siempre les
ha parecido que es: el resultado de haberlas aprendido de una manera y haberlas
ensenado luego de forma similar. El maestro teme que cualquier reforma, bajo su
propia iniciativa, podria conllevarlo a errores de contenido.

2?8 \/éase Chevallard, 1991, Ibid.
229 Cf. nuevamente la figura 17.
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Las ideas de Brousseau y Chevallard®® han sido desarrolladas por varios
seguidores espanoles. Un caso emblematico lo constituye la obra de Josep Gascon,
el cual ha tratado de reconstruir la génesis de la DM, interpretando el enfoque
antropoldgico “como uno de los desarrollos naturales de la didactica fundamental”.?*’
Este investigador defiende la necesidad de integrar el tradicional analisis cognitivo
con el analisis de la obra matematica y sus respectivos obstaculos epistemoldgicos,
y con el analisis de la reconstruccion escolar de dicha obra y su correspondiente
proceso de estudio. Refiriéndose al enfoque “clasico”, Gascon indica tres
limitaciones fundamentales: #*?

a) A pesar de centrarse en la problematica de la ensefianza—aprendizaje de la
Matematica, no incluye entre sus objetos de estudio las nociones de “ensefar
Matematica” ni de “aprender Matematica”, utilizandolas como nociones
transparentes e incuestionables, o bien nociones construidas en otras disciplinas.

b) Al centrar el analisis en el alumno (o en el profesor en referencia al alumno),
aborda su objeto de estudio con un fuerte condicionamiento psicoldgico,
relegando a un segundo plano los fendmenos especificamente didactico—
matematicos.

c) Al interpretar el saber didactico como un saber técnico (importado de otras
disciplinas), renuncia a la ambicion de construir la DM como disciplina cientifica.

Gascoén también sefiala que en el enfoque “clasico” ocurren una multitud de hechos
“inexplicables” que han provocado un cambio de estatutos de ciertos objetos
“paradidacticos” en didacticos. Pone varios ejemplos, entre los que se destacan “la
aritmetizacion del algebra escolar”, “la algebrizacién del calculo diferencial escolar”, y
“la irresponsabilidad matematica de los alumnos”. Particularmente, este ultimo ha
sido explicado por el enfoque “clasico” en términos psicoafectivos y motivacionales,
mientras que desde la Optica de la Didactica Fundamental puede analizarse en

términos del “contrato didactico” y de la “devolucién de una situacion adidactica”.?*

Segun este autor, el enfoque “clasico” tampoco se interesa por analizar el papel que
juegan las rutinas en el aprendizaje de la Matematica; el significado de aprender un
determinado concepto; la relacion entre el aprendizaje de la aritmética, el algebra
elemental y la geometria; y el papel que juega o podria jugar la actividad de RP en la
ensenanza de la Matematica. Ademas, concluye que para tratar cientificamente
estas cuestiones es necesario disponer de:

a) un modelo explicito de la actividad matematica escolar (que incluya, por ejemplo,
el “algebra escolar”), y

20 pyeden incluirse otros autores franceses como Michele Artigue. Véase, por ejemplo, Artigue, M.
(1992) The importance and limits of epistemological work in Didactics. In W. Gleeslin & K. Graham
(Eds.) Proceedings of sixteenth meeting of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education, New Hampshire, Vol. 3, pp. 195-216.

%1 Gascon, J. (1998) Evolucion de la Didactica de las Matematicas como disciplina cientifica.
Recherches en Didactique des Mathématiques, 18 (1), p. 9.

22 pid., pp. 12-14.

233 para mas informacion constltese Chevallard, Bosch y Gascon, op. cit.
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b) un modelo del proceso escolar de la ensefanza y el aprendizaje de la
Matematica (que contenga las nociones de “rutina matematica”, “actividad
matematica creativa”, “resolucion de problemas matematicos”, etcétera, como
nociones construidas en el modelo; o sea, no primitivas).

Una de las aportaciones mas plausibles de Gascén ha consistido en el
establecimiento de una tipologia para identificar las principales corrientes, en el
campo de la RP. Este autor describe siete paradigmas claramente identificables.
Ellos son: Teoricista, Tecnicista, Modernista, Constructivista, Procedimental, de
Modelizacién, y el de los Momentos Didacticos. Gascon deslinda los logros y
deficiencias de cada uno, declardndose partidario del ultimo de ellos.?* El
paradigma de los Momentos Didacticos se presenta como solucion a todas las
deficiencias de los anteriores.

La critica mas favorable respecto a los seis primeros paradigmas, apunta hacia la
Modelizacion. En efecto, desde esta dptica los problemas solo adquieren pleno
sentido en el contexto de un sistema; y la resolucion exige una construccion explicita
de un modelo del sistema subyacente. El objetivo consiste en la obtencion de
conocimientos sobre sistemas modelizados, tanto intra como extramatematicos. Este
paradigma describe cuatro estadios por los que atraviesa la actividad de modelacion
matematica. Se trata de (a) la situacidén problémica; (b) la delimitacion del sistema
subyacente a dicha situacion y la elaboracion del modelo matematico
correspondiente; (c) el trabajo técnico dentro del modelo, la interpretacién de este
trabajo y de sus resultados dentro del sistema modelizado; y (d) la formulacion de
nuevos problemas. Como puede observarse, por su estructura formal, el paradigma
de la Modelizacién tal y como lo describe Gascon guarda una marcada analogia
respecto a la figura 19. Esto conduce al establecimiento de cierto paralelo entre
dicho paradigma y la Ensefianza Problémica, como se vera mas adelante.

El paradigma de la Modelizacién engloba al Constructivista, puesto que se utiliza la
RP con el objetivo de que el alumno “construya” conocimientos nuevos, pero
ademas profundiza en el significado de “construir” al referirse a sistemas concretos y
facilitar esta construccion mediante la elaboracién de modelos. Nuevamente, esta
observacion de Gascon se aproxima al camino que se siguié en el §§ 3.3.2, cuando
se explico la naturaleza, origen y desarrollo de las habilidades y capacidades.

Este paradigma es mas contextualizado que los anteriores. Ademas, al tomar en
consideracién la modelizacion de sistemas intramatematicos (y no solo
extramatematicos), conecta funcionalmente el “momento exploratorio” con el
“‘momento tedrico”. Gascoén concluye que la principal limitacion de este paradigma
consiste en el olvido del “momento de la técnica” y del papel de las técnicas
matematicas en la actividad de RP. Asi, los problemas vuelven a quedar aislados en
vez de constituirse en clases de problemas, relativas a los correspondientes
meétodos de resolucion.

Como se puede apreciar, Gascoén utiliza en su teoria un concepto nuevo para la DM:
los “momentos didacticos”. Se trata de un conjunto de etapas, referidas al quehacer

234 yiéase un excelente analisis en Gascon, J. (1994) El papel de la resolucion de problemas en la

ensefianza de las matematicas. Educaciéon Matematica, 6 (3), 37-51.
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matematico en el contexto didactico. Esto es, en términos de Schoenfeld, la
determinacién de ciertas fases en el “microcosmos matematico”.?*® El paradigma de
los Momentos Didacticos fue elaborado inicialmente por Chevallard en el marco del
“Seminari de Didactica de les Matematiques”, del Departamento de Matematica de la
Universidad Auténoma de Barcelona. Su tesis fundamental consiste en que todo
problema matematico es el punto de partida de un virtual campo de problemas. Por
tanto, ensefiar Matematica consiste en lograr que el alumno sea capaz de estudiar
ciertos campos de problemas de manera autdbnoma. Esto es, posibilitar que el
alumno llegue a dominar e incluso a producir (a su nivel) técnicas de estudio de
ciertos campos de problemas.

Un campo de problemas no es (salvo casos triviales) un conjunto completamente
definido; se va constituyendo a medida que se desarrollan las técnicas de estudio. Si
a lo largo de este proceso cristalizan métodos de resolucién (algoritmicos o no),
entonces pueden estudiarse clases de problemas definidas con mas precision.
Gascon pone un ejemplo muy ilustrativo: “Para resolver x*— 6x = 18 podemos utilizar
la técnica de completar cuadrados, una técnica grafica, aplicar una formula, etcétera.
Cada una de estas técnicas acepta diferentes direcciones de desarrollo que pueden
desembocar en técnicas para encontrar el numero maximo de soluciones de
ecuaciones polindbmicas de grado superior, en técnicas para resolver ciertos tipos de
inecuaciones o en técnicas para aproximar los ceros de una funcion, entre otras. En
cada caso aparecen nuevas clases de problemas, que pueden ser inesperados,

dentro del campo virtual inicial”.*®

El desarrollo interno de las técnicas en manos del alumno conlleva a la necesidad de
elaborar modelos mas amplios, donde se interpreten y justifiquen las nuevas
técnicas. Surge asi una relacion funcional entre dos momentos de la actividad
matematica: el transito del “momento de la técnica” al “momento tedrico”. En general,
este paradigma profundiza en las diversas interrelaciones que ocurren entre los
momentos didacticos. Particularmente, la necesidad de crear dispositivos didacticos
especiales para integrar el momento de la técnica en el aula ha planteado un
problema de ingenieria didactica, cuya solucion ha consistido en el establecimiento
de los “talleres de practicas matematicas”.

La actividad de produccion de teorias se puede caracterizar como un proceso de
estudio de ciertos campos de problemas tedricos los cuales, a su vez, requieren de
técnicas especificas junto a teorias que las justifican. Por tanto, la actividad
matematica se muestra esencialmente recursiva, y en la que no es posible distinguir
absolutamente entre teoria y practica. Unicamente es posible efectuar una distincién
relativa y referirse a la “teoria asociada a cierta practica matematica”.

En resumen, Gascon sefiala que este nuevo paradigma contiene e integra todas las
actividades matematicas que enfatizaron unilateralmente los paradigmas anteriores.
Particularmente, ha puesto de manifiesto las disfunciones originadas por la ausencia
del momento de la técnica en los actuales sistemas de ensefianza de la Matematica.
Ademas, este paradigma proporciona una interrelacidon dialéctica entre el proceso de

235 ygase Schoenfeld, 1992, op. cit.

26 |bid., p. 49.
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desarrollo de las técnicas, la evolucion de los campos de problemas, y la
construccion recursiva de las técnicas matematicas asociadas. Finalmente, al
considerar estas teorias como modelos del sistema subyacente a ciertos campos de
problemas, este paradigma engloba al de Modelizacion.

Este hecho constituye un indicio algo verosimil, que puede suscitar la creencia de
que el paradigma de los momentos didacticos subsume la Ensefianza Problémica.
¢ Es esto cierto? Algunos autores cubanos, al parecer, lo consideran asi cuando
asumen tacitamente los postulados de dicho paradigma en sus investigaciones. Esto
es una razon impelente para intentar un analisis retrospectivo. Para llevar a cabo la
discusién se tomaran como base dos preguntas esenciales:

a) ¢es clasico (en términos brousseanos) el enfoque erigido en el presente
capitulo?; y

b) ¢constituye la Ensefanza Problémica un paradigma limitado, con respecto al de
los Momentos Didacticos?

En primer lugar, debe analizarse si la Ensefianza Problémica es un enfoque
“clasico”. Es sabido que el estudio del proceso de RP es sumamente enrevesado.
Cualquier teoria que intente fundamentarlo cientificamente, siempre constituira una
aproximacion a la realidad objetiva que este encierra. Como ya se ha visto, su
complejidad se deriva de dos actividades por si mismas muy complejas: el quehacer
matematico y los procesos cognitivos asociados. ¢En cual de ellas debe poner el
énfasis la DM?

Ciertamente, la mayoria de las investigaciones han enfatizado los aspectos
psicosociales. En este caso, han coexistido dos caminos paralelos; unos se
enmarcan en aspectos afectivo—motivacionales, mientras que otros lo hacen en la
esfera cognitiva. Ambos caminos han tenido el mérito de desentrafar aspectos
practicamente insospechados de la DM, como el papel del género en la RP y el de la
metacognicion. Sin embargo, el énfasis que ponen, muchas veces las hacen carecer
de una explicacion cientifica suficientemente integradora. Regularmente, los
primeros se adscriben al paradigma cualitativo, mientras que los segundos lo hacen
al cuantitativo. En el capitulo 6 se abordara esto con mas detalle.

Por otro lado, un numero algo menor pero significativo de trabajos, alude al
quehacer matematico como objeto primario de la DM. Al hiperbolizar el conocimiento
matematico, incorporan a las investigaciones una nueva vision de los problemas, del
proceso de RP, de los papeles que juegan el maestro y el alumno, entre otros.
Desde esta perspectiva, acusan al resto de las investigaciones de erigirse sobre un
“psicologismo ingenuo”, ignorando el papel de la psiquis en la actividad matematica.
Ademas, minimizan los resultados del enfoque “clasico”, alegando que no
construyen la DM como disciplina cientifica, por su constante importacion de saberes
privativos de otras ciencias.

La dialéctica ensefia que ningun enfoque es superior al otro. Es mas, ambos son
herencia de la naturaleza multidisciplinaria que ha tenido la DM en sus origenes,
enfatizando la explicacion psicolégica por un lado, y la matematica por el otro. En
ambos casos se esta pasando por alto un grupo importante de hechos y fenébmenos
de naturaleza pedagdgica, lo cual acentua la insuficiencia de ambos caminos. Por
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ejemplo, puede ocurrir que la “falta de motivacién” no sea ‘“irresponsabilidad
matematica” del alumno, sino un temor originado por inadecuados procedimientos
del maestro.?’ Luego, no es posible compartir la tesis que enarbola la Didactica
Fundamental como metateoria, generalizadora del resto de las teorias en DM. Es
mas, no existe justificacion para esa “ambicion” de construir la DM como disciplina
cientifica. Tal y como se vio en el capitulo 1, las condiciones objetivas estan dadas;
de modo que el empeno subjetivo se supeditara al objetivo.

Por otra parte, tampoco es aceptable el criterio de que los conceptos “importados”
frenan el desarrollo de la ciencia. Por el contrario, es necesario recordar que fueron
estudios pedagogicos los que suscitaron el nacimiento de una importante rama de la
Psicologia: la Psicologia del Aprendizaje. Por tanto, cabe esperar una evolucion del
concepto de “aprendizaje significativo”, de manera que la Pedagogia se enriquezca y
la Psicologia se retroalimente.?®® Sucesos similares han acaecido también en las
ciencias exactas. En efecto, la Fisica se vio en la necesidad de asociar el concepto
de tangente a una curva para explicar la velocidad de cambio. Esto sirvi6 de base
para el surgimiento del concepto de derivada y enriquecié la nocion que hasta
entonces se tenia de tangente. La Matematica recibié un fuerte impulso,
desarrollandose el Calculo Diferencial y la Topologia, respectivamente. Al unisono,
la Fisica también se iba enriqueciendo con las aportaciones de estas ramas de la
Matematica.

Sobre la base del analisis anterior, puede afirmarse que las investigaciones que
enfatizan los procesos psiquicos asociados a la RP no pueden desarrollarse al
margen de los hechos sociales, pedagdgicos y matematicos. Esto tampoco es
motivo para afirmar que una investigacion tiene necesariamente que englobar dichos
componentes en igual medida. Un aspecto clave para un buen disefio de
investigacion consiste en determinar el papel que desempefia cada componente. Por
tanto, una investigacién que dé prioridad al analisis de la psiquis, durante el proceso
de RP, puede contribuir a la construccion de la DM como disciplina cientifica. El valor
de esta investigacion seria todavia mayor si durante el analisis son tomados en
cuenta problemas epistemologicos, pedagdgicos, matematicos y sociales.

El propdsito de este libro, como ya se ha sefalado, consiste en deslindar la
naturaleza del proceso de RP, el cual tiene lugar en el pensamiento humano; de
manera que no existe sitio mas oportuno que la psiquis para abordarlo. El analisis
del concepto de problema revel la necesidad de tomar en consideracion diversos
problemas de orden epistemoldgico, lo cual es una muestra de que el énfasis que se
ha puesto en los procesos psiquicos no es ajeno a los problemas desenmascarados

%7 Chevallard, Bosch y Gascon explican los cuchicheos y otras indisciplinas similares como la ruptura
de algun “contrato” en términos brousseanos. Si existe un pequefio grupo de alumnos que no estan
integrados realmente en la escuela y preferirian estar en algun otro sitio, se trata de la ruptura del
contrato escolar. Si a los alumnos no les gusta el estilo pedagdgico del profesor, o bien este no tiene
suficiente autoridad, o menosprecia a los alumnos, se trata de la ruptura del contrato pedagédgico. Si
lo que sucede es que el profesor esta resolviendo un problema por una técnica que los alumnos
desconocen, entonces tiene lugar la ruptura del contrato didactico (op. cit., p. 205).

238 Actualmente se habla, incluso, de una nueva disciplina cientifica denominada “Psicodidactica”.
Véase, por ejemplo, Gelfman, E.; Kholodnaya, M. and Cherkassov, R. (1997) From Didactics of
Mathematics to Psycho—-Didactics. In N. A. Malara, Ibid., pp. 102-107.
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por la Didactica Fundamental. Es mas, la necesidad de desentranar el proceso de
RP conducira en el capitulo 6 a la busqueda de dispositivos para el analisis
experimental; lo cual seria una modesta aportacién a la Ingenieria Didactica.

En relacion a la pregunta (b), es menester realizar también algunas observaciones.
Mas arriba se hizo alusion a un grupo de indicios que conducian a identificar la
Ensefianza Problémica con el paradigma de la Modelizacion. Ciertamente, existe
una estrecha relacién estructural entre esta ultima y el modelo de la figura 19. Sin
embargo, Gascon nos describe un paradigma aparentemente lineal y carente de
contenido. Al exponer el basamento tedrico de la ensefanza “a través” de la RP, se
advirtio la necesidad de expresarla por medio de todo el modelo de Wyndhamn; de
manera que la Ensefianza Problémica se estructura por complejos de relaciones,
propias de dicho modelo. No obstante, el sistema categorial de este tipo de
ensefanza deja claro que su esencia va mas alla, enlazandose con problemas
epistemologicos relativos a la construccion del conocimiento cientifico.

Puede concluirse que la Enseianza Problémica no se identifica con la Modelizacion,
aun cuando en el plano psicolégico tengan determinadas coincidencias. Ahora bien,
si la Ensefanza Problémica es mas amplia que la Modelizacién, qué relaciéon guarda
con el paradigma de los Momentos Didacticos. Ambos enfoques tienen el mérito de
poner al descubierto las deficiencias de sus antecesores; y se esfuerzan por integrar
los legados mas positivos. Existen, sin embargo, diferencias sustanciales de orden
epistemoldgico. Mientras la teoria de los Momentos Didacticos prioriza el
componente matematico, la Ensefianza Problémica enfatiza los aspectos
psicologicos. En este ultimo caso, a diferencia del primero, se tienen en cuenta otros
aspectos consustanciales de orden matematico y pedagdgico (véase el esquema de
la figura 19).

Ambas teorias son valiosas y proponen perspectivas renovadoras para la DM. La
Ensefianza Problémica aventaja al paradigma de los Momentos Didacticos en mas
de 30 afios, de modo que es natural encontrar en ella diferentes conexiones con
otras ciencias. El paradigma de los Momentos Didacticos, sin embargo, al heredar la
sistematicidad y logicidad de la actividad Matematica, tendra un rapido desarrollo en
los afios venideros. Ya se han expuesto multiples argumentos tedricos, conducentes
a rechazar la idea de partir de una teoria general del aprendizaje.?*® La DM debe
elaborar una teoria del aprendizaje matematico; y son muchas las razones para
acoger, como base teorica, a la Ensenanza Problémica. No obstante, es justo
reconocer el enorme valor de las aportaciones tedricas que dimanan del paradigma
de los Momentos Didacticos, principalmente las siguientes:

a) La demarcacién de tres etapas esenciales de la actividad matematica escolar: el
momento exploratorio, el momento de la técnica y el momento tedrico.

b) La necesidad de enfocar el quehacer matematico como un proceso de estudio de
campos de problemas.

c) La presentacién del aprendizaje y del conocimiento matematico como objetos no
primarios de la DM.

239 yigase lo que ha sido considerada la carta fundacional del PME en Bauersfeld, H. & Skowronek, H.

(1976) Research related to the mathematical learning process. In Athen & Kunle (Eds.), pp. 231-245.
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Todos estos aspectos seran tomados en consideracién en los proximos capitulos.
Particularmente, el concepto de técnica ocupara un lugar importante dentro del
analisis de diferentes estrategias metacognitivas, tanto de resolucion (capitulo 4)
como de formulacién (capitulo 5).

El analisis de las corrientes contemporaneas del aprendizaje de la Matematica va
mas alla de las consideraciones realizadas en este epigrafe. Resultd prudente
examinar la escuela francesa, por constituir un ejemplo fehaciente de teoria
discordante con los paradigmas mas conocidos en Cuba. Una discusion similar pudo
girar en torno al Interaccionismo Simbdlico, corriente que estd ganando muchos
adeptos en Europa.?*® Para tener solo una idea de cuan complejo es el tema, en la
propia Rusia que dio vida a la Ensefianza Problémica, algunos teoricos tratan de
relegarla a un plano inferior.

Por ejemplo, Gelfman, Kholodnaya, y Cherkassov la incluyen entre cinco modelos de
la “Didactica Tradicional”. Contraponiéndolos a un “nuevo” paradigma, donde llevan
trabajando mas de 20 afios.**’ Se trata del “Modelo de Enriquecimiento de la
Educaciéon”, el cual enfatiza como y qué debe enseharse en Matematica. Su
elemento psicolégico clave es la “experiencia mental individual” consistente en un
“sistema de formaciones psiquicas de lectura, los cuales aparecen gracias a las
condiciones fisicas que predeterminan la actividad intelectual individual y concreta”.
Nada mas cercano al modelo neopositivista vandervertiano (véase la figura 5 del
capitulo 2).

%0 Para los partidarios de esta corriente, las dimensiones culturales y sociales no son condiciones

periféricas del aprendizaje matematico, sino parte intrinseca del mismo. Se enfatiza como foco de
estudio las interacciones entre individuos dentro de una cultura, en lugar de sobre el individuo.
Conocer o recordar alguna cosa se concibe como la activacion momentanea de opciones a partir de
acciones experimentadas, mas que como un “objeto”, llamado conocimiento. El interaccionismo
postula el caracter discursivo del conocimiento, donde el discurso no es solo lenguaje sino lenguaje—
en—accion. El lenguaje es visto como un moldeador activo de la experiencia, y no como un espejo de
la realidad. En particular, la Matematica es vista como un tipo particular de discurso. Bauersfeld situa
la perspectiva interaccionista entre dos polos: la perspectiva individualista (psicologia cognitiva, con
referencia a Piaget) y la perspectiva colectivista (teoria de la actividad, con referencia a Vigotsky).
Véase Bauersfeld, H. (1994) Theoretical perspectives on interaction in the mathematics classroom. In:
R. Biehler; R. Scholz; R. Strésser y B. Winkelmann (Eds.) Didactics of mathematics as scientific
discipline (pp. 133—146). Dordrecht, NL: Kluwer Academic Publishers.

1 Tres de los cinco modelos incluyen autores ya examinados en este libro. En efecto, en el “Modelo
Desarrollador” sitian a D. B. Elkonin y V. V. Davidov; en el “Modelo formativo” a P. J. Galperin y N. F.
Talizina; y en el “Modelo de Hurgamiento de la Actividad” (“Stirring to Activity Model”), figuran M. I.
Majmutov y M. N. Skatkin. Véase especialmente la tabla que aparece en E. Gelfman et. al., op. cit., p.
106.
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