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Prefacio

Cada dfa, miles de profesores en nuestro pais ensefian matemaéticas en miles
de aulas a millones de estudiantes.

Muchos padres y tutores confian en que el sistema educativo nacional estd
creando en sus hijos ciudadanos mejor preparados cada dia.

El papel del profesor y su impacto en nuestros nifios y jovenes estudiantes
estd cambiando drasticamente.

Lograr que un estudiante realmente se entusiasme por una materia tan intere-
sante como las matematicas, ir6nicamente es rara vez logrado en un grupo
completo.

Este libro tiene como principal objetivo lograr que el profesor encuentre ma-
terial que le pueda ayudar a entusiasmar a sus estudiantes en aprender las
matematicas.

En la seccién 1.2 encontrard sugerencias para que usted, profesor, pueda crear
sus propios problemas y ejercicios, de manera que sus estudiantes vean que
no se requiere de un libro para “copiar” los ejercicios que se deben realizar en
clase y esto les ayude a entender que las matemaéticas no son exclusivas de
pocos genios.

La seccién 1.3 incluye problemas motivadores. Los problemas motivadores,
como su nombre lo indica, sirven para introducir un concepto elemental de
matemadticas de una manera “natural”, interesante y motivante.

En la seccién 1.4 encontrara interpretaciones geométricas de conceptos que se
incluyen en algunos programas de estudio de niveles medio y medio supe-
rior para que los estudiantes puedan reconocer que las distintas ramas de las
matemadticas estdn entrelazadas de distintas maneras. Algunas de las inter-
pretaciones geométricas que encontrara estan relacionadas con problemas es-
pecificos y su solucién puede presentarse como una introduccién al concepto
que corresponde en cada caso. Algunas de esas interpretaciones geométricas
pueden utilizarse como problemas motivadores.

En el capitulo III se incluyen demostraciones matematicas. Las secciones in-
cluidas en éste serviran como una referencia para utilizar en sesiones de entre-
namiento para mostrar a aquellos estudiantes interesados en elevar su nivel
matemadtico que las matemadticas son una ciencia perfectamente clara y sin
ambigiiedades.

En el capitulo VII encontrard sugerencias para la ensefianza de las matematicas
en un aula de clase. Las sugerencias que se presentan son las que el autor ha
encontrado efectivas para asegurar el aprendizaje de calidad.

En el capitulo VIII podréd encontrar herramientas para preparar sus propios
materiales y una pequefia guia para el uso del software con el que se elabo-
raron estas notas.

Finalmente en los apéndices encontrard formularios que le pueden servir de
apoyo.



xi

En resumen, este libro tiene tres fines principales:

1. Servir como una referencia para encontrar demostraciones de algunos teo-
remas bdésicos,

2. Apoyarle en la planeacién de sus clases con algunas ideas sobre cémo expli-
car algunos conceptos bésicos de las matematicas, y

3. Motivarle, profesor, a hacer el mayor esfuerzo por presentar las matematicas
que le corresponde ensefiar en el aula de clase, de la manera mas atractiva
que le sea posible a sus estudiantes, de manera que ellos adquieran una
visién mas realista de lo que éstas son.

La mayoria de las cosas que encontrard aqui son una recopilacién de lo que
aprendi durante los entrenamientos para la Olimpiada Matematica Mexicana
del Estado de Quintana Roo, gracias a Dr. Julio César Sanjuan Gonzéilez
(Q.E.P.D.), principalmente, quien fue un gran entusiasta de la generacién de
nuevos talentos matematicos entre los jovenes mexicanos.

Algunas partes del texto las he aprendido de lecturas y profesores de matematicas
que han compartido sus ensefianzas conmigo y creo que servirdn para divul-
gar de una manera atractiva las matemadticas. Las incluyo en el libro porque
las considero igual de importantes y bonitas.

Espero que este material sea una fuente de inspiracién para sus cursos y que
con las ideas plasmadas en el mismo, convenza a la mayoria de sus estudiantes
a “aventarse a las matemdticas”, como decia mi maestro.

Efrain Soto Apolinar.
Monterrey, N.L. México.
2008.
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La matemitica,

evidentes.

en general, es la ciencia de las cosas auto-

— KLEIN, FELIX
Anwerdung der Differential-und Integral-
renchung auf Geometrie.
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1.1 ;Qué son las matematicas?

1.1 ;QUE SON LAS MATEMATICAS?

La matematica es... dificil de definir.

El autor prefiere no aventurarse a dar una definicién formal de las matematicas,
sin embargo, aqui se muestran algunas definiciones que se han dado a lo largo

de la historia [7]. En los casos conocidos se muestran los titulos de las obras

en las cuales aparecieron estas definiciones.

La Matemdtica es, en su significado mds amplio, el desarrollo de
razonamiento deductivo, formal y necesario.

— WHITEHEAD, A.N.
Universal Algebra
Cambridge.

La matemdtica, —en sentido estricto— es la ciencia abstracta que
investiga deductivamente las conclusiones implicitas en las concep-
ciones elementales de las relaciones espaciales y numéricas.

— MuURrRraAy, J.A.H.
A New English Dictionary

La matemdtica es la ciencia que obtiene conclusiones necesarias.

— PIERCE BENJAMIN

Linear Associative Algebra
American Journal of Mathematics
Vol. 4.

Cualquier concepcion que queda definitiva y completamente de-
terminada por un niimero finito de especificaciones, digamos, al asig-
nar un niimero finito de elementos, es una concepcién matemitica.
Las matemadticas tienen en su dmbito de trabajo desarrollar las con-
secuencias envueltas en la definicion de un grupo de concepciones
matemidticas. La interdependencia y la consistencia 16gica mutua
entre los miembros del grupo es supuesta; de otra forma el grupo
deberd ser tratado como varios grupos distintos o estard fuera del
dmbito de trabajo de las matemidticas.

— CHRYSTAL GEORGE
Encyclopedia Britannica
(9th Edition)
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El ideal de las matemdticas deberia ser construir un cdlculo para
facilitar el razonamiento en conexién con cada provincia del pensa-
miento, o de la experiencia externa, en la cual, la sucesién de pen-
samientos, o de eventos puede ser definitivamente conjeturados y
predichos con precision. De tal forma que todo pensamiento serio que
no sea filosofia o razonamiento inductivo, o literatura imaginativa,
deberia ser matemdtica desarrollada a través del cdlculo.

— WHITEHEAD, A.N.
Universal Algebra
Cambridge.

Las matemdticas consisten de todas esas ciencias.

Una ciencia matemitica es cualquier cuerpo de proposiciones que
sea capaz de una formulacion abstracta y arreglo de tal forma que
cualquier proposicion del conjunto, después de alguna de ellas, es una
consecuencia légica de algunas o todas las proposiciones precedentes.

— YouNG, CHARLES WESLEY
Fundamental Concepts of Algebra and Geometry

New York.

simples...

Las matemiticas, la ciencia de lo ideal, transforma el significado
de la investigacion, entendiendo y haciendo conocido el mundo real.
Lo complejo es expresado en términos de lo mds simple. Desde un
punto de vista, las matemidticas pueden ser definidas como la cien-
cia de sustituciones sucesivas de conceptos complejos por otros mds

— WHiITE, WiLLiAM F.
A Scrap-book of Elementary Mathematics

Chicago.

Las matemdticas son esa forma de inteligencia a través de la cual
traemos los objetos del mundo de los fenémenos [naturales] bajo el
control de la concepcion de cantidad. (Definicién provisional)

— Howrson G.H.
Journal of Speculative Philosophy. Vol 5. p.164

Frecuentemente los estudiantes preguntan... jpara qué sirven las matemdticas?

La respuesta inmediata es: jmejor pregunta para qué no sirven!

Aqui se muestran algunas frases mas que hablan de la naturaleza de las

matemadticas y esto mismo indica para qué sirven.



1.1 ;Qué son las matematicas?

Un prerrequisito para las ciencias naturales es cultivar un gusto
por la observacion, tal que la matemdtica sea, desde el principio, un
estimulo a la facultad de la invencién.

— SYLVESTER, J.J.
A plea for the Mathematician, Nature
Vol. 1 p. 261

Las matemadticas estdn para unir, mediar entre el hombre y la
naturaleza, el mundo interno y el externo, el pensamiento y la per-
cepcidn, como ninguna otra ciencia lo hace.

— FROEBEL

Aquellos que tienen habilidad en el andlisis matemdtico saben que
su objeto no es simplemente calcular niimeros, sino que también es
empleado en encontrar las relaciones entre las magnitudes que no
pueden ser descritas en niimeros y entre funciones cuyas leyes no son
expresables por medio de expresiones algebraicas.

— COURTON, AUGUSTIN
Mathematical Theory of the Principles of Wealth
(Bacon N.T.) New York.

Las matemdticas son la puerta y la llave a las ciencias... La ig-
norancia de las matemiticas hiere a todo el conocimiento, dado que el
que las ignora no puede conocer las otras ciencias o las cosas de este
mundo. Y lo que es peor, los hombres ignorantes no se dan cuenta de
su propia ignorancia y no buscan un remedio.

— BacoN, ROGER

En las matemdticas retenemos la actividad 16gica consciente de la
mente humana en su forma mds pura y perfecta. Aqui aprendemos a
darnos cuenta de la naturaleza laboriosa del proceso, el gran cuidado
con el cual debemos proceder, la certeza con la cual es necesario deter-
minar la extension exacta de las proposiciones generales a las cuales
llegamos, la dificultad de formar y comprehender conceptos abstrac-
tos, pero también aprendemos a darle confianza a la certeza, dmbito y
fructiferidad de tal actividad intelectual.

— HeimuoLTZ, H.

Ueber das Verhiltniss der Naturwissenschaften
zur Gesammtheit der Wissenschaft

Vortrdge und Reden. Bd. 1.
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El poder que mueve la invencion matemdtica no es el razona-
miento, sino la imaginacion.

— DE MoORGAN, A.
Quotes in Grave’s Life of Sir. W.R.Hamilton.
Vol. 3.

El razonamiento matemdtico es un tipo de razonamiento perfecto.

— BARNETT, P.A.
Sentido comtin en la Educacion
y en la Ensefianza. p. 222

Hay muchas artes que embellecen la mente del hombre; de todas,
ninguna adorna o embellece tanto que aquellas artes que son llamadas
matemdticas.

— BrrrinsLEy, H.
The elements of Geometrie of the most
ancient Philosopher Euclide of Megara

Y para

Probablemente no hay otra ciencia que presenta una apariencia
tan diferente al que la cultiva como al que no, como las matemiticas.
Para éste, esta ciencia es antigua, venerable y completa. Un cuerpo
de razonamiento frio, inambiguo, irrefutable. Para el matemidtico,
por otra parte, su ciencia estd en la etapa de juventud de mayor
crecimiento, creciendo por todas partes tras el “alcanzable, pero sin
alcanzar” y lleno de entusiasmo por los nacimientos de nuevos pen-
samientos; su légica estd siteada por las ambigiiedades, y sus procesos
analiticos tienen una montafia en un lado y una zanja profunda en
el otro lado y sus sendas crean ramas de trayectos innumerables que
terminan en la naturaleza.

— Cuarman, C.H.
Bulletin Mathematical American Society. Vol. 2. p.61

finalizar,

Aquel que no sabe matemdticas y que no conoce los desarrollos
cientificos recientes muere sin conocer la verdad.

— SCHELLBACH
Referida en Young’s Teaching of Mathematics. p.44




1.2 Elaboracién de reactivos

1.2 ELABORACION DE REACTIVOS

Todo maestro de matemdticas tiene dos obligaciones bdsicas in-
discutibles: entender las matemiticas con profundidad y ensefiar su
belleza a los demis.

— Anénimo

En esta seccién se muestran algunos ejemplos de cémo disefiar reactivos. Se
consideran algunos temas elementales para adquirir habilidad en su disefio
dependiendo del nivel de conocimiento que queramos medir.

Antes de elaborar un reactivo piense en qué estudi6 en clase con sus estudian-
tes, cuanto tiempo han dedicado al tema, lo que el estudiante promedio puede
lograr, y sobre todo, los estdndares impuestos por el programa de estudio (ob-
jetivos).

Cada reactivo debe ser disefiado con un propésito. El propésito principal es
evaluar una o varias de las siguientes:

1.
2.
3.
4.

Ejemplo

concepto
destreza
profundidad del conocimiento
aplicacion a distintos contextos

v Cuando desee generar una ecuacién, o un sistema de ecuaciones lineales
(S.E.L.) comience siempre a partir de la solucién.

1.2.1

Elaborar un reactivo para evaluar la solucién de un sistema de ecuaciones lineales con
solucion tinica.

e Empezamos dando la solucion del sistema de ecuaciones:

4
7

e Aqui empezamos escribiendo los coeficientes de las variables junto con
ellas, pero el término independiente lo calculamos después. Para esto
sustituimos los valores de las variables x e y como se definieron antes:

5x42y =
5(4)+2(7) = 20+14=34

La primera ecuacién es: 5x + 2y = 34
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Obtenemos la segunda ecuacién con el mismo procedimiento:

2x -5y =
2(4)-5(7) = 8-35=-27
La segunda ecuacién es: 2x — 5y = —27.
e Entonces, el S.E.L. es:
S5x+2y =234
2x -5y = -27

y susoluciénes: x =4,y =7

o Ahora usted puede transformar alguna ecuacién (o ambas) para que
tenga otro aspecto, por ejemplo:

S5x+2y =234
2x+27 =5y

Puede encontrar la interpretacién geométrica de un S.E.L. con soluciéon
tnica en la pagina 53.

En el ejemplo anterior se exigié que el S.E.L. tuviera solucién, sin embargo no
todos los S.E.L.’s tienen solucién.

El siguiente ejemplo nos muestra cémo generar un S.E.L. sin solucién.

Ejemplo 1.2.2

Elaborar un reactivo para evaluar la solucién de un sistema de ecuaciones lineales sin
solucion.

e Sabemos que si un S.E.L. no tiene solucién, entonces las gréaficas de
ambas ecuaciones son dos lineas rectas que no se cortan, es decir, son
paralelas.

o En otras palabras, ambas ecuaciones tienen la misma pendiente, pero su
ordenada al origen es distinta.

e Porque si la ordenada al origen coincide también, entonces estamos
hablando de la misma ecuacién.

e Considerando lo anterior podemos generar un S.E.L. creando primero
una ecuacién lineal cualquiera:

2x =3y =7
o Y después otra ecuacién que difiera solamente en el término independiente:

2x—-3y =0
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e Entonces, el S.E.L. que buscabamos es:

2x -3y =7
2x -3y =0

e Igual, podemos multiplicar una de las ecuaciones por un escalar para
ocultar todavia mds que se trata de dos rectas paralelas:

2x -3y =7
4x -6y =0

e Y hemos terminado.

e Para ver la interpretacién geométrica de un S.E.L. sin solucién vaya a la
pagina 53.

Importante: Cuando disefie reactivos para clase o para un examen, tenga en
mente lo siguiente:

v El hecho de que la solucién de la ecuacion sea correcta, no implica que
el reactivo sea del tipo que deseamos.
v Considere, por ejemplo el caso: x = 5, y con él generamos la ecuacién:

3x+1 b5x—4 5

x+3 * x+2  x2—4x—4

Esta ecuacién no tiene solamente una solucién, sino 4, porque se trata
de una ecuacién que al simplificarse no se reduce a una ecuacion lineal,
sino a una ecuacién de grado 4, por cierto, muy dificil de resolver.

v Resuelva completamente el problema en caso de que tenga alguna duda
respecto al procedimiento que se requiere, para evitar aplicar reactivos
que no corresponden a los temas que esta evaluando.

Ejemplo 1.2.3

Ahora generaremos un problema donde se aplique un sistema de ecuaciones lineales
para resolverlo.

e Para generar un problema donde se aplique un S.E.L. para resolverlo,
es més facil si empezamos con la situacién conociendo todos los datos y
después generamos la pregunta.

e Por ejemplo, consideremos el caso de un circo. Los boletos para adulto
cuestan $80.00 pesos y los boletos para infante $45.00 pesos.

e Supongamos que entraron 250 adultos y 115 nifios.
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En total ingresaron 250 + 115 = 365 personas

El ingreso debido a los adultos es:

($80 pesos/boleto) x (250 boletos ) = $20000 pesos.

El ingreso debido a los nifios es:

($45 pesos/boleto) x (115 boletos ) = $5175 pesos.

El ingreso total es de:

$20000 + $5175 = $25175 pesos.

El problema puede ser el siguiente:

En un circo habia 365 asistentes entre adultos y nifios. Cada boleto de adulto
costaba $80.00 pesos, mientras que cada boleto de nifio costaba $45.00 pesos.
¢ Cudntos nifios y cudntos adultos asistieron al circo a una funcion, si se recau-
daron por entradas $25175.00 pesos?

Evidentemente, el problema puede dar otros datos, por ejemplo, el nimero
de nifios y adultos que entraron y preguntar cudnto pagaba cada uno de
ellos.

Algunos problemas tiene solucién matemadtica, pero ésta solucién no tiene
sentido fisico.

Ejemplo 1.2.4

Un laboratorista desea preparar una solucion de un dcido con una concentracion del
35%. El tiene a su disposicion dos soluciones del dcido en cuestion con distintas
concentraciones. La solucién del matraz A tiene una concentracion del 12%, mientras
que la solucion del matraz B tiene una concentracion del 20%. ;Qué cantidades de
cada dcido debe utilizar para preparar 100 ml de la solucion que requiere?

e Podemos ordenar la informacién en una tabla:

Volumen (ml) Concentracion (%)

Matraz A X 12
Matraz B Y 20

e Sabemos que la suma de los volimenes de dcido que se utilicen deben
ser igual a 100 ml. Entonces,

x +y =100
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e Por otra parte, un mililitro de 4cido del matraz A proporciona 12 <100
mililitros de 4cido puro, mientras que un mililitro del matraz B propor-
ciona 20 <+ 100 mililitros de acido puro.

e Entonces, la otra ecuacién es:
012x 402y =35

e Ahora debemos resolver este S.E.L.:

x+y =100
12x +20y = 3500

e Para empezar multiplicamos la primera ecuacién por —20 y obtenemos:

—20x — 20y = —2000
12x +20y = 3500

e Ahora sumamos las dos ecuaciones y obtenemos:

—8x = 1500
1500 750 375
Y= Ty Top T T WS

e Pero es imposible fisicamente agregar —187.5 mililitros de 4cido, porque
se trata de un ntimero negativo.

e Entonces, a pesar de que este problema tiene solucién matematica, esta
solucién no tiene sentido fisico.

e Podemos darnos cuenta de estos casos cuando se nos pida una combi-
nacién que tenga (a) mayor concentracion que la solucién que tiene la
mas alta concentracién o (b) menor concentracién que la solucién que
tiene minima concentracion.

e Este mismo problema puede resolverse con una ecuacién, incluyendo
una sola incégnita.

e Dado que la suma de los mililitros de 4cido es una constante (100), si
agregamos x mililitros de 4cido del matraz A, debemos agregar 100 — x
mililitros de 4cido del matraz B.

e La ecuacion que obtendriamos entonces es:

0.12x +0.2 (100 — x) = 35

e Puede proponer este problema en el tema de ecuaciones lineales, con-
siderando una ecuacién con una incégnita y le puede servir como problema
motivador en el tema de S.E.L., cuando estudien problemas que se re-
suelven con un S.E.L. de dos ecuaciones con dos incégnitas.
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Ejemplo 1.2.5

I Deseamos generar un reactivo para el tema: Ecuaciones lineales con coeficientes frac-
cionarios.

o Empezamos asignando el valor de la solucién: x = 4
o Ahora escribimos una igualdad con niimeros, por ejemplo:
5-1=4
e Ahora debemos encontrar expresiones que incluyan la literal x, y que

al evaluar cada expresion en el valor de la solucién, el resultado sea el
valor que le corresponde a ese término en la igualdad anterior.

e Por ejemplo:

4x—1_ (4)(4) -1

> = 3 3
1 - 2x -1 (2)(4) -1
o 7 7
L, - Sxtd_(5(9)+4
6 6

e Y el reactivo queda':

4x—1_2x—1 _5x+4
3 7 6

Ejemplo 1.2.6

Elaborar un reactivo de ecuaciones cuadriticas. Las raices de la ecuacion deben ser
reales y distintas. Método: Completar cuadrados.

e Lo que necesitamos es que los estudiantes lleguen a un binomio al
cuadrado y éste quede igualado a un nimero entero positivo.

e Eso mismo haremos para generar el reactivo:

(x—5)2 = 4
x> —10x+25—-4 = 0
x> —-10x+21 = 0

o El alumno debe realizar el proceso inverso.

1Recuerde verificar que al simplificar la ecuacién se reduce a una lineal, o cuadratica, de
acuerdo al tema que desee explicar o evaluar.
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Ejemplo 1.2.7

Elaborar un reactivo de ecuaciones cuadrditicas. Las raices de la ecuacién deben ser

reales y distintas. Meétodo: factorizacién (coeficiente del término cuadrdtico igual a
1).

e Aplicamos el procedimiento que utilizamos en el ejemplo anterior.

e Empezamos de la solucion del ejercicio:

(x=3)(x+7) = 0
24+4x—-21 = 0

e Aqui también el estudiante debe realizar el proceso inverso.

Ejemplo 1.2.8

Elaborar un reactivo de ecuaciones cuadrditicas. Las raices de la ecuacion deben ser

reales y distintas. Método: factorizacion (coeficiente del término cuadritico distinto
de 1).

¢ De nuevo, iniciamos con la solucién del ejercicio:

(2x+1)(3x—=5) = 0
6x>—7x—5 = 0

e Este reactivo, como el anterior, es una base para los ejercicios de ge-

ometria analitica en los que se pide encontrar los elementos de una
conica a partir de su ecuacion.

Ejemplo 1.2.9

Elaborar un reactivo de ecuaciones cuadrdticas. Las raices de la ecuacion deben ser
complejas. Método: Férmula general.

e Para que las raices sean complejas, necesitamos que un ntimero de la
forma ax + 8 elevado al cuadrado esté igualado a un ntimero negativo.

e Para esto generamos un binomio al cuadrado igualado a cero.

(2x+7)? 0
4x*+28x+49 = 0
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o Ahora igualamos el trinomio cuadrado perfecto con un ntmero entero

negativo.
2x+7)? = -12
4x24+28x4+49+12 = 0
4x24+28x+61 = 0

e Es obvio que las soluciones de esta ecuaciéon son complejas, porque:

2x+7?%412 = 0 =
2x+7)? = -12
2x+7 = +V/-12

o El alumno debe utilizar la férmula general o completar cuadrados para
resolverlo.

Si usted desea elaborar un reactivo de algiin tema que no aparece aqui, y en
este momento no tiene idea de cémo elaborarlo, es una buena idea leer en un
libro los diferentes tipos de reactivos que se muestran en él. Después, crée la
solucién del problema primero y después elabore la pregunta.

Obviamente, preferentemente debe basarse en lo que estudi6 con sus estudian-
tes en clase.

Tenga cuidado de incluir al menos los datos que se requieren para la solucién
del reactivo que acaba de elaborar. Para esto es una buena idea resolver el
reactivo con los datos que usted propone al estudiante.

Cuando desee generar un ejercicio de algebra bésica, como leyes de los expo-
nentes, piense primero qué leyes desea evaluar. Esto dependerd de lo que le
espera al estudiante en los temas posteriores de acuerdo al programa y del
minimo requerido para sobrevivir entonces.
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1.3 PROBLEMAS MOTIVADORES

No hay alguna rama de las matemdticas, por abstracta que sea,
que no pueda aplicarse algiin dia a los fendmenos del mundo real.

— Nicolai Lobachewsky.

En esta seccién se muestran algunos ejemplos de problemas que pueden uti-
lizar para despertar el interés en la clase.

Evidentemente, no es la tinica forma de motivar a los estudiantes en la dis-
cusion, asi que se le queda de tarea crear nuevas formas de presentar estos y
otros temas a los estudiantes en clase.

El objetivo de presentar un problema motivador es multiple. En primer lu-
gar se trata de mostrar a las matemdticas en un contorno que ellos sien-
tan les es conocido. Un problema motivador siempre debe estar basado en
conocimiento previo, de otra forma ocasionard confusién en los estudiantes.

También el problema motivador puede ser un pretexto para introducir un
nuevo tema. Se puede, por ejemplo, tratar de resolver una ecuacién frac-
cionaria que se reduce a una ecuacién cuadratica y con ello iniciar el estudio
de las ecuaciones cuadraticas.

De hecho, muchos conceptos matemaéticos se desarrollaron por la necesidad
de resolver problemas cotidianos. Por ejemplo, en el calculo infinitesimal,
los conceptos de limite, derivada e integral (como los conocemos ahora) se
desarrollaron por la necesidad de conocer la mecanica de las bolas lanzadas
por cafiones y el estudio de los movimientos de los planetas.

Sobre todo, un problema motivador debe despertar el interés en los estudian-
tes por el tema. Ellos deben darse cuenta que las mateméticas que estan
estudiando pueden aplicarlas en sus vidas y facilitar la solucién de muchos
problemas cotidianos.

Un problema motivador no debe ser necesariamente dificil, pero tampoco
debe ser tan sencillo que los estudiantes piensen que no representa conocimiento
nuevo. Ellos deben reconocer su importancia, y en caso de que se requiera, el
profesor debe puntualizarla.

Estos problemas motivadores son solamente unos ejemplos sencillos. Eviden-
temente, podemos encontrar cientos de ellos en muchos otros temas de los
cursos de todos los niveles.

Espero que sean de ayuda para que mejore su eficiencia en clase.
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Problema motivador

ECUACIONES LINEALES / DESPEJE
Pensé un niimero. Lo multipliqué por siete, al resultado le sumé uno y obtuve
cincuenta. ;Qué niimero pensé?

v Antes de tener 50 le sumé uno, asi que no tenia 50, sino 50 — 1 = 49

v Y antes de tener 49 lo multipliqué por 7, asi que no tenia 49, sino 49 +7 =
7

v El ndmero que pensé fué 7.

v Profesor, haga notar que para encontrar el niimero que tenia en el paso
anterior que realicé una operacién, siempre realizo la operacién con-
traria:

v/ Si sumé uno, le resto uno;

v/ Si multipliqué por 7, divido entre 7.

Problema motivador

ECUACIONES LINEALES / DESPEJE

Pensé un niimero. Cuando lo multiplico por tres y al resultado le resto uno, obtengo
lo mismo que si (al niimero que pensé) lo multiplico por dos y al resultado le sumamos
6. ;Qué niimero pensé?

v De manera semejante al ejemplo anterior, vamos a suponer que el ntimero
que penso existe,

v Entonces, si x es el nimero que pensd, satisface la siguiente ecuacion:

3x—-1=2x+6

v Esta ecuacién puede representarse de manera grafica como sigue:

v Si el niimero que pensé es x, y x lo representamos por un cuadrado, 3 x
se representa por 3 cuadrados, que en realidad eso es lo que nos dice en
palabras 3 x: “Tres veces x”, o bien “Tres cuadrados”...

v Por otra parte, 2 x se prepresenta con dos cuadrados: 2x en palabras
dice: “Dos veces x”, o bien, “Dos cuadrados.”

X +x+x X 4+ x

v El valor de x esté representado por un cuadrado.

v Algunos profesores prefieren usar la analogia de una balanza.
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v En ese caso los cuadrados estdn representando el peso de un ladrillo o
cualquier otro objeto.

v Si quitamos de ambos lados de la igualdad un cuadrado, la igualdad se
sigue manteniendo...

v O bien, si quitamos de ambos lados de la balanza un ladrillo, sigue
estando balanceada...

v Puede dar un ejemplo numérico para que los estudiantes capten mejor
lo que esto significa.

v Después podemos quitar uno mdas de ambos lados y la igualdad no se
altera...

v Esto significa que, si al nimero que pensé le quitamos uno, obtenemos
6.

v Obviamente pensé 7, porque 7 — 1 = 6.

v Ahora verificamos que satisfaga las condiciones del problema inicial:

3x—1 = 2x+6
3(7)—-1 = 2(7)+6
21-1 = 14+6

v Entonces, pensé el ndmero 7.

Problema motivador

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS / DESIGUALDADES
;Puede x < x? ;Por qué?

v Un ntimero siempre es igual a si mismo. Por ejemplo, 5=5. (Prop.
reflexiva)

v Para que un ntimero sea menor que otro, necesariamente deben ser dis-
tintos. (Tricotomia)

v Pero x = x, por lo tanto,
Es imposible que x < x

v Puede encontrar mds evidencia de que esto es verdad escribiendo el
ndmero x en la recta numérica y observando que los nimeros menores
que x estdn a la izquierda (de él) y el punto que le corresponde al
numero x no estd a la derecha (de él), sino sobre si mismo.
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v
4

v

De manera semejante, es imposible que x > x.

Geométricamente, el equivalente a la tricotomia ahora es evidente: un
punto sobre la recta numérica siempre estd sobre si mismo. Nunca esta
ni a la derecha ni a la izquierda (de si mismo).

Una manera de contextualizar este concepto es como sigue: yo siempre
tengo mi propia edad. No soy ni menor ni mayor a mi mismo.

Problema motivador

OPERACIONES CON POLINOMIOS / EXPRESIONES ALGEBRAICAS
¢ Por qué se inventaron los polinomios?

v

v

Desde el inicio de la humanidad los hombres han tenido la necesidad
de contar.

Algunos empezaron a contar haciendo nudos en mecates?, otros jun-
tando piedras, y otros con los dedos de las manos y los pies.

v Asi surgieron los sistemas de numeracion.

v Por ejemplo, los mayas contaban de 20 en 20, por eso decimos que su

v

sistema era vigesimal.

Actualmente contamos de 10 en 10, por eso decimos que nuestro sistema
es decimal.

En nuestro sistema de numeracién cada digito tiene un valor que de-
pende de su posicién, por eso decimos que nuestro sistema de nu-
meracion es posicional.

Entonces, nosotros utilizamos un sistema de numeracién decimal - posi-
cional.

Cuando escribimos un nimero, por ejemplo, 2354, queremos decir:

2354 = 20004 300+50+4
= 2x10004+3x1004+5x10+4
2x 103 +3x10%+5x 10" +4 x 10°

Ahora, en lugar de utilizar nuestra base decimal, es decir 10, utilizamos
un ntimero x cualquiera:

2x103+3x102+5x10" +4x10° — 2x3+3x2+5x+4

que en este caso tendremos un ntimero en la base x, no en base decimal.

En nuestro sistema de numeracién decimos que la base es 10, porque a
este ntimero lo utilizamos como base.

2El mecate es una cuerda para amarrar cosas.
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v Es muy bien sabido que cuando multiplicamos por 10 a un ndmero

todos sus digitos se recorren a la izquierda una posicién y agregamos
un cero a la derecha.

v Esto es equivalente a cambiar el exponente que le corresponde a la base

(10) para cada uno de los digitos que forma el ndmero:

354 = 3x10%2+5x10'+4 x 10°
354x10 = 3x10°+5x10%+4x 10!

v Entonces, los polinomios no son sino una generalizacion de nuestro sis-

tema de numeracién posicional.

v Es decir, en lugar de usar siempre 10 como base del sistema de nu-

meracién, podemos ahora utilizar cualquier nimero real x.

v/ Entonces:
235410 = 2x10%+3x10>+5x 10" +4 x 10°
(otro namero);; = 2.x34+3-x24+5-x+4
2354, = 2-x°+3-x>+5-x+4

v Representa otro namero, si es que x # 10.

v Puede encontrar algunos otros ejemplos para explicar cémo se realizan

las operaciones con polinomios en la pagina 164, basado en la idea de la
generalizacion de los sistemas de numeracion.

Problema motivador

LEYES DE LOS EXPONENTES / RADICALES

Encuentra el valor de k si \/a = a*.

v En palabras, lo que queremos encontrar es qué valor debe tener el exponente

que debemos usar en lugar del simbolo de raiz cuadrada, de manera que
ambas representaciones sean equivalentes.

v Sabemos que (v/a) (va) =a

v Si se requiere, incluya varios ejemplos numéricos.
v Por ejemplo: (\/275) (Jsz) = (5)(5) = 25.

v Si\/a = a*, entonces,

(va) (va) = dt -a = ol

porque el exponente de a es 1.
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v Utilizando la ley de los exponentes x™ - x" = X"t obtenemos:

v Pero para que la igualdad se cumpla, teniendo iguales las bases, se re-
quiere que los exponentes sean iguales, de otra forma los resultados no
serdn iguales,

v De aqui concluimos que:
2k=1 o bien, k==

1
v Entonces, si \/a = ak, k = 5

v Podemos generalizar este procedimiento sugiriendo:

I Encuentra el valor de k si ¥/a = a¥.

v Por ejemplo, podemos discutir después: ¢/a = af, luego Va = at, y

finalmente sugerir la generalizacién.

Problema motivador

Probpuctos NOTABLES / FACTORIZACION / LiMITES

¢ A qué valor se acerca el cociente:
a2?

> cuando los valores de x se acercan mucho

3

v/ Obviamente, dado que no podemos dividir por cerc®, cuando x = 2 el

cociente no esta definido.

v/ Podemos ir asignando valores a x que se aproximen cada vez mas a 2 y
ver qué pasa, pero hay un método mucho mas sencillo:

v Observe que el numerador es igual a la diferencia de dos cuadrados
perfectos, x? y 4, siendo sus raices x y 2, respectivamente.

v Seguramente recuerda el producto notable:

(x +a)(x—a) = x* — a?

v En nuestro caso, a2 = 4, o bien, a = 2, con lo que tenemos:

2 _
x 4: (x+2)j;x/47:x+2
x—2 x—2

3Vea los casos de la divisién por cero en la pagina 140.
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v Esto significa que cuando los valores de x se acercan mucho a 2, los
valores del cociente se acercan mucho? a 4.

v Puede utilizar un ejemplo similar para introducir el concepto de limite
en el curso de calculo diferencial.

Problema motivador

Propuctos NOTABLES / FACTORIZACION
Observa que: 1 x3=22—-1;,3x5=42-1;5x7=62—1;7x9 =82 —1; etc.
¢Por qué ocurre?

v Observa que siempre estamos multiplicando dos niimeros impares con-
secutivos.

v Si el primer ntimero impar es: 2k — 1, el siguiente es: 2k + 1. Obvia-

mente, estamos suponiendo que k € Z.
PROFESOR:

v/ Al multiplicarlos obtenemos: Recuerde a los

estudiantes que se

2k—1)2k+1) = 2kQ2k+1)—(2k+1) estd aplicando la
= 41P42K-2%—-1 ley distributiva.
4K -1

v 4k? es el cuadrado de un ntimero par: (2k)? = 4k%. Cuando le restamos
1, obtenemos el resultado que vemos en la sucesién dada en el texto del
problema.

v Esto puede relacionarlo con la interpretacién geométrica de la suma de
los primeros k ntimeros impares:

1434547+ +(2k—1) =k

que puede encontrar en la pagina 39.

Problema motivador

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Un grupo de n amigos acordaron cenar juntos. Algunos de ellos invitaron a su pareja
y ast se juntaron 3 personas mds. Festejaron y algunos tuvieron que irse, porque al
siguiente dia debian trabajar muy temprano, asi que cuando debian pagar la cuenta,
que ascendia a $1 250.00, ya se habian ido 7 personas de las que se reunieron. ;Si todos
los que estaban entonces cooperaron en partes iguales para pagar la cuenta, cudnto de
mds pago cada uno, considerando que algunos que también consumieron ya se habian
ido y debian cooperar?

v Al principio no habia n personas, sino n + 3, porque llegaron 3 personas
maés a la reunién.

4si x se acerca mucho a 2, entonces x + 2 se acerca mucho a 4.
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v Es decir, si todos los asistentes hubieran cooperado, todos hubieran pa-
gado:
1250

n+3

v Pero cuando pagaron ya no habia n 4 3 personas, sino solamente n +
3-7=n—-4

v/ Como habia menos personas cada uno tuvo que cooperar con una mayor
cantidad de dinero.

v Esta cantidad era:
1250

n—4

v La diferencia entre estas cantidades es lo que cada uno de los que coop-
eraron al final pagé de més:

1250 B 1250
n—4 n+3

v Es importante que indique a los estudiantes que la expresién anterior
no es una ecuacién, porque en ésta no aparece el signo de igualdad.

v Si supieramos que, por ejemplo, cada uno pagé de mas $10.00 pesos,
entonces podriamos igualar a 10 la expresion anterior y en ese caso si
estarfamos hablando de una ecuacién.

v Al resolver la ecuacién podrfamos encontrar #, es decir, el niimero de
personas que acordaron reunirse.

v Enfatice que 7 no es el nimero de personas que cooperd para pagar la
cuenta; tampoco es el nimero de personas que asistié a la reunion.

v Este tipo de errores es frecuente en los estudiantes.

v El problema pide un dato, por ejemplo, el ntimero de personas que se
reunieron y el estudiante, al encontrar el valor de la incégnita, piensa
que esa es la respuesta.

Problema motivador

ECUACIONES FRACCIONARIAS / ECUACIONES CUADRATICAS

Varios amigos decidieron comprar un boleto de una rifa cooperando en partes iquales.
Cuando el papd de Adin se enterd, les pidié oportunidad de arriesgar su dinero junto
con el de ellos y aceptaron. Por esto cada uno de los demds pagé $10.00 pesos menos.
¢ Cudntas personas cooperaron para comprar ese boleto que costaba $1 320.00 pesos?

v/ Sabemos que n amigos en total, mas el papa de Adan cooperaron para
comprar el boleto.

v Y que el boleto costaba $1 320.00 pesos
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v Si el papa de Adan no hubiera cooperado, cada uno deberia colaborar

con:
1320

n

v Pero ahora no son en total n personas, sino n + 1, con lo que cada uno
arriesgo:
1320
n+1

v La diferencia entre estos dos valores es igual a $10.00 pesos, la cantidad
que ahorraron después que el papa de Adan ingresé al grupo:

1320 1320
n n+1

10

v Para saber cuédntas personas cooperaron (1 + 1), primero debemos re-
solver la ecuacién anterior.

v Es importante hacer notar que al resolver la ecuacién encontraremos el
valor del nimero de amigos que decidieron comprar el boleto, n. Este
ndmero no incluye al papa de Adén, asi que tendrdn que sumar 1 al
resultado de la ecuacién.

v Para resolver la ecuacién multiplicamos en ambos lados de la igualdad

por n(n+1):
1320 1320
n on+1l 10
1320(n+1)—1320n = 10n(n+1)
13207m 413201320 = 10n(n+1)
1320 = 10n(n+1)
132 = n(n+1)

v Primer Método.

v Es importante notar del problema que n debe ser un ntimero entero,
porque no es posible que 7.5 personas, por ejemplo, acuerden cooperar
para comprar un boleto.

v Ahora observe que n (n+ 1) es el producto de dos nimeros consecu-
tivos, y que este producto es un poco mayor que 100.

v Podemos facilmente probar valores cercanos, pero mayores a 10 y asi

encontrar la solucién de la ecuacion. No @ eEEite

probar 10 x 11
porque 132 no
v Esto indica que n = 11 era el nimero de amigos que acordaron comprar  termina en cero.

el boleto y eran en total n 4+ 1 = 12 cuando el papd de Adén se unié al

equipo.

v Sin =11, entonces, n +1 = 12, y tenemos que 11 x 12 = 132.

v Segundo Método.
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\

v

v
v

Desarrollamos el producto que quedé indicado a la derecha de la igual-
dad:
nn+1) = 132
n*+n—132 = 0

Ahora debemos resolver la ecuacién cuadratica utilizando factorizacion...
Buscamos dos ntimeros que sumados den 1 y multiplicados sean —132.

Un truco para simplificar la bisqueda de los ntimeros consiste en em-
pezar buscando dos ntiimeros que multiplicados sean igual a —132.

Otro truco que les ayuda a simplificar la bisqueda consiste en observar
que el coeficiente del término lineal es positivo, lo cual indica que el
mayor de los dos niimeros es positivo.

Como ya sabemos por el resultado encontrado en el primer método, esos
ndmeros son 12y —11:
n*+n—132 = 0
(n—=11)(n4+12) = 0

Ahora vemos que el producto de dos ntiimeros es cero. Esto implica que
al menos uno de ellos debe ser cero.

Primer caso: n—11=0 = n =11.

Obviamente 7, que representa el nimero de amigos que acord6 com-
prar el boleto de la rifa, no puede ser negativo, que es precisamente el
resultado que obtenemos en el siguiente caso:

Segundo caso: n+12=0 = n=—12.

Ahora sabemos que n = 11, pero no nos preguntaron cudntos amigos
decidieron cooperar para comprar el boleto, sino cuantos cooperaron, y
eso incluye al papa de Adan.

Entonces, la solucién del problema es n+1 = 11+ 1 = 12 personas
cooperaron.

Tercer Método.

Aqui utilizamos la férmula general para resolver ecuaciones de segundo
grado:

n+n—132 = 0
—1+/1-4(1)(-132)
2(1)
—1++1+528
2

-1+ /529
2
—-1423

2

n
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v Y ahora encontramos las raices de la ecuacién:

1423 2
" 2 2

—1-23 —24
"2 2 2

v De nuevo, el valor de n debe ser positivo por las condiciones del problema,
asi que 1 +1 = 12 es el valor que buscamos.

v Muestre a los estudiantes que como en este caso la ecuacién no incluye
la variable x, sino #, la férmula general se escribe como:

b —b+ Vb2 —4ac

2a

v Es una buena idea sugerir a los estudiantes que una vez que hayan en-
contrado el valor de una incégnita se pregunten a si mismos: “;Qué
representa este valor en el contexto de mi problema?”, “; Qué representa esta
variable en mi problema?”, “cuando surgié la necesidad de definir esta variable,
;qué estaba representando?”

v Haga énfasis en que una solucién de la ecuacién no siempre es la solucion
del problema... Algunas veces esa informacién nos ayudard a encontrar
la solucién, pero ésta no es en si la solucién...

Problema motivador

ECUACIONES CUADRATICAS
Pensé dos niimeros. Cuando los sumo, el resultado es 12, pero cuando los multiplico
el resultado es 35. ;Cudles son esos dos niimeros que pensé?

v Si usted propone este problema a la clase sin explicar un método para
resolverla, es muy probable que los estudiantes empiecen escribiendo
dos ecuaciones con dos incégnitas, una de ellas representando a cada
namero que penso...

v Es una buena oportunidad para mostrar que este problema también se
puede modelar con una sola incégnita. PROFESOR:

v Dado que la suma de los dos ntiimeros es 12, si uno de ellos es x, el otro Sugiera a  los

debe ser 12 — x. estudiantes  resol-
ver el problema

v Muestre ejemplos numéricos para que los estudiantes se convenzan de ~ Mentalmente.
que esto es asi.

v/ Muestre, inclusive, casos en los cuales x > 12...

v Entonces se cumple la primera condicién, es decir, la suma de los dos
ntmeros es 12: x + (12 — x) = 12...
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PROFESOR:

Puede utilizar este
problema para mo-
tivar la resolucion
de ecuaciones
cuadrdticas  por
factorizacion.

v

v

v

v

Y la segunda condicién es la que nos da una ecuacién cuadratica:

(x)(12—x) = 35
2x—x* = 35
¥ —12x435 = 0

Primer Método.

Empezamos dando valores enteros a un niimero y encontramos el otro a
partir de la primera condicién. Después multiplicamos los dos ntimeros
(que ya satisfacen la primera condicién) para ver si satisfacen la segunda.

Es muy facil dar con la solucién, dado que los dos niimeros son enteros
positivos y relativamente pequefios.

v Segundo Método.

Como el resultado del producto de los dos ntimeros es positivo, los dos
nimeros tienen el mismo signo.

Como el coeficiente del término lineal es negativo, los dos ntimeros
deben ser negativos.

Esos numeros son —7 y —5.

v Entonces, la ecuacién queda:

N N N SN N N

v

?—12x+35 = 0
(x—=7)(x=5) = 0
Ahora tenemos que el producto de dos ntmeros es igual a cero.
Eso ocurrird solamente cuando al menos uno de ellos sea igual a cero.
Primer caso:  x—7 =0 = x=7.
Segundo caso:  x —5=0 = x =5.
Entonces, los nimeros que pensé son: x =7y x = 5.
Tercer Método.

Aplicamos la férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas:

12+ /144 — 4 (1)(35)
2(1)
12+ /144 — 140
2
124+v4 1242
22
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v/ Ahora podemos encontrar los valores que penso:

1242
= 7:7
X1 5
12-2
= 7:5
X2 5

Problema motivador

NUMEROS IRRACIONALES / ECUACIONES CUADRATICAS
Pensé un niimero. Lo multipliqué por si mismo. Obtuve 2. ; Qué niimero pensé?

v Obviamente, el ntimero que pensé no es el ntimero 1, porque 1 x 1 # 2.
v Tampoco pensoé el ndmero 2 porque 2 X 2 # 2.
Significa que pens6 un ntimero entre 1y 2.

Podemos imaginar que pensé el ndmero x.

AERNEEN

Podemos traducir el problema, como:
x-x=x2=2
Ahora despejamos la incégnita.

Para hacer el despeje utilizamos la operacién contraria.

La operacién contraria de elevar al cuadrado es sacar raiz cuadrada.

NN SN N

Entonces, la solucién es:

x?=2 = x=12
v Puede explicar este problema motivador como una introduccién a las
ecuaciones cuadraticas.

v Enfatice que x = —+/2 también es una solucién del problema.

v Para que el estudiante se convenza de que /2 - v/2 = 2 utilice ejemplos
numeéricos similares, como los siguientes:

Va-vaE = 2x2=4
V9-v9 = 3x3=9
V1004100 = 10 x 10 = 100

Problema motivador

NUMEROS IMAGINARIOS / NUMEROS COMPLEJOS

Pensé un niimero. Cuando lo multiplico por si mismo, es decir, cuando lo elevo al

cuadrado, obtengo el niimero —1. ;Qué niimero pensé?
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v El problema dice que lo multiplicé por si mismo y obtuvo —1 como
resultado, esto es:

v/ Supongamos que pensé un nimero positivo.
v Digamos que ese ntimero es x.

v Si el nimero era positivo, entonces, el producto x?> no podia darnos
negativo, porque por las leyes de los signos, tenemos + x + = +.

v Ahora supongamos que el nimero era negativo.

v Al multiplicar x - x, de nuevo, por las leyes de los signos, tenemos que
— X —=+.

v Esto nos indica que el niimero que pensé tampoco es negativo.

v La tnica soluciéon que nos queda es considerar al cero. Pero cuando
multiplico cero por cero obtengo cero, no —1.

v’ Solucién: Ningtn ntmero (real) al multiplicarse por si mismo nos da
como resultado —1.

v Asi que tenemos una “necesidad algebraica”. Para resolver la ecuacién:

necesitamos crear un nuevo numero, al cual llamaremos i, que sea la
solucién de la ecuacion.

v Al despejar la incognita de la ecuacién obtenemos:

¥ o= -1

x = Vv

v Ahora llamaremos a ese niimero i. Es decir,

v Con esta introduccién puede ahora crear los nimeros complejos.

Problema motivador

ECUACIONES CUADRATICAS / NUMEROS COMPLEJOS

Con la solucién de la ecuacién x> = —1, crearemos un nuevo conjunto de niimeros
que llamaremos “Niimeros Complejos”. Nuestro problema consiste en definir las
operaciones de suma (+) y multiplicacion entre estos niimeros.

v/ La manera natural de tratar a estos nimeros consiste en aplicar las leyes
de los ntimeros reales, para que los nimeros reales no sean muy “ex-
trafios” para los niimeros complejos.
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v

La idea consiste en emparentarlos tanto como nos sea posible. Asi no
tendremos que recordar nuevas reglas para cada nuevo conjunto que
encontremos.

Empezamos definiendo a un nimero complejo: z = a +ib.

v Los nimeros a y b son ntiimeros reales. De manera que cuando b = 0, el

\

NN N N

namero es real.

Esto nos ayuda porque entonces, el conjunto de los ntimeros reales
queda como un subconjunto de los ntimeros complejos.

Cuando a = 0 tenemos un niimero puramente imaginario.
Al ntimero a lo llamamos “la parte real” del namero complejo z,
y al nimero b la parte imaginaria.

Vamos a definir la suma de la manera que esperdbamos: sumamos la
parte real con la parte real, y la parte imaginaria con la parte imaginaria
de distintos niimeros complejos:

Sizq = a3 +ibp es uno de los ndmeros complejos que deseamos sumar,

y

Zy = a; + 1 by es el otro niimero, entonces la suma de los dos sera:

zZ1 = a1+ibh
Zy = ay+iby
z14+2z0 = (m+a)+i(b+b)

Por otra parte, la multiplicacién nos sugiere que apliguemos la ley distribu-
tiva para los nimeros reales, debido a que cada niimero complejo tiene
dos componentes.

Si consideramos de nuevo los ndmeros complejos: z; = a1 +ib; y zp =
ap + i by, al multiplicarlos aplicando la ley distributiva obtenemos:

Z1-2p = (611 +ib1) . (ﬂ2+ib2)

a1~(a2+ib2)+ib1~(a2+ib2)
= lay-ay+iay-by)+[iby-as+i%by - b

Vamos a juntar los términos que contienen el ntimero imaginario 7 y
separarlos de los que no lo contienen,

También debemos recordar que i = —1, porque asi podemos simplificar
el resultado todavia mas:

z1-20 = a1-ap+iby-by+iay-by+iby-ap
= (ar-ax—by-by)+i(ay-by+b1-az)

Vamos a ver si funciona de verdad.
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v Para esto vamos a multiplicar el ntimero z = 0 + i por si mismo.

v Del problema motivador anterior sabemos el resultado: (04 1)(0+ i) =
—1.

v Enestecaso, a1 =a,=0,yby =by =1
z-z = (0+i)(0+1i)
= [0-0-1-1]+i[0-1+1-0]
= —-1+1i-0
-1

v Entonces, esta forma de definir la multiplicacién entre dos nimeros
complejos sirve para resolver el problema motivador anterior.

v Una forma distinta de introducir los ntimeros complejos es definiendo
primero unos objetos especiales.

v Puede mencionar a los estudiantes que son como las fracciones, para
expresar completamente a una fraccion se requieren de dos niimeros...

v Bueno, a estos objetos especiales (todavia no mencione el nombre formal
“Niimero Complejo”) también requieren de dos nimeros para expresarlos
completamente.

v La diferencia es que los vamos a escribir como si se tratara de las coordena-
das de puntos:
z=(0,1)

es un ejemplo de ellos. °
v Nosotros podemos sumar dos de esos objetos.

v Por ejemplo, si x = (a,b) es uno de esos objetos y z = (u,v) es otro, la
suma se encuentra con la siguiente férmula:

x+z=(a+ub+o)

v Dé algunos ejemplos numéricos para que entiendan el concepto.

v Es una buena idea escribir la férmula para la suma de dos fracciones y
hacer una comparacién para que vean que la suma en este nuevo tipo
de objeto es mucho mds sencilla que en las fracciones.

v/ Ahora vamos con la férmula de la multiplicacién:
x-z=(au—bv,av+bu)

v Aqui puede también dar algunos ejemplos numéricos.

v Después de que los estudiantes hayan captado la idea, sugiera que ellos
multipliquen el objeto (0,1) por si mismo.

5En realidad estamos hablando del nimero imaginario i.
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v Entonces es cuando debe mencionar que estos nuevos objetos que “habian
inventado” en realidad existen y se conocen como nimeros complejos.

v Ahora si puede formalizar todo e introducirlo para la solucién de ecua-
ciones cuadraticas.

v Es importante que los estudiantes entiendan que los adjetivos “imagi-
nario” y “complejo” no reflejan la realidad de los nimeros. Es decir, los
numeros imaginarios son tan “reales” (en el sentido del adjetivo real)
como los ntimeros reales, y los ntimeros complejos no se llaman asi
porque sean maés dificiles de entender. Simplemente ese nombre eligié
quienes los empezaron a estudiar y asi se quedaron... Maldecidos.

v Los nimeros imaginarios se utilizan en el disefio de circuitos electrénicos
(celulares, ipods, computadoras, etc.), instalaciones eléctricas (cuando
hay que balancear cargas), disefio de ventiladores y otros aparatos eléctricos,
para disefiar alas de avién, etc.

v Asi que son tan tangibles como los reales.

Problema motivador

PArABOLA / FUNCION CUADRATICA

Un buscador de tesoros sabe que hay un baiil lleno de oro en el centro de Monterrey.
El baiil estd enterrado en un punto que estd a la misma distancia del mercado Judrez
como de la avenida Cuahutémoc, en la esquina de una calle. ;Cémo puede localizar el
baul?

v Debemos encontrar todos los puntos que se encuentran a la misma dis-
tancia del mercado Judrez como de la avenida Cuahutémoc.

v Para esto debemos recordar la definicién de parabola...

Definicién 1.3.1

PARABOLA

Es el conjunto de todos los puntos del plano que estin a la misma distancia de
un punto fijo, llamado foco y de una recta que no pasa por el foco. A la recta se
le llama directriz de la pardbola.

v Entonces, debemos encontrar una ecuacién que satisfaga esa definicion,
y en este caso, se trata de una ecuacién cuadratica®.

v Para esto debemos dibujar un sistema de coordenadas y acordar una
unidad de medida, y en base a este sistema de coordenadas encon-
trar la ecuacién de la recta que representa la avenida Cuahutémoc y
las coordenadas del punto sobre el cual esta el mercado Judrez.

®La demostracién de esto puede encontrarlo en practicamente cualquier libro de geometria
analitica.
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v A partir de estos datos, la directriz de la parabola (la avenida Cuahutémoc)
y el foco de la misma (el mercado Juarez) podemos encontrar la ecuacién
de la parabola que resuelve el problema.

v La ecuacién que incluye a todos los puntos que estan a la misma distan-
cia del mercado Judrez como de la avenida Cuahutémoc, de acuerdo al
sistema de coordenadas dibujado en el plano es:
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v Ahora el buscador de tesoros puede elegir el punto sobre la pardbola
que esté en una esquina. Por ejemplo, una esquina que esta a la misma
distancia del mercado Judrez como de la Av. Cuahutémoc es la que se
encuentra en la interseccién de la Av. Judrez con la calle Gral. Gerénimo
Trevifio. Otro punto que debe ser de interés del buscador de tesoros es
la esquina que se forma en Vicente Guerrero y Matamoros.

Ensefianza de
las Matematicas
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v Tal vez desee empezar desde el vértice de la pardbola (entre las calles
Washington y Aramberri). Mientras mds se aleje de este punto, la dis-
tancia al mercado Judrez, como a la avenida Cuahutémoc crecera.

v Es importante puntualizar que no todos los problemas matemaéticos
tienen soluciéon tdnica. Este ejemplo tiene multiples soluciones. Para
que este problema tenga solucién tnica, necesitamos mds informacion.
Por ejemplo, la distancia del punto donde se encuentra el badl del tesoro
y el mercado Judrez y ademads si esta a la derecha o izquierda del eje de
la parébola.

v Con base en este problema podemos encontrar otras cénicas. [3]

v Por ejemplo, suponga que el batil estd enterrado mads cerca de la avenida
Cuahutémoc, tal que la distancia desde el badl a la Av. Cuahutémoc es
solamente un tercio de la distancia del tesoro al mercado Juarez. En este
caso no obtendrd una pardabola, sino una hipérbola.

v Si el caso fuera el opuesto, es decir, si estuviera més cerca del Mercado
Juarez, por ejemplo, si la distancia del tesoro al mercado Judrez fuera la
mitad que la distancia del punto buscado a la Av. Cuahutémoc, entonces
obtendra la grafica de una elipse.

Problema motivador

CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD
Encuentra un niimero entero tal que el digito de las unidades de su cuadrado sea 7.

v Este problema estd relacionado con los criterios de divisibilidad porque
necesitamos estudiar en qué terminan en las unidades los cuadrados
perfectos de los nimeros enteros.

v Es importante que el estudiante se dé cuenta que si un niimero termina
en las unidades en 1, su cuadrado también tendrd en la cifra de las
unidades al digito 1, independientemente del ndmero de cifras que este
ndmero tenga, porque cuando multiplicamos, el digito de las unidades
del producto no se afecta cuando multiplicamos unidades por decenas,
decenas por decenas, etc.

v Ahora se enlistan los diez distintos casos de las terminaciones de los
ndmeros cuadrados perfectos:

Digito Terminacién ‘ Digito Terminacién

0 0

= W -
AN O = =
O 0 NI O O1
— = O O\ U1
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PROFESOR:

Estin resolviendo
la ecuacion diferen-
cial:

/

y=Y

v/ Como no hay algiin caso en el que un cuadrado perfecto termine en 7
en las unidades, la solucién a este problema es:

No existe algiin niimero entero tal que su cuadrado perfecto tenga en el digito
de las unidades al niimero 7.

v Aqui puede enfatizar que la solucion de un problema matematico no
necesariamente es un nimero, como en este caso, que se traté de una
sentencia.

v Este problema motivador puede ser ttil para que los estudiantes entien-
dan por qué llamamos “trinomio cuadrado perfecto” al resultado de elevar
un binomio al cuadrado.

v La razén consiste en que tiene tres términos (trinomio) es el resultado
de elevar al cuadrado otra expresién (cuadrado) y cuando calculamos la
raiz cuadrada, el residuo es cero (perfecto).

v Cuando a un ntimero entero que es cuadrado perfecto le calculamos su
raiz cuadrada, el residuo, obviamente es cero. De ahi viene el adjetivo
“perfecto”.

En la seccién 6.2 encontrard algunos trucos para realizar cdlculos mentales que
se pueden justificar utilizando algebra elemental. Todos estos trucos pueden
servir como problemas motivadores.

Problema motivador

ANTIDERIVADAS / INTEGRAL INDEFINIDA / CALCULO INTEGRAL
Pensé una funcion... Calculé su derivada y obtuve:

dy _
E—E

¢ Qué funcion pensé?

v/ Aqui tenemos que encontrar la funcién que al derivar da como resultado

ev.

v Pero la derivada de e* es ella misma.
v Entonces, debi6 pensar la funcién:
y=e

v Aunque recordando que la derivada de una constante es cero, también
pudo pensar cualquiera de la familia de funciones:

y=¢e"+C

donde C es un ntmero (constante) real.
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Problema motivador

CONSTANTE DE INTEGRACION (SIGNIFICADO F{SICO)
Una piedra se dejo caer desde una altura h metros y su velocidad (en metros por
segundo) estd dada por:
v(t) = —9.81¢

donde t estd medido en segundos. Calcula la altura de la particula (en metros) para
cada valor de t.

v La derivada de la posicion es la velocidad de la particula.
v Entonces, la antiderivada de la velocidad nos da la posicion de la particula.
v Esto quiere decir que necesitamos calcular la antiderivada de la funcién:

v(t) = —9.81¢

v ;Qué funcién, cuando la derivamos, nos da una funcién lineal?

v Larespuesta a esta pregunta es: “una funcién cuadritica.”

Siy=ax*+bx+c = %zzmﬁ—b

v Debes observar que la antiderivada de una lineal es una cuadrética con
el coeficiente principal igual a la mitad de la pendiente de la lineal.

v Esto nos sugiere que hagamos:

81
s(t) = —%t%c = 4905124 C

v Ahora nos falta determinar el valor de la constante.

v Del texto del problema sabemos que la piedra se dejé caer desde una
altura h.

v Esto nos estd diciendo que en t = 0 la posicién de la particula es s(0) =

h.

v/ Vamos a utilizar esta informacién para calcular el valor de la constante:
s(0) = —4.905(0)>+C=h = C=h
v Luego, la funcién que nos da la posicién de la piedra para cada ¢ es:
s(t) = —4.905> + h
donde & es la posicién desde la cual se dejé caer la piedra.

v Observa que si derivamos la funcién, obtenemos la funcién que nos
dieron para la velocidad:

ds
o= —(2)(4905)t = ~9.811 = v(t)
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A este proceso de calcular la antiderivada se le llama integrar la funcion, y al
resultado se le llama la integral indefinida.

Definicion 1.3.2

INTEGRAL INDEFINIDA
Sean y = F(x), y = f(x) funciones tales que F'(x) = f(x). Entonces, la integral
indefinida de f(x) respecto de x es F(x) + C, y esto se denota por:

El simbolo | se conoce como el signo de integracion, f(x) como el integrando y la
constante C como la constante de integracion.
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1.4 INTERPRETACIONES GEOMETRICAS

Las mentes mds inteligentes siempre razonan con la mayor sen-
cillez posible.

— Anénimo.

1.4.1 Aritmética
1.4.1.1 Ntmeros primos y niimeros compuestos

Intuitivamente podemos interpretar la multiplicacién de dos ntimeros como
el drea de un rectangulo.

Si los niimeros que estamos multiplicando 4,b € IN, entonces, el producto es
compuesto siempre que a,b # 1. Entonces, podemos interpretar a los ntimeros
compuestos como una cuadricula de base b y altura a.

Por otra parte, si quisieramos dar esa misma interpretacién a un nimero
primo, uno de los dos ntimeros a o b, tendria que ser el ntiimero 1, porque
los ntimeros primos tienen exactamente dos divisores naturales, siendo uno
de ellos en nimero 1.

Esto nos indica que la interpretacién geométrica de un ntimero primo p es un
rectdngulo de base 1 y altura p.

Jooc

Otra forma de interpretar este resultado es que si un rectdngulo tiene por
longitudes de sus lados niimeros naturales, y el drea es un ndmero primo,
entonces solamente hay un rectangulo que se puede formar con drea p: 1 x p.
Muchos estudiantes llaman a estos rectdngulos “con forma de tripa”.

Por otra parte, los niimeros compuestos tienen al menos dos rectdngulos dis-
tintos cuyas areas sean a x b, siendo 4,b € IN. El primero es el rectingulo de
base a x by altura 1; el otro es el de base b y altura a, aunque también puede
haber mas.
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1.4.1.2 La Suma de Gauss

El mejor matematico de todos los tiempos, Carl F. Gauss, a la edad de 8 afios
realizé la suma de los primeros cien ntimeros naturales. Basdndose en al-
gunas propiedades de los ndmeros reales, calculé la suma con el siguiente
procedimiento:

s = 1 + 2 + 3 + 4 + -+ + 99 + 100
S = 100 + 9 + 98 + 97 + -~ + 2 4+ 1
25 = 101 + 101 + 101 + 101 + --- 4+ 101 + 101

De donde, por la definicién de multiplicacién, 25 = (101)(100). Ahora, al
multiplicar por 100 agregamos dos ceros al 101, obteniendo: 25 = 10100. De
aqui que: S = 5050.

Podemos generalizar el resultado si consideramos la suma:

n(n+1)

14+243+4+45+ +n="——

Porque, utilizando el método de Gauss, obtenemos:

S = 1 + 2 + - + n-=-1 + n
S = n + n—-1 + - + 2 + 1
2s = (n+1) + (m+1) + -+ + (m+1) + (n+1)

Observe que estamos sumando el nimero n + 1 un total de n veces, de aqui
que:2S=n(n+1),y
n(n+1)
2
El producto del numerador puede interpretarse como el 4rea de un rectdngulo

de base n y altura n 4 1. Al sacar la mitad, estamos considerando solamente
la suma que estd sombreada en la siguiente representacién geométrica:

S=1+2+3+4+5+ - +n=

N C —

n+1

-
3
b
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1.4.1.3 Suma de nlimeros impares

Es muy fécil observar por qué cuando sumamos los ntimeros impares desde
1 hasta 2k — 1 obtenemos siempre un cuadrado perfecto.

Es claro que un nimero impar puede escribirse de la forma: 2m 4 1. Para evi-
denciar algebraicamente que 1 +3+5+7+ - - + (2k — 1) = k?, comenzamos
notando que la diferencia de dos cuadrados perfectos consecutivos siempre es
un ntmero impar:

(a+1)2—a = (ﬂz+2a+1) —AZA=2a+1

Ahora mostramos la intepretacién geométrica de este primer hecho:

a 1
a+1

a? a

a

De la figura se observa inmediatamente que para conseguir (a + 1)? a partir
de 2% hay que sumar dos veces a en los costados y en la esquina superior
derecha hay que sumar 1, es decir, a? + (2a +1) = (a +1)2.

———

-~
impar

Para generar la interpretacién geométrica de 1 +3 +5+---+ 2k — 1) = k?,
empezamos dibujando 12,22, 3?, etc.

32=2242(2)+1

%32

12

22 =1242(1) +1 42=324+2(3)+1
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Curiosidad: Si
a,b € N, la igual-

dad o = b* se
cumple solamente
para2y 4.

Ahora nos vamos a la parte algebraica, para utilizar 2k — 1, que evidente-
mente, también se trata de un ndmero impar. Con el apoyo de la inter-
pretaciéon geométrica, podemos ver que:

12 = 2(1)-1=1
22 = 2(1)-1]+]2(2) -1]
= 143=
3 = 2O)-1+202) -1]+[203)-1]
= 14+434+45=9
£ = R2O)-1+22)-1+20@)-1U+[2(4) -1]

1+3+5+7=16
En realidad, siempre tenemos que sumar un nimero impar, porque de la
figura que muestra que la diferencia de dos ndmeros cuadrados perfectos con-

secutivos es siempre un nimero impar, se deduce que si tengo 72, le sumamos
2n + 1y obtengo el siguiente cuadrado perfecto:

2+ 2n4+1)=n+1)>2

1.4.1.4 Suma de reciprocos de potencias de 2

Considere la siguiente situacién practica:

Luisa tiene una cuerda de un metro de largo. Como estd aburrida y quiere matar
el ocio, empieza a cortar la cuerda por la mitad exactamente. De los dos trozos que
obtuvo, uno lo coloca en una mesa que estd junto a ella y el otro trozo lo vuelve a
partir por la mitad; de nuevo un trozo lo coloca en la mesa y el otro lo vuelve a cortar
por la mitad. Si ella realiza n cortes, ;cudl es la longitud de cuerda que estd en la
mesa?

Precisamente, se trata de la suma que estamos estudiando:

1.1, 1,1 1
sTitsTet 0 to
1 1 1 1 1
§+?+?+274+ e +27

En cada corte que hace Luisa a la cuerda, obtiene la mitad del pedazo anterior,
y éste lo suma a la longitud que ya tenia en la mesa.

La misma situacién préctica nos sugiere una interpretacién en una recta numé-
rica, la cual se muestra a continuacion:

1 metro

0 10 20

3'0 4'0 .- Corte




1.4 Interpretaciones geométricas

41

La recta numérica puede explicarse mds facilmente con la siguiente tabla:

No. Corte Longitud del corte

0 1m

1 1/2m
2 1/22 m
3 1/22 m
n 1/2" m

Debe notar que cada vez que corta el trozo de cuerda que le queda en la mano,
obtiene otros dos nuevos trozos que tienen el mismo tamafio, porque siempre
corta por la mitad. Entonces, el altimo trozo que sum¢ a la cantidad de cuerda
que habia en la mesa es igual al trozo con el que se quedé en la mano.

Esto significa que la suma de la cuerda que estd en la mesa es igual a 1 metro
de cuerda (la longitud inicial de la cuerda) menos la longitud del trozo que le
quedé en la mano, cuya longitud es igual a la del dltimo trozo que agrego6.

1_‘_14’_1_‘_ +i — 1_i
2 4 8 on 2"
IV
T oo

2" —1

= o

Sin embargo, esta no es la tnica interpretaciéon geométrica. Si se hubiera
tratado de un terreno que iba a ser repartido entre todos los que llegaran
de tal forma que a la primera persona le tocara la mitad del terreno, a la
segunda persona la mitad de lo que quedara y a la siguiente persona la mi-
tad que quedara, y asi sucesivamente, tenemos una distinta sugerencia de la
interpretacion geométrica.

25!

111
35[

5ﬂ
|6

411

Este ejemplo puede servir para dar una nocién intuitiva del concepto de

limite. La suma:
LU O SN -
2 4 8 on o on




42

Matemaéticas

se aproxima mucho a 1 cuando el valor de n crece mucho, sin embargo, nunca
se hace igual a 1, porque para que eso ocurriera, necesariamente el numer-
ador deberfa ser igual al denominador, pero eso nunca ocurre, porque se estd
restando 1 a 2".

Por otra parte, cuando los valores de n crecen mucho, el nimero 1 se hace
insignificante comparado con 2", y esto hace que el cociente:

2" -1
on
se aproxime cada vez mas al nimero 1, pero como ya dijimos, nunca lo iguala.

1.4.1.5 Suma de reciprocos de potencias de 4

Para interpretar geométricamente con tridngulos equildteros “anidados”.

Podemos obtener el tridngulo interno uniendo los puntos medios del tridngulo
equildtero mas grande.

Ahora observe que al dibujar el tridngulo equilétero interno hemos dividido
al tridngulo mds grande en 4 tridngulos que tienen exactamente la misma
drea. Entonces, el drea del tridngulo interno es 1/4 del area del tridngulo mds
grande.

Ahora vamos a tomar el tridngulo equildtero que estd encima del tridngulo
que hemos sombreado y vamos a dividirlo en 4 partes iguales, utilizando el

procedimiento anterior:
/v\
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Observe que este nuevo tridngulo (B) es igual a la cuarta parte del primer
tridangulo interno (A). Esto significa que las partes sombreadas suman:

1,1
4 42

Ahora vamos a dibujar un tercer tridngulo en el tridngulo interno que estd en
la parte mas alta del tridngulo equildtero mas externo.

/NN

Observe que el drea del tridngulo C es igual a la cuarta parte del drea del
triangulo B.

Ahora la suma de los tres tridngulos sombreados es:

1,11
4 42 43

El siguiente tridngulo lo nombramos D:

/N

Ahora el area del tridngulo D es igual a la cuarta parte del area del tridngulo
C. Ahora la figura representa la suma:

1,1,1,1

4 42 43 4
Asi podemos ir dubujando tridngulos ad infinitum y lograr obtener la suma
que queremos...

De la figura podemos observar que el tridngulo equildtero mas externo en la
figura queda “rebanado” en secciones horizontales.
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De cada una de las secciones horizontales cada vez que dibujamos un nuevo
tridngulo, siempre sombreamos un tercio de esa secciéon. Entonces, al sumar
todas las secciones horizontales, estamos sumando un tercio del drea de cada
una y la suma total debe ser igual a un tercio. Esto es:

1.4.1.6 Fracciones equivalentes

2 1 . . .
Para calcular: 3 + 5 encontramos primero fracciones equivalentes:

. . 2
e Encontramos una fraccién equivalente a 3

o Observe que sacamos la mitad a cada tercio:

e que equivale a haber multiplicado en el numerador como en el denomina-
dor por 2:

2
3 3x2

—
Il
WIN

2x2 4
6

NN

. . 1
e Ahora encontramos una fraccién equivalente a 3

o En este caso sacamos la tercera parte de cada medio:
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e Esto es equivalente a haber multiplicado en el numerador como en el
denominador por 3:

1,13 1x3 3
2 23 2x3 6
e La suma es ahora més sencilla:
2+1_4+3_4+3_7
3 ' 2 6 6 6 6

1.4.1.7 Porcentajes y fracciones

Ahora estudiaremos los porcentajes. Para esto debemos primero recordar que
7

un porcentaje es una proporcion’.
Cuando hablamos del 25% de una cantidad, en realidad queremos decir que
de cada 100, hemos tomado 25.

La interpretacién geométrica del porcentaje se basa en las fracciones. Para
interpretar correctamente un porcentaje de manera geométrica debemos sim-
plificar la fraccién a su minima expresion:

25 1

100 4

Ahora es muy sencillo representar geométricamente este porcentaje:

1 o,
Z —25/0

|

|
)
a1
X

1
=25% | — =25%
5% 1 5%

Encontrar la interpretacién geométrica de otros porcentajes a través de este
procedimiento es muy sencillo.

"Puede encontrar una introduccién a las razones y proporciones en la seccién 6.2.8



46

Matemaéticas

1.4.2 Algebra
1421 a+(—a)=0

La propiedad del inverso aditivo puede interpretarse facilmente en la recta
numérica.

Cuando a un namero le sumamos el mismo ntimero, pero con signo negativo,
obtenemos cero. Esto recuerda a la ranita que saltaba de unidad en unidad
hasta llegar al niimero a.

Inicia desde el origen de la recta numérica y primero avanza hacia la derecha,
porque suponemos que 4 es positivo. Después de haber llegado al punto que
le corresponde al nimero a, empieza a avanzar, de nuevo a unidades, pero
ahora en la direccién opuesta.

Logicamente, termina en el origen de coordenadas porque avanza la misma
distancia hacia la derecha que hacia la izquierda.

1.4.2.2 |a|

El valor absoluto de un nimero (|a|) se interpreta geométricamente como la
distancia desde el origen hasta el punto que le corresponde al nimero 4.

k lal |a]

O+
Q + =

1423 axb=Dbxa

La conmutatividad para la multiplicacién puede interpretarse geométrica-
mente recordando que la multiplicacién es una forma abreviada de sumar
varias veces un mismo ntimero. Multiplicar a x b significa sumara+a+---+
a un total de b veces, mientras que b x a se entiende como sumarb+b+---+b
un total de a veces.

Si representamos como una tira de a cuadrados unitarios el ndmero a, y
de manera semejante el nimero b, la interpretaciéon geométrica queda como
sigue:
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1424 a(b+c)=ab+ac

Podemos representar el producto a (b 4 c) como el drea de un rectédngulo di-
vidido en otros dos rectdngulos. a es la altura comtin de los rectangulos, by ¢
son sus respectivas bases.

b+c

De la figura se concluye la ley distributiva, porque el drea del rectingulo mas
grande a (b + c) es igual a la suma de las dreas de los otros dos rectangulos:
ab+ac.

1.4.25 (a+b)?

Dibujamos un cuadrado cuyos lados miden a + b. Encontramos las areas de
cada uno de las partes en que queda dividida y de ahi se ve inmediatamente
que: (a+ b)? = a? +2ab + b?

a+b

b ab b2
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1426 (a+b)(a—Db)

Esta interpretacién geométrica no es evidente de manera inmediata a partir
de la figura, asi que vamos a construirla por pasos.

Paso 1. Construimos un cuadrado de lado a.

Paso 2. Agregamos un rectingulo de base b y altura a.

a+b

Paso 3. Formamos nuevas secciones, con una divisién horizontal en el primer
cuadrado de altura b, formando asi un rectdngulo de base a +b y
altura b...
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a+b

a2 ab

— S —

Paso 4. Esta division también genera un nuevo rectdngulo de alturaa — by
de base b.

a+b

a2 —ab ab— b?

a—b ——

ab b2 b

Paso 5. Ahora podemos ver que si sumamos las dreas de los rectdngulos que
estdn en la parte de arriba, obtenemos a*> — b?, porque:

(a> —ab) + (ab—b*) = a* — b*

Con esto terminamos la explicacién de la interpretacién geométrica.

También podemos notar que el 4rea del rectdngulo que esta en la parte
inferior izquierda de la figura tiene drea a b. Eso significa que el drea
de este rectdngulo es b?> unidades mayor que el area del rectiangulo
que esta en la parte superior derecha de la figura, cuya 4rea es ab —
b%. Esto nos siguiere dibujar un nuevo cuadrado de &rea b* en el
rectdngulo inferior derecho de la figura.
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a+b

a—-b ——

ab— b? b2 b? b

a b

Paso 6. Ahora solamente vamos a considerar los tres rectingulos que estan
en la parte de la izquierda de la figura. Si comparamos esto con el
cuadrado que dibujamos en el primer paso, vemos que a> — b? es igual
al producto de (a + b)(a — b), porque, si enumeramos los rectdangulos
de la siguiente manera:

a+b
-~
4 5 |
(S
a
1 2 3 b
a b

Es facil ver que el area del rectangulo 4 + el drea del rectdngulo 1
= area del rectdngulo 4 + drea del rectdngulo 5, siendo ésta igual a
(a+0b)(a—rc).

Pero la suma de las dreas de los rectdngulos 1, 2 y 4 es igual a a2, y el
area del rectdngulo 2 es b?.

Entonces, la suma de las dreas de los rectangulos 4 y 1 = a®>— el 4rea
del rectdngulo 2, y esto es igual a a? — b?.

v Observamos que con la tiltima divisién creada se forman 3 rectdngulos
(en realidad dos rectangulos y un cuadrado) (a + b) - (a — b) se inter-
preta como el rectdngulo superior de base a + b y altura a — b, pero
podemos mover el rectdngulo que esta en la parte superior derecha y

colocarlo en la parte de inferior izquierda, con lo que se hace evidente
que (a+0b)-(a—b) =a®>— b
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1427 (x+a)(x+D)

Esta interpretacién geométrica es casi inmediata. Al igual que en el caso de
elevar un binomio al cuadrado, podemos dibujar el rectingulo de base x + a
y altura x + b:

x+a
b bx ab
=
+
=
X x2 ax
X a

De la figura facilmente se deduce el producto notable:

(x+a)(x+b) = x*+ax+bx+ab
24 (a+b)x+ab

1.4.2.8 Raices de la Ecuacién cuadréitica

Cuando resolvemos la ecuacién cuadréatica: ax? +bx +c¢ = 0, en realidad
estamos encontrando los puntos donde la funcién: y = ax? + bx + ¢ corta al
eje x.

Generalmente para calcular las raices utilizamos la férmula general para re-
solver ecuaciones de segundo grado:

v —b+Vb?—4ac
- 24

El simbolo + indica que hay dos valores:
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X1

X2

2a
_ —b—+b*—4ac
- 2a

—b+Vb?—4ac

—b Vb2 —4ac

= 22t 2
_ ;b_\/b2—4ac
Y 2a

Si calculamos el promedio de estos valores, obtenemos:

F = X1+ Xp
2
—b b2 —4ac  —b b2 —4ac
_ 2a + 2a 2a 2a
2

—72b
G
B 2 2a

Esto indica que el promedio de las raices es X = x, = —b/(2a). Observe

que x; esta a la derecha porque al valor x, le sumamos una cantidad positiva,
e igual a: Vb?* —4ac/(2a). Por otra parte, x, estd a la izquierda porque
restamos esa misma cantidad a x,. Podriamos decir que esta es la razén por
la que x, estd a la misma distancia de las raices x; y x. Sin embargo, la
verdadera razén estd justificada en la simetria de la pardbola, que es la que
nos permitié calcular x, = ¥ a partir del promedio de x1 y x3.

2a

Vb2 —4ac

Eje

y=ax>+bx+c

Vb2 —4ac

=
5]

2a
X
1
x —_i
T 2g
b Vb2 —4ac
= ————
2a 2a
. b Vb2 —4ac
S A
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1.4.2.9 Soluciéon de un sistema de ecuaciones lineales

Geométricamente, la solucién de un sistema de ecuaciones lineales ayuda a
entender por qué algunos sistemas de ecuaciones lineales no tienen solucién,
y por qué algunos tienen un ntimero infinito de soluciones.

\4'
3 x—y=1

En este caso, las rectas tienen pendientes distintas, es decir, no son paralelas,
por eso se cortan en un punto. Este punto representa la solucién del S.E.L.

1.4.2.10 S.E.L. sin solucion

Cuando dos rectas tienen la misma pendiente y cada una corta al eje y en
puntos distintos, el S.E.L. no tiene solucién porque no hay punto alguno que
pertenezca simultdneamente a ambas ecuaciones.

x—y=-—1
Yy
4%
3 x—y=1
2.
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Existe la posibilidad de que una de las ecuaciones aparezca multiplicada por
un coeficiente ¥ # 0. Por ejemplo, si r = 3, la segunda ecuaciéon puede
escribirse: 3x — 3y = 3.

Ahora el S.E.L. se escribiria:
x—y=-1
3x -3y =3
1.4.2.11 S.E.L. con infinitas soluciones

Cuando las dos ecuaciones son equivalentes, las dos rectas, ademds de ser
paralelas, son la misma.

x—y=-1
Yy 2x =2y =-2
4..
3..
2..

En este caso, cada punto que estd sobre una recta, estd también sobre la otra,
porque se trata de la misma recta.

Entonces, como cada punto que satisfaga una ecuacion satisface también a la
otra, cada punto de la recta es solucién del S.E.L.

En otras palabras, este S.E.L. tiene un niimero infinito de soluciones.

1.4.2.12 Determinante

El determinante® se define formalmente como una funcién de #? ntimeros

reales a R1.
a b

c d

’:ad—bc

La interpretacion geométrica de esta funcién se consigue considerando cada
columna como un vector.

8En este material se considera solamente el determinante de 2 x 2. Esta interpretacién puede
generalizarse como un hipervolumen.
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Graficamos entonces estos dos vectores i = (1) y 7 = (Z) y formamos el

paralelogramo generado con estos:

y

A

S

O b a

Ahora vamos a encontrar el area del paralelogramo.

Para esto, vamos a trazar rectas paralelas a los ejes para formar tridngulos
y trapecios para encontrar las dreas de éstos y finalmente a partir de ellos
conocer el area del paralelogramo.

y

A

c+d

QL

W

0 b a a+b

Ahora vamos a nombrar las areas que se forman alrededor del paralelogramo
para facilitar los célculos.
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Y
c+d
As Ag -
U
T
d 7
Ay
As
c ~
Aq A .
o b a a+b X
Ahora calculamos las dreas, una por una:
ac bd
Al = — —
A2 = bc A5 = bc
bd ac
A = _— g _—
3 2 As 2
Ahora sumamos estas 4reas y obtenemos:
bd bd
At Ayt As+Ay+As+As = Shbet it dbet
2 Aj = ac+2bc+bd

Pero el drea de todo el rectingulo que contiene al paralelogramo formado por
los vectores if y 7 es:

Ay =(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd

A esta area le restamos el drea de las seis regiones que hemos encontrado y el
resultado es igual al 4rea del paralelogramo formado por los vectores i y

A=Y A = (ac+ad+bc+bd)—(ac+2bc+bd)
= ad—bc

que es precisamente el valor del determinante:

Z ‘:ad—bc

a
c
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Debe notarse que si un vector es multiplo de otro, digamos if = a 7, entonces,
el 4rea del paralelogramo serd igual a cero, porque los dos vectores tienen la
misma direccion.

Esto lo interpretamos algebraicamente por el hecho de que un vector es multiplo
de otro en el caso de que el determinante sea cero.

Traducido a la cuestién de las rectas, tenemos que un S.E.L. se representara
geométricamente con dos rectas paralelas cuando el determinante formado
por los coeficientes de las variables sea igual a cero.

De acuerdo a la regla de Cramer, en este caso podemos decir que el S.E.L. no
tiene solucién tinica. Esto debido a que no podemos dividir por cero. Existe la
posibilidad de que se trate de un S.E.L. sin solucién o con un niimero infinito
de soluciones.

1.4.2.13 Propiedades de los determinantes

Una vez que se ha descubierto esta interpretacion geométrica del determi-
nante, podemos estudiar algunas de sus propiedades de una manera mas
sencilla. [4]

i. Si multiplicamos un vector por un escalar, el determinante queda multi-
plicado por el mismo escalar.

y
¥
il
i
0 %
wa b =wad—bac=u«(ad—bc)
wc d | N

ii. Si sumamos dos vectores y sustituimos una columna por ese resultado, el
determinante no cambia.
En este caso podemos empezar por la parte del determinante y después
vemos su interpretacion geométrica.

‘gig Z‘ = (a+b)d—b(c+d)
= ad+pd—bc—pd

ad—bc
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Ahora si, pasamos a la interpretacién geométrica: empezamos dibujando
los vectores if, Uy il + 0.

y

A

=1

O

Ahora formamos un nuevo paralelogramo considerando los vectores i/ y
i +70.

@)

Ahora debemos observar que hemos cambiado la forma del paralelo-
gramo, pero sin cambiar su 4rea.

Y su drea no ha cambiado porque no se han modificado ni su base ni su
altura.




1.4 Interpretaciones geométricas

59

Como la base de ambos paralelogramos es igual a la magnitud® del vector
il y la altura es h también para ambos, el drea de cada paralelogramo es:

A= [l - h

Aqui en realidad estamos utilizando el principio de Cavalieri, el cual se
explica a continuacién.

1.4.3 Otras
1.4.3.1 Principio de Cavalieri
El principio de Cavalieri dice que si en un tridngulo se cambia su forma,

pero sin cambiar ni su base ni su altura, entonces el drea del mismo per-
manece inalterada.

Considere, por ejemplo el segmento AB, el cual utilizaremos como base y
la recta ¢, paralela al segmento AB. Sobre la recta ¢ elegimos un punto C
cualquiera. El punto C sera el tercer vértice de nuestro triangulo.

C

h

A B

Si ahora elegimos otro punto sobre la recta ¢, digamos C’ distinto a C,
habremos cambiado la forma del tridngulo, pero sin cambiar ni su base
ni su altura, con lo que el drea quedard inalterada.

c o

A B

9La magnitud de un vector se define como su longitud. Sea if = (uy, uy). Entonces, la magni-
tud de ii, que se denota por: ||ii|, es: ||| = |/u} + uj, por el Teorema de Pitdgoras.
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Asi podemos mover el punto C hacia la derecha o hacia la izquierda...
siempre que el tercer vértice del tridngulo se encuentre sobre la recta ¢ el
drea del tridangulo serd la misma, dado que no ha cambiado su altura y su
base es fija: AB.

Este mismo principio se puede aplicar a los paralelogramos. Si cambio la
forma del paralelogramo, pero no cambia su base ni su altura, entonces
el drea del paralelogramo queda constante.

También es posible aplicar este mismo principio generalizado al célculo
de integrales definidas, para el caso de drea entre dos curvas.

Considere por ejemplo el siguiente problema y establezca usted mismo
por qué se aplica el principio de Cavalieri.

I Encontrar el drea entre las curvas y = x y y = /x desde x = 0 hasta x = 1.

Grafique las funciones y = x y y = 1/x en un mismo sistema de coordena-
das y después grafique en otro sistema de coordenadas la funcién y =
v/x — x. Compare las gréficas y explique con las integrales coémo se aplica
el principio de Cavalieri en este caso.

Para esto considere primero la siguiente integral:

/(ﬁ—x)dx

y después las integrales por separado:
1
/ Vaxdx
0

1

/xdx

0
y encuentre la diferencia entre estas dreas.

Busque otro ejemplo aplicado a dreas y otro mas aplicado a volimenes de
revolucion.

1.4.3.2 Funciones trigonométricas

Son funciones que caracterizan a un dngulo dado «. Estas funciones se definen
a partir de un tridangulo rectdngulo, de acuerdo a las proporciones de sus
lados.

Las funciones trigonométricas, a partir del tridngulo rectdngulo, se definen
como:
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v sina:y /cscoczz
r Y
r
J v cosac:E v seczx:l
r X
y _x
u ] v/ tana = = v cota = —
5 x Y

Una forma de interpretar las funciones trigonométricas cos «, y sin« se mues-
tra en el siguiente diagrama:

sin

cos

En una circunferencia unitaria [15] también podemos representar las demds
funciones trigonométricas:

1 cotu

VA
S
s

sin

\_l CoSs & )1

En la figura anterior la funcién seca estd representada por el segmento de
recta que va desde el origen de coordenadas hasta el punto de interseccién del

segmento que representa a la funcién csca con el segmento que representa la
funcion tan«.

Podemos mostrar que esto es asi considerando la siguiente identidad trigonométrica:
sec’w = 1+ tan® &

De manera semejante, podemos justificar la interpretacién geométrica de csc a:

csc?a =1+ cot?a
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Puede ver la deduccién de algunas identidades trigonométricas en la seccién
5.1.3, a partir de la pagina 116.

También podemos deducir esta figura a partir de geometria plana, utilizando
triangulos semejantes.

Por ejemplo, para justificar que es el segmento indicado en la figura,
podemos observar que en la misma se forma un tridngulo con los segmentos
que representan sin « y cosa, junto con la hipotenusa que le corresponde (un
radio de la circunferencia), y este tridngulo es semejante al tridngulo formado
por el radio de la circunferencia (que esté sobre el eje horizontal), el segmento

que representa y el segmento que representa csc . De ahi que:
sin &
1 cos &

que coincide con la identidad dada en la seccién 5.1.3.

Igualmente, podemos encontrar tridngulos semejantes que incluyan a los seg-
mentos que representan las funciones csca y cota. En este caso, el radio que
estd sobre el eje vertical también serd un lado del tridngulo y obtendremos
otra identidad trigonométrica.

1.4.3.3 Integral de una funcién constante

La integral de una funcién constante es:

/f(k)dx:kﬂﬂ:k(ﬁ—vc)

Es muy claro que resulta ser el drea de un rectangulo, porque en este caso, &
y B representan los limites de integracién, y k es la altura del rectdngulo, el
valor constante de la funcién.

y

1.4.3.4 Integral de una funcién lineal
Usted facilmente puede encontrar la integral de la funcién: y = mx + b

'/o;ﬁ(mx+b)dx:mx2+bx|§:m(’822_“2)+b(,8—zx)
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la cual puede interpretarse geométricamente como sigue:

Empezamos calculando primero:

/Ob(mx +0b)dx

la cual se interpreta de la siguiente manera: en el siguiente diagrama se
ha sombreado un rectangulo que tiene sus vértices en los siguientes puntos:

(0,0), (0,b), (B,b), (B,0). Su area es: b - B.
Por otra parte, se sombre6 también el tridngulo con los siguientes vértices:

(0,b),(B,b),(B,mPB+b) y su érea es: 1,[3 (mpB) = mTﬁz

2
/y:mx+b

b-B

De manera semejante podemos proceder con la otra parte de la integral: el
rectangulo ahora tiene vértices (0,0), («,0), (¢, b), (0,b), el &rea en este caso es

1
de: ba y el tridngulo: (0,b0), (¢, b), (x, ma + D) y éste tiene un area de: 5 m 2

y=mx+b
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Ahora juntamos las dos graficas y a la superficie sombreada de la primera
grafica le restamos el 4rea sombreada de la segunda grafica:

/y—mx+b

y

Ahora vamos a encontrar la diferencia de las areas:

A=Ay = <;ﬁ(mﬁ)+b-ﬁ) _ (;a(mtx)—{—b-a)

_ <m2B2+b~[%) (T”;ZMW)

— MM.([;_@
2 _ .2
- m(ﬁz w)’+b'(ﬁ—ﬂc)

1435 7

Geométricamente, el niimero 7 tiene dos representaciones bésicas.

La primera viene de la forma como se le definié. El ndmero 7t es igual un
cociente: T = C/D, donde C es el perimetro de una circunferencia y D es su
didametro. Podemos evidenciarlo a través de un hexdgono regular inscrito en
una circunferencia.

La medida de cada uno de sus lados
es igual al radio de la misma. En to-
tal hay 6 lados, cada uno de los cuales
es poco menor al arco que estd sopor-
tando. Como cada lado mide lo mismo
que un radio de la circunferencia, los 6
lados equivalen a 3 veces el didmetro.
Entonces el cociente perimetro de la
circunferencia =+ didmetro debe ser
poco mayor a 3.
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Una segunda interpretacién geométrica del nimero 7t viene de la circunferen-
cia unitaria.

La féormula para calcular el drea de una circunferencia se puede deducir como
sigue.

Si nosotros dibujamos un circulo, podemos dibujar dentro de él muchos tridangulos

del mismo tamafio, dibujando un poligono regular de n lados inscrito, como
se muestra enseguida:

n=>5

n=38
Si hacemos que el ntiimero de lados del poligono regular se haga muy grande,
el area del poligono se parecera cada vez mas al drea del circulo.

1’l=6 1’127
n=9 n =10

Ahora vamos a calcular el 4rea del poligono de n lados. Para eso, vamos a
dividirlo en tridngulos con base en los lados del poligono como se muestra en
la siguiente figura.

Dado que todos los tridngulos que
hemos dibujado tienen la misma area,
cuando multipliquemos el drea de un
tridngulo por n obtendremos el 4rea
del poligono regular inscrito al circulo.
Observe que el perimetro del poligono
regular es muy parecido al de la
circunferencia. Cuando #n es muy
grande, la diferencia es muy pequefia
que podemos considerarlas iguales.

Pero el perimetro del poligono es igual a la suma de las bases de los tridngulos
que dibujamos a partir del poligono.

Ensefianza de
las Matematicas
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La altura de un tridngulo es practicamente igual al radio del circulo. Entonces
el drea de cada tridngulo es: A; = b; X r/2. Y la suma de las areas de todos
los triangulos es igual al 4rea del poligono, y aproximadamente igual al drea
del circulo:

by-r by-r by, -r

2 Ty Tty

= %‘(b1+b2+"'+bn)

Ac = Ap

La suma de todas las bases de los tridngulos es igual al perimetro del poligono
inscrito al circulo. Pero ya dijimos que este perimetro es practicamente igual
al perimetro de la circunferencia, que es igual a 27rr. Sustituyendo esto en la
férmula para calcular el drea obtenemos:

r r
Ac~ Ap = E-(b1+b2—|—~~~—|—bn) = E-(Zm’) = 77’
Cuando el namero n de lados del poligono es infinitamente grande, el perimetro
del poligono es igual a la longitud de la circunferencia y la férmula para cal-
cular el area del circulo es:

A. = 7r?

para el caso de la circunferencia unitaria tenemos:
— 2 _
Ac=n-(1)"=mn

Entonces, podemos interpretar a este ntimero como el drea de una circunferen-
cia unitaria.

Las interpretaciones geométricas que se han explicado en esta seccién del
texto son tnicamente una pequefia muestra. Existen muchas otras interpreta-
ciones geométricas que seguramente podrd encontrar en distintos libros de
texto.

Por ejemplo, la interpretacion geométrica de la derivada puede encontrarla en
précticamente cualquier libro de calculo.

La idea es que los estudiantes puedan captar la forma como se relacionan
diferentes ramas de las matemdticas con la geometria. En otras secciones
del texto encontrard relaciones entre conceptos y en cada caso se indicard
haciendo referencia a la pagina o seccién donde puede encontrar informacién
relacionada con cada uno.
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El matemdtico no le da valor a un testimonio o a una conjetura,
sino que deduce todo a partir de razonamiento demostrativo, a par-
tir de las definiciones y axiomas. De hecho, cualquier cosa que se
construya a partir de conjeturas, de manera impropia se llama cien-
cia; pues las conjeturas pueden tener una dosis de opinion, pero no
pueden producir conocimiento (perfecto).

— ReID THOMAS

Ensenanza de
las Matematicas
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2.1 Axiomas

La ciencia se construye a partir de hechos de la misma manera
que una casa se construye de piedras. Pero un montén de hechos no
son una ciencia, asi como un montén de piedras no son una casa.

— JuLEs HENRI PONCAIRE.

Importancia de los axiomas

Las matemdticas descansan sobre un conjunto de suposiciones que soportan
todas las demds proposiciones.

Cuando decimos “menos por menos es igual a mds”, lo decimos porque esto ya
estd demostrado con base en las propiedades de los ntimeros reales.

Definicion 2.1.1

AxIoMA
En matematicas, es algo tan evidente que no requiere demostracion.

Por ejemplo, si /1, {, son dos rectas, y se cumple que ¢; || ¢, entonces es muy
evidente que ¢; || /1. Este es un axioma.

Otro ejemplo de axioma es el siguiente: si 4,b son ntimeros naturales, se
cumple quea+b ="b+a.

2.1.1 Propiedades de los ntimeros reales

Un campo es una estructura matemdtica que cumple con los siguientes axio-
mas.

Si a, b, c son numeros reales, entonces:

Suma Multiplicacién Propiedad
a+beR a-beR Cerradura
a+b=0b+a a-b="b-a Conmutativa
(a+b)+c=a+({b+c) (a-b)-c=a-(b-c) Asociativa
a+0=a a-l=a Neutro
1
a+(—a)=0 a'E:1 Inverso
a(b+c)=ab+ac Distributiva

Los ntimeros reales cumplen con todos estos axiomas, por eso decimos que el
conjunto de los niimeros reales forman un campo.
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Los nimeros reales no son los tinicos que forman un campo. El conjunto
de los nameros racionales también forman un campo. EIl conjunto de los
numeros enteros NO forman un campo. El conjunto de los nimeros complejos
SI forman un campo’.

2.1.2 Relacion de equivalencia (aplicaciones)

Reflexiva: a = a
Simétrica: Sia = b, entonces, b = a

Transitiva: Sia =0, y b = ¢, entonces, a = ¢

Esta estructura (matemaética) es muy importante en matematicas.

Se aplica, por ejemplo en geometria, la relacion de paralelismo forma una
relacién de equivalencia. Esto es, sean 4, b, ¢ rectas en un plano. Entonces:

Reflexiva: a || a
Simétrica: Sia || b, entonces, b || a

Transitiva: Sia || b,y b || ¢, entonces, a || ¢
La relacién de equivalencia puede explicarse de la siguiente manera préactica:

o La propiedad reflexiva en palabras nos dice que un niimero siempre es
igual a si mismo. En forma practica podemos decir: “yo siempre tengo mi
propia edad” .

o La propiedad reflexiva dice en palabras que si un niimero es igual a otro,
el segundo debe ser igual al primero. En forma practica podemos decir:
“si yo tengo la misma edad que mi mejor amigo, entonces mi mejor amigo tiene
mi edad”.

e La propiedad transitiva en palabras dice: si un primer niimero es igual a
otro segundo ntimero, y ademas el segundo ntimero es igual a otro tercer
numero, entonces, el tercer nimero debe ser igual al primer ndmero. En
forma practica:“si mi mejor amigo tiene mi edad y ademds mi mejor amiga
tiene la misma edad que mi mejor amigo, entonces, yo tengo la misma edad que
mi mejor amiga” .

1Un ntimero complejo tiene la forma z = a +ib, donde 4,b € R, y ademas, i2

motivacién de este tema en la pagina 28.

= —1. Véase la
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2.1.3 Propiedades de la igualdad
Otras propiedades de la igualdad son: si a,b,c € IR, entonces:

Para la Suma: Sia = b, entonces, a +c=b+¢
Para la multiplicacién: Sia = b, entonces,a-c=b-c

Suma lateral: Sia = by ademds, c =d, entonces,a+c=>b+d

Utilizando la relacién de equivalencia y estas propiedades el matematico alemén
Carl F. Gauss invent6 el método de suma-resta, también conocido como elimina-

cién, para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Si observa, la propiedad de la igualdad para la suma nos permite sumar
dos ecuaciones, mientras que la propiedad para la multiplicacién nos per-
mite multiplicar ambos lados de la igualdad por un ntimero real cualquiera
(incluido cero, aunque esto no nos ayuda a resolver un S.E.L.).

Precisamente estos dos pasos son los que llevamos a cabo cuando resolvemos
un S.E.L. a través de este método.

Por ejemplo considere el siguiente S.E.L:

x+y =10
x—y=2

Aplicamos la propiedad de igualdad para la suma lateral. De esta manera nos
queda una sola ecuacién con una sola incégnita:

x+}/:10
X—y= 2
2x =12

de donde facilmente encontramos que x = 6. Utilizando cualquiera de las
ecuaciones del S.E.L. podemos encontrar el valor de y. Para esto, traducimos
a palabras lo que dicen.

La ecuacién: x + y = 10, nos dice: “cuando al valor de x le sumamos y, obtenemos
10”. Sabemos que x = 6, entonces es muy facil deducir que y debe ser igual a
4, porque 6 + 4 = 10, y asi cumple con la condicién impuesta por la ecuacién.

Si hubieramos preferido la otra ecuacién, tendriamos la siguiente informacion:
“Al valor de x le restamos y y obtenemos 2.” Pero ya sabemos que x = 6. Esto
nos indica, de nuevo, que y = 4, porque solamente asi tendremos: 6 — 4 = 2.

El estudiante debe reconocer a las literales algebraicas como niimeros. Las
letras en matematicas representan objetos matematicos. En este caso, estamos
hablando de ntmeros reales. Bien pueden representar nimeros naturales,
enteros, racionales o complejos. En otros casos pueden representar objetos
maés abstractos como los vectores, matrices, rectas, funciones, etc.

Aplicando
propiedad de
igualdad para
multiplicacion:

(

1

2

)

x=6

1

2

la
la
la

>.12
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Lo que el estudiante debe entender es que aplicamos las propiedades de los
numeros porque para nosotros las literales x, y, en este caso son nimeros.

Basandonos en las propiedades de los niimeros reales y de la igualdad pode-
mos demostrar [2] otras propiedades que presentan los elementos de conjun-
tos de ntiimeros que formen un campo.

Por ejemplo, para demostrar que sia - b = 0, entonces se sigue que, bien a = 0,
bien b = 0, o tal vez ambos sean iguales a cero, procedemos como sigue:

[ | Teorema 2.1.1
Sia-b =0, entonces, bien a = 0, bien b = 0.

Demostracion. .................
Supongamos que, en efecto, a - b = 0, necesitamos probar que si a # 0,
entonces necesariamente b = 0. Pero si a # 0, por la propiedad del inverso de
la multiplicacién, existe a~!, con la propiedad de que a~! - a = 1, con lo que:

a-b = 0

al.a-b = al.0

Pero cualquier ndmero multiplicado por cero es igual a cero, y ya habfamos
dicho que: a~!-a = 1, entonces:

(el
(@]

con lo que queda demostrado.

Esta propiedad es la que utilizamos cuando resolvemos ecuaciones cuadréticas
por factorizacién. Por ejemplo, cuando tenemos:

(x+7)(x—5) =0

para que el producto de los dos ntimeros (x +7) y (x —5) sea igual a cero,
se requiere que al menos uno de ellos sea igual a cero. Es por eso que para
encontrar los valores de x que satisfacen la ecuacién, igualamos a cero cada
uno de los factores y a partir de estas igualdades encontramos sus raices.

Es importante que los estudiantes entiendan que sus procedimientos se basan
en estas propiedades bdsicas, aunque no siempre se requiere demostrar de la
manera como se mostré este hecho. Los alumnos generalmente conocen (por
experiencia previa) que siempre que multiplican un ntimero por cero obtienen
cero y que si multiplican dos nimeros distintos de cero el producto es siempre
distinto de cero.

Sin embargo, si el tiempo le permite justificar este hecho, puede ayudar a
algunos estudiantes a ver con claridad las cosas, aunque se corre el riesgo de
confundir a otros.

De manera semejante podemos justificar la propiedad de la igualdad de can-
celacion para la suma y para la multiplicacion:
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[ | Teorema 2.1.2
Sia+b=a+c, entonces, b = c.

Demostracion. . ..... ...ttt
Sia+b =a-+c entonces,

a+b = a+c
—a+(a+b) = —a+(a+c)
(ma+a)+b = (—a+a)+c
0+b = 0+c
b c

Y por otra parte,

[ | Teorema 2.1.3
Sia-c=b-c,yc#0,entonces, a =b.

Demostracion. . ..... ...ttt
Sia-c=b-c,yc#0, entonces existe ¢! conla propiedad de que c- cl=1,
y de aqui se sigue:

a-¢c = b-c
(a-c)-ct = (b-c)-c!
a-(c-cl) = b-(c-ch)

a-1 = b-1

a b

No se mencionan las propiedades que se utilizan para cada demostracién
(asociativa, inverso, etc.) porque son evidentes.
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Tres

Teoria de numeros

La matemdtica es la reina de las ciencias, y la teoria de niimeros
es la reina de las matemiticas.

— Carl F. Gauss

Ensefianza de
las Matematicas
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3.1 DIVISIBILIDAD

Definicion 3.1.1

DIVISIBILIDAD.

Sean a, b, m niimeros naturales. Decimos que el niimero b divide al niimero a, o de
forma equivalente, que el niimero a es divisible por el niimero b, si existe un niimero
natural m tal que a = b - m.

Este hecho, matemiticamente se denota por: b|a y se lee: el niimero b divide al niimero
a.

Sia =b-m, el nimero a es multiplo del ntimero b, asi como del niimero m, y
también, los niimeros b, m son divisores del namero a.

Si se cumple que: b < a, entonces decimos que el ntiimero b es un divisor
propio del ntiimero a.

| Teorema 3.1.1
Sean g, b, c, m, n nimeros naturales. La divisibilidad tiene las siguientes propiedades:

i. Si b|a, entonces b|(a - c). n).
ii. Sibla, y a|c, entonces b|c. vi. Si bla entonces b < a.
iii. Sibla, y b|c, entonces b|(a + c). vii. Sia # 0, entonces aja.
iv. Sibla, y blc, entonces b|(a —¢).  viii. Sialb, y bla, entonces a = b.

V. Sibla, y b|c, entonces b|(a-m+c- ix. 1|a.

3.1.1 Criterios de divisibilidad

Los criterios de divisibilidad generalmente se dan sin demostracién, a pesar
de que la demostracién del por qué funcionan son muy sencillas.

Para demostrar los criterios de divisibilidad, primero vamos a dar algunas
definiciones que requerimos.

Definicion 3.1.2

CERRADURA

Sea A un conjunto no vacio, y sea o una operacion binaria definida para cualesquiera
dos elementos o, € A. Six o 3 € A para cualesquiera x, 3 € A, entonces, decimos
que el conjunto A es cerrado bajo la operacion o.
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| Teorema 3.1.2
Los multiplos del ntimero k son cerrados bajo la suma.

Demostracion. .............. ...
Sea k un nimero natural. Podemos escribir a = k-m, y b = k- n.
Por definicién, a y b son mdltiplos del niimero k.

PROFESOR:
Demuestre G La suma de estos nimeros es:
los multiplos del
niimero k también a+b=k-m+k-n=k-(m+n)
son cerrados bajo la L . .
multiplicacion por que es también un multiplo del nimero k.

un escalar ¢ € Z.

Definicion 3.1.3

NUMERO PRIMO.
Un niimero natural es primo si tiene exactamente dos divisores (naturales).

Los primeros ntimeros naturales que son ntimeros primos son':
2 3 5 7 1 13 17 19 23 29

31 37 41 43 47 53 59 61 67 73
79 83 89 97 101 103 107 109 113 127

Definicion 3.1.4

NUMERO COMPUESTO.
Un niimero natural es compuesto si tiene 3 o mds divisores naturales.

Los primeros nimeros naturales que son nimeros compuestos son:

4 6 8 9 10 12 14 15 16 18
20 21 22 24 25 26 27 28 30 32

Criterio de divisibilidad

CRITERIO DEL 2.
Si la cifra de las unidades es una cifra par, entonces el niimero es divisible entre dos.

El criterio de divisibilidad del 2 es muy obvia. Esto se debe a que los multiplos
de 2 aparecen cada dos ntimeros naturales.

Criterio de divisibilidad

CRITERIO DEL 3.
Si la suma de las cifras es un miiltiplo de 3, entonces el niimero es divisible entre tres.

1El ntimero 1 no es un ntimero primo, pues solo tiene un divisor natural.
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Para demostrar este criterio escribimos el ntimero abcd de la siguiente forma?:

abed = 1000a+100b+10c+d
= 99a+a+99b+b+9c+c+d
= 999a+99b+9c+ (a+b+c+d)
3(333a+33b+3c)+(a+b+c+d)

En el renglén anterior podemos ver que estamos sumando dos ntimeros:
3(333a+33b+3c)y(a+b+c+d).

Por definicién, 3 (333a +33b + 3¢) es un multiplo de 3, por lo que este
namero es divisible por 3.

El otro namero: (a + b+ ¢+ d), puede ser multiplo de 3, pero no necesaria-
mente es. Si (a+ b+ c+d) es un multiplo de 3, entonces estaremos sumando
dos ntimeros que son multiplos de 3 y por cerradura, el nimero abcd sera
multiplo de 3, siendo, entonces, divisible por 3.

Criterio de divisibilidad

CRITERIO DEL 4.
Si las dos tiltimas cifras del niimero forman un miiltiplo de 4, entonces el niimero es
divisible entre cuatro.

Esto se sigue del hecho de que el ntimero 100 es un mdltiplo de 4, dado que
100 = 4 x 25. De aqui que cualquier mdltiplo de 100 también sea multiplo
de 4. Entonces el namero 1000, 10000, etc., y sus multiplos también son
divisibles entre 4.

Si el niimero formado por las dos tltimas cifras es un mdltiplo de 4, tenemos
la suma de dos ntmeros que son multiplos de 4 y el resultado serd mdltiplo
de 4, y esto indica que es divisible entre 4.

Criterio de divisibilidad

CRITERIO DEL 5.
Si la 1ltima cifra del niimero es 5 6 0, entonces el niimero es divisible entre cinco.

Esto se sigue de que los multiplos de 5 terminan o en 5, o en 0.

Criterio de divisibilidad

CRITERIO DEL 6.
Si el niimero puede dividirse entre 2 y entre 3 simultdneamente, entonces el niimero
es divisible entre seis.

Si un ndmero puede dividirse entre 2, puede escribirse de la forma: p = 2m.
Si ese mismo ntimero puede dividirse entre 3, puede escribirse como p = 3n.

2Este procedimiento puede generalizarse a ntimeros de més cifras.
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Entonces, el nimero puede expresarse como: p =2 -3 -k, donde k € IN. Pero
p =2-3-k = 6k. Esto indica que el nimero es multiplo de 6, y que, por tanto,
se divide entre 6.

Criterio de divisibilidad

CRITERIO DEL 8:
Si las tres ultimas cifras del niimero forman un miltiplo de 8, entonces el niimero es
divisible entre 8.

Esto se sigue del hecho de que el niimero 1000 es un multiplo de 8, dado que
1000 = 8 x 125. De aqui que cualquier multiplo de 1000 también sea multiplo
de 8. Entonces los ntimeros 10 000, 100 000, etc., y sus multiplos, también son
divisibles entre 8. Obviamente, si sumamos varios de esos ntimeros que ya
son mdltiplos de 8, el resultado también sera multiplo de 8, por cerradura.

Si el nimero formado por las tres tltimas cifras es un mdltiplo de 8, tenemos
la suma de dos ntimeros que son multiplos de 8 y esto indica que es divisible
entre 8.

Criterio de divisibilidad

CRITERIO DEL 9:
Si la suma de las cifras es un miiltiplo de 9, entonces el niimero es divisible entre 9.

Para demostrar este criterio escribimos el ntimero abcd de la siguiente forma:

abcd = 1000a+100b+10c+d
= 99a+a+99b+b+9c+c+d
= 999a+99b+9c+ (a+b+c+d)
= 9(111a+11b+c)+ (a+b+c+4d)

Es evidente que el ntimero, 9(111a + 115+ ¢) es un mdltiplo de 9, mien-
tras que si el namero: (a+ b+ c + d), es multiplo de 9, entonces estaremos
sumando dos nimeros que son multiplos de 9 y por cerradura, el ntimero
abcd serd divisible por 9.

La siguiente definicién es una notacién inventanda por Carl F. Gauss.

Definicion 3.1.5

CONGRUENCIAS
Sia =b-m-+r, seentiende que b|(a—r), y escribimos: a = r mod b para indicarlo
y se lee “a es congruente con r médulo b”.

[ | Teorema 3.1.3
Sean a,b,c,r,5s nimeros naturales. Las congruencias tienen las siguientes
propiedades:

i. Sia=r mod b,y 0 <r <D, entonces r es el residuo de dividir a entre b
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ii. a=r modb & bl(a—r) & a=b-m+r
iii. a=a mod b

iv. Sia=r mod b, entoncesr =a mod b

v. Sia=r mod b,yr=s mod b, entonces a =s mod b

vi. Sia=r mod b,yc=s mod b, entonces a +c = (r+s) mod b
vii. Sia=r mod b,y c=s mod b, entoncesa —c = (r —s) mod b
viii. Sia=r mod b,yc=s mod b, entoncesa-c = (r-s) mod b

ix. Sia =r mod b, entonces a° = r° mod b

Ejemplo 3.1.1

I Enseguida se muestran algunos ejemplos donde se aplican los médulos de congruen-
cia.

e 13 =1 mod 12, porque cuando dividimos 13 entre 12 el residuo es 1.
e 13 =2 mod 11, porque cuando dividimos 13 entre 11 el residuo es 2.
e 13 =3 mod 10, porque cuando dividimos 13 entre 10 el residuo es 3.
e 13 =4 mod 9, porque cuando dividimos 13 entre 9 el residuo es 4.

e 13 =5 mod 8, porque cuando dividimos 13 entre 8 el residuo es 5.

Utilizando los médulos de congruencia podemos demostrar otros criterios de
divisibilidad.

Criterio de divisibilidad

CRITERIO DEL 11.

Si al sumar los digitos de posicion par del niimero y restarle la suma de los digitos del
niimero en posicion impar obtenemos un niimero que es divisible entre 11, entonces el
niimero se divide entre 11.

Esto ocurre porque 10 = —1 mod 11. Esto nos permite escribir el ntimero:
abcdef de la siguiente manera:

abedef = 100000a 4100005 +1000c 4 100d +10e + f
= 10°a+10*b +10°c+10°d +10e + f
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Utilizando la propiedad (ix) de las congruencias obtenemos:
abedef = 10°a+10*b+10°c +10*d +10e + f

(—=1)°a+ (~1)*b+ (=13 c+ (-1)?d+ (-Dle+f
(—)a+ )b+ (-1)c+1)d+ (-1)e+f

Esto explica por qué debemos sumar las posiciones pares y restar la suma de
las posiciones impares: el signo va cambiando conforme vamos cambiando de
posicion en los digitos del ntimero considerado.

3.1.2 Otros teoremas relacionados

Los siguientes resultados estdn relacionados con la teoria de nimeros®.

B Teorema3.14
Sea p > 5 un ntimero primo. Entonces, bien p =1 mod 6, bien p =5 mod 6.

Demostracion. .......... ...
Un ntimero natural a cualquiera puede pertenecer a una de las siguientes
clases de congruencia:

e Sia =0 mod 6, entonces: a = 6k + 0, con lo que seria divisible por 6.
e Sia=1 mod 6, entonces: 2 = 6k + 1, con lo que podria ser primo.

e Sia =2 mod 6, entonces: 4 = 6k+2 =2-(3k+1), conlo que resultaria
ser divisible por 2.

e Sia =3 mod 6, entonces: a = 6k+3 = 3-(2k+1), con lo que resultaria
ser divisible por 3.

e Sia =4 mod 6, entonces: a = 6k+4 = 2- (3k+2), conlo que resultaria
ser divisible por 2.

e Sia =5 mod 6, entonces: a = 6k + 5, con lo que podria ser primo.

Nota:  No todos los niimeros naturales p que cumplen con p =1 mod 6, o bien,
p = 5 mod 6 son primos, pero todos los primos mayores o iguales a 5, tienen esa
forma. v

| Teorema 3.1.5

Cerradura de IP

Sea IP el conjunto de todos los ntimeros naturales p > 5 (no necesariamente
primos) de la forma: p =1 mod 6,6 p =5 mod 6; obien P = {p | p =1

3Estos resultados se muestran en el articulo “La nueva criba de Eratéstenes” escrito por el autor
de este material. Debo mencionar que Abel Chavez Morales colaboré en el desarrollo de las ideas
plasmadas en lo que queda de esta seccién.



3.1 Divisibilidad 83

mod 6, 6p =5 mod 6;p € N,p > 5}. Entonces, el conjunto IP es cerrado
bajo la multiplicacién.

Demostracion. ................ouii
Seaa=1 mod 6,yb =5 mod 6. Por definicién, a,b € IP. Por las propiedades
(i), (iv) y (viii) de las congruencias de médulos tenemos:

eg-a=1 mod®6 eb-b=25 mod6=1 mod6
e a-b=5 mod 6

con lo que queda establecido el teorema.

Desde los estudios de nivel elemental a medio superior se ensefia la criba de
Eratéstenes como un método para encontrar todos los niimeros primos hasta
un nimero natural finito. Con los teoremas enlistados tenemos una segunda
forma (mas eficiente) de encontrar la lista de los ntimeros primos.

Para este fin empezamos enlistando a los tinicos dos ntimeros primos que no
pertenecen al conjunto P = {p [ p=1 mod 6, 6p =5 mod 6;p € N,p >
5}; esos dos nimeros primos son 2 y 3.

Inmediatamente después podemos hacer una tabla donde enlistemos los niimeros
en columnas, de acuerdo a la clase de congruencia a la que pertenezcan:

5 mod6 0 modé6 1 mod6 En la tabla tenemos 3 columnas. La
columna del centro contiene niimeros
5 6 7 que son divisibles por 6, solamente
1 12 13 para que nos sirva de guia para en-
17 18 19 contrar las otras dos columnas. Las
23 24 25 columnas de la izquierda y de la derecha
29 30 31 son las que tienen elementos del con-
35 36 37 junto IP.
41 42 43
47 48 49 En la lista podemos ver algunos ntimeros
53 54 55 que no son primos, por ejemplo, 25.
59 60 61 El teorema que muestra la cerradura

de IP bajo la multiplicacién prueba
que tenemos numeros compuestos
en IP.

Clases 5, 0 y 1 de médulo 6.

La siguiente cuestién consiste en eliminar los niimeros que son compuestos.
Para lograr esta meta haremos uso del teorema de la cerradura de IP y de la
definicién de ntimero compuesto.

Es obvio que todo ntimero natural 7 (a excepcién del ntimero 1) tiene al menos
dos divisores: el nimero 1 y el ntimero n (él mismo). Entonces, si aparece un
divisor mds, es compuesto.
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La tarea ahora parece muy sencilla: tomamos el menor de todos los elemen-
tos* del conjunto IP y lo multiplicamos por todos los elementos del conjunto
IP. Asi encontraremos los elementos de IP que no son primos.

Después de haber multiplicado el primer nimero primo 5 € IP por todos los
elementos del conjunto P (incluido el 5 mismo), debemos continuar con el
siguiente primo, en este caso el niimero 7. Ahora debemos multiplicar a este
niimero primo por todos los demds elementos del conjunto IP.

Es claro que no se requiere multiplicar 7 X 5, dado que esta multiplicacién
se realizé6 cuando empezamos multiplicando el ntiimero 5 por todos los ele-
mentos del conjunto IP. Entonces, debemos empezar desde 7 x 7. Lo mismo
ocurre con el 11: no se requiere multiplicar 11 x 5 u 11 x 7, esas multiplica-
ciones ya se realizaron antes. Ahora debemos empezar desde 11 x 11, y asi
sucesivamente con los demds nimeros, hasta que hayamos terminado con la
lista que deseamos obtener.

Enseguida se muestra el proceso elaborado hasta el ndmero primo 61.

5 mocl 6 1l gl G 5 x 5 eliminé al nimero 25, 5 X 7 eliminé
al nimero 35, 5 x 11 eliminé al nimero

5 7 55, etc., 7 x 7 elimind al niimero 49, 7 x 11
11 13 elimina al ntimero 77, etc., 11 x 11 elim-
17 19 ina al ntimero 121, etc., y asi sucesiva-
23 25 mente.

29 31
35 37 Este mismo procedimiento puede usarse
41 43 para generar un algoritmo muy eficiente
47 49 para verificar si un ntimero natural dado
53 58 7 es 0 no un nimero primo. En este caso
59 61 se debe iniciar comparando el nimero dado

n con los dos dnicos nimeros primos que
no estan en IP. En caso de que no sea asi,
se debe encontrar el residuo de dividir el
namero n entre 6. Si este residuo es distinto a 1 6 5, entonces, con certeza
sabemos que el niimero es compuesto.

La nueva criba de Eratéstenes.

Por otra parte, si el residuo de dividir n entre 6 es, bien 1, bien 5, entonces
debemos verificar si se divide por alguno de los niimeros p € IP. No reque-
rimos checar todos los nimeros p € P hasta uno antes de #n, como es bien
sabido, basta verificar hasta el ntimero natural igual a /7 0 el inmediato an-
terior.

El algoritmo creado con la criba de Eratéstenes verifica si el nimero 7 es
divisible por los ntimeros impares. Es claro que hay 3 ntimeros impares de
cada 6 ntimeros naturales. El algoritmo de la nueva criba de Eratdstenes
solamente verifica 2 de cada seis niimeros naturales: los que pertenecen al
conjuntoP={p|p=1 mod 6, 6 p=5 mod 6;p € N,p > 5}.

4Esto es posible gracias al principio del buen ordenamiento, que dice que un conjunto no
vacio de niimeros naturales tiene un elemento que es menor o igual a cualquier otro elemento del
conjunto considerado.
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Maés atn, algunos de los elementos del conjunto IP son compuestos y es muy
obvio verificarlo: cuando en la cifra de las unidades tiene un 5, por ejemplo:
25 (5 x 5),35 (5 x7),55 (5 x 11), 125 (5 x 25), etc.

Se debe recordar que esta nueva criba no considera a los primeros dos niimeros
primos: el 2 y el 3. Por tanto, cuando se haga la lista de los ntimeros primos
utilizando la nueva criba de Eratéstenes deben incluirseles.



86

Teoria de nimeros

Ensefianza de
las Matematicas



Cuatro

Algebra

Las matemdticas son el estudio de construcciones ideales (que fre-
cuentemente pueden aplicarse a problemas reales), y el descubrim-
iento, de paso, de las relaciones entre las partes de estas construccio-
nes, antes desconocidas.

— P1ERCE, S.C.

Ensefianza de
las Matematicas
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4.1 Algebra basica

4.1 ALGEBRA BASICA

En la ensefianza del algebra es importante que los estudiantes adquieran el
hébito de pensar que las letras en realidad son nimeros. De hecho, las literales
representan nimeros.

La notacién y las operaciones que utilizamos con literales es exactamente
el mismo que usamos cuando trabajamos con ntimeros. Por ejemplo, las
operaciones con polinomios se realizan con exactamente el mismo procedi-
miento que se utiliza al realizar las correspondientes operaciones con ntimeros.

Las demostraciones matemadticas algebraicas pueden ser entendidas por los
estudiantes cuando éstos han adquirido un nivel de abstraccién para entender
que en realidad las operaciones que se realizan sobre los objetos matematicos
estdn basadas en las propiedades de los ntimeros reales.

Para que los estudiantes sientan que ellos son los que han descubierto las
siguientes demostraciones utilice las sugerencias que se dan en las mismas.

Los estudiantes notaran mejor la utilidad de las matemaéticas y apreciardn su
valor cuando entiendan para qué les son ttiles.

4.1.1 Leyes de los exponentes

Es necesario que empiece recordando las definiciones bésicas, para este tema:
base, exponente, coeficiente, literal y potencia.

Los estudiantes siempre desean saber para qué les sirve cada concepto que
estudian en matemadticas. En este caso, las leyes de los exponentes les ayudara
a simplificar expresiones para poder realizar cdlculos de una manera mucho
mas sencilla.

Para explicar las leyes de los exponentes puede empezar con ejemplos numéri-
cos. Por ejemplo: 2 x 2 = 22. Es una buena idea explicar a los estudiantes que
la notacién utilizada para la potencia es una forma de abreviar las operaciones.
Consideren en clase, por ejemplo el caso de escribir: 20 = 2 x 2 x -+ x 2,
multiplicar el ndmero 2 por si mismo cincuenta veces.

Realizar algunos cdlculos numéricos ayuda a aclarar la notacién a los estudian-
tes que no han captado la idea completamente, ademas que fortalece la madurez
matematica de los demads estudiantes.

Después puede explicar con literales. Es importante que enfatice que la literal
representa a un numero y por eso la tratamos como tal.

Ahora haga la analogia con el primer ejemplo numérico: 2 x 2 = 22, con
2
X-xX =X
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Después es una buena idea ayudar a los estudiantes a traducir en palabras lo
que la expresién x? nos dice: “multiplica al niimero x por si mismo 2 veces.”

Otro ejemplo es:
X =x-x-x-x-x
~—_———

5 factores

Enfatice esta traduccién, porque el autor ha notado frecuentemente este error:
cuando los estudiantes deben elevar al cuadrado un ndmero, por ejemplo, 5,
responden: “cinco al cuadrado es diez.” Es decir, confunden el doble con el
cuadrado. 5% # 10. Por definicién, 5% = 5 x 5 = 25.

Enseguida puede generalizar la notacién y pedir a los estudiantes que traduz-
can la expresién. Por ejemplo, a’ nos dice en palabras: “multiplica al niimero a
por si mismo siete veces.”

Una vez que los estudiantes han comprendido el significado de esta notacién
puede explicar las leyes de los exponentes, las cuales se explican enseguida.
Después de cada una de las leyes se ofrecen sugerencias para su ensefianza
efectiva.

i. xm . xn — xm+n

Es importante hacer especial énfasis que esta ley requiere que las bases sean
iguales en ambos factores. Para que los estudiantes recuerden este hecho,
puede escribir un ejercicio y pedir el resultado de la siguiente operacién: x™ -
y"=—__ . Esta expresion NO se puede simplificar mds. La causa de esto es
que tenemos bases distintas.

Para enfatizar atin més, pregunte: “Si vas a aplicar la primera ley de los expo-
nentes, ;cudl de las dos bases vas a utilizar para escribir el resultado?... ;Verdad que
ahora no tiene sentido aplicarla?”

Ademds mencione que la base queda inalterada. Son los exponentes los que
se suman.

Una forma de explicar esta ley consiste en traducir en palabras lo que dice
cada uno de los factores: el primero dice: “multiplica el niimero x, m veces”,
pero después multiplicamos x por si mismo 1 veces, con lo que en total mul-
tiplicamos m + n veces el nimero x. Por eso obtuvimos como resultado x™*".

En este caso los exponentes se restan.

Se sugiere que primero considere ejemplos usando nimeros. Por ejemplo el
siguiente caso:
2> 2x2x7ZxZxZ

== =2x2=22
pE Tx2x2 X
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porque de los 5 factores que habia en el numerador, se cancelaron 3 con los
factores que estaban en el denominador. Por eso restamos los exponentes. Los
estudiantes pueden verificar que el resultado de esta operacién es correcto:
25=32,23=8,y32+8=4=22

Un segundo caso seré:

2_ IxZx? 1 1
25 2x2xZxIxZ 2x2 22

La explicacién es muy similar al caso anterior.

Un tercer caso sera:
22 IxZxZ
2 IxIxZ

Con esto podemos justificar que a® = 1, siempre que! a # 0.

1

Puede considerar ahora la traduccién del numerador y del denominador a
palabras. El numerador nos dice: “multiplica el niimero x, m veces”. Por otra
parte, el denominador nos dice: “multiplica el niimero x, n veces”. Aqui tenemos
3 casos.

v m>n v m<n  m=n

Un caso particular que ahora puede considerar es:

0
1 x 3

Este resultado se obtuvo gracias al resultado anterior: a’ = 1, siempre que

a # 0.

Una forma méas de argumentar consiste en mencionar que las operaciones de
multiplicacién y division son inversas una de la otra. Es decir, multiplicar es
lo contrario de dividir y viceversa.

Entonces, cuando multiplicamos varias veces un nimero vamos sumando al
exponente, y cuando restamos al exponente, debemos realizar la operacién
contraria a multiplicar, lo cual es dividir.

Asfi, de una manera informal estamos justificando por qué aparecen los expo-
nentes negativos: en realidad no estamos multiplicando —m veces el namero
x, lo que pasé fue que dividimos m veces el nimero 1 (que es igual a x°) entre
el namero x.

¢ Pero por qué no empezamos desde x?” Pues porque entonces ya habriamos
multiplicado una vez el ntimero x¥ por x, y no estarfamos dividiendo m veces
el nimero x, sino m — 1 veces.

Cuando decimos que x® = x - x - x, en realidad estamos abreviandolo, porque

lo que estd pasando en realidad es:

1Vea los casos de la divisién por cero en la pagina 140.
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x = 1l-x=2-x
2 = x-x=x%-x-x
3 0 2

= X X'X-X=Xx X

Y como 1 = x°, en realidad siempre empezamos a contar desde cero, no desde
1. De manera semejante ocurre con los exponentes negativos: empezamos
desde x°.

Esta manera informal de justificar el porqué de los exponentes negativos
generalmente es mas facilmente captada por los estudiantes que no tienen
bases fuertes en matematicas mas elementales, lo cual ayuda a crear esas bases
en quienes més las requieren y en fortalecerlas en quienes ya las poseen.

iii. (xm)" = xm"

Para que los estudiantes capten por qué obtenemos esta ley puede invitar a los
estudiantes a traducir la expresion: (x™)", que en palabras dice: “Multiplicar
la expresion x™ por si misma n veces.”

Matemaéticamente esto lo escribimos como: x™ - x™ . ...x™, Esto nos indica

que el exponente m debe sumarse 1 veces, porque ese niimero de veces es el
que multiplicamos la expresion x™ por si misma.

Es importante que los estudiantes noten que estdn aplicando la primera ley
de los exponentes para deducir otra ley.

En este caso, como en los anteriores, es una muy buena idea mostrar el
procedimiento completo a los estudiantes con ejemplos numéricos al inicio,
y después con literales, antes de pedirles que deduzcan (con su ayuda, profe-
sor) esta ley de los exponentes.

Para que los estudiantes puedan deducir esta ley de los exponentes es in-
dispensable que recuerden cémo realizar la multiplicacién de dos fracciones:
numerador por numerador y denominador por denominador.

Si considera que se requiere, igual puede realizar algunas multiplicaciones de
fracciones numéricas. Es muy conveniente, porque de otra manera en reali-
dad no entenderdn qué estdn haciendo al aplicar esta ley de los exponentes,
solamente memorizaran el procedimiento sin saber por qué se realiza de esa
manera.

Entonces puede proceder exactamente igual que en la primera ley: traduce a
palabras lo que dice la expresién, lo indica algebraicamente, observa que el
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numerador se estd multiplicando a si mismo m veces, al igual que el denomina-
dor, y después escribe ese resultado “de la forma abreviada”.

La siguiente ley es practicamente igual a la anterior, asi como a la primera:
m _ ,m . m
v (x-y)" ="y

En este caso el factor x - y debe multiplicarse por si mismo m veces. Esto sig-
nifica que debe realizar primero la multiplicacién del ndmero x, m veces y por
otra parte, multiplicar el niimero y, m veces también. Finalmente multiplica
los resultados.

Es muy mala idea simplemente escribir las leyes de los exponentes en la
pizarra para que los estudiantes las escriban en sus cuadernos y usted em-
piece con ejemplos, aumentando cada vez el grado de dificultad.

De esta manera los estudiantes se forman una imagen de las matematicas
distorsionada de la realidad. Como si las razones por las cuales estas leyes
son asi estuvieran fuera de su alcance.

Cuando deduce las leyes y los estudiantes entienden por qué son asi, y cudndo
son aplicables, generalmente no requieren de memorizar las férmulas. Ellos
mismos pueden deducirlas cuando las requieran. Lo importante es hacer un
esfuerzo consciente por que las comprendan.

4.1.1.1 Leyes de los radicales

Para explicar por qué los radicales se pueden expresar como un exponente
fraccionario puede hacer uso del problema motivador que se presenta en la
pégina 19.

En casos como:

n am
podemos convertir a una fraccién el indice del radical, considerando al radi-
cando como una cantidad sin exponente:

Vam = g™/"

Después aplicamos la ley de los exponentes que dice: (x”)b = x?, donde,
para el caso de nuestro estudio, tenemos que: a = m, y b = 1/n. Pero como la
multiplicacién es conmutativa, podemos escribir: x*? = x%*?. Este resultado
nos indica que obtendremos el mismo resultado si primero elevamos a la
potencia o si primero sacamos la raiz, claro esta, supuesto que las operaciones
son validas.

Ahora haremos la traduccién a palabras lo que dice el radicando: “multiplicar
por st mismo m veces el niimero x'/".”

El estudiante debe entender que las dos representaciones indican exactamente
lo mismo en ambos casos.
Vam = g™/
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Usted puede utilizar una analogia como la utilizada en los exponentes neg-
ativos. En este caso, multiplicar exponentes significa elevar a una potencia
otra potencia. Dividir exponentes debe indicar lo contrario de elevar a una
potencia, es decir, calcular su raiz n—ésima en este caso.

4.1.2 Propiedades de los logaritmos

Empezamos con la definicién de logaritmo:

Definicion 4.1.1

LoGARrRITMO
El logaritmo del niimero M en la base a es el niimero x si y solamente si: a* = M.
Matemiticamente esto se denota como sigue:

log, M = x = =M

dondea #0,1,a > 0.

Para explicar el concepto considere ejemplos numéricos. Por ejemplo,
22 =8 & log,8 =3

Explique la conversion de la forma exponencial a la forma logaritmica, primero
con ejemplos numéricos y después con literales.

Ahora definimos: a* = M, y @y = N. A partir de estas dos definiciones se
deduce, de acuerdo a la definicién de logaritmo:

log, M =
log, N =

Ahora multiplicamos:
M-N =a*-ay =a*"V

Si calculamos el logaritmo de este resultado es:
log,(M-N) =log,a*™ =x+y

Pero x = log, M, y y = log, N, de donde:

log,(M - N) = log, M +log, N

Esta es la primera propiedad de los logaritmos.

Escriba en la pizarra algunos ejemplos numéricos para que los estudiantes
capten la esencia de la demostracién y después explique la demostracién tal
y como aparece aqui.

Después puede pedir que realicen algunos ejercicios sencillos donde la apliquen.
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Para deducir una segunda propiedad de los logaritmos, recordamos la de-
mostracién anterior y ahora pedimos a los estudiantes que consideren dividir
en lugar de multiplicar M y N, asi obtenemos:

Y si calculamos el logaritmo de este resultado obtenemos:

log, (%) =log,a" Y =x—y

y de acuerdo a lo anterior, x = log, M, y y = log, N, por lo tanto,

log, (AI\/’I) =log, M —log, N

Esta es la segunda propiedad de los logaritmos.

Podemos aplicar repetidas veces la primera propiedad y deducir una tercera
propiedad:

log, (MZ) = log,(M-M) =log, M +log, M =2 log, M
log, (M3> = log,(M?- M) = log, M* + log, M = 2 log, M + log, M = 3 log, M
log, (M4) = log,(M®- M) = log, M® + log, M = 3 log, M + log, M = 4 log, M

y en general,

log, (M*) = a log, M

Ahora los estudiantes estdn listos para resolver ecuaciones exponenciales y
logaritmicas aplicando estas propiedades. Asegtirese que los estudiantes han
comprendido evaludndolos mediante ejercicios guiados a través de preguntas,
para que los vayan resolviendo paso a paso y ellos mismos vayan viendo el
procedimiento y recorddndolo cada vez mejor.

413 — X —=+

Practicamente todos los estudiantes de nivel secundaria conocen las leyes de
los signos. Sin embargo atin entre profesores hay muy pocos que realmente
conozcan de dénde viene la ley que dice: “menos por menos es mds” ...

Aqui se muestran 3 formas distintas de demostrar este mismo hecho:

Primera demostracion.
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Empezamos con la propiedad de los ntimeros reales: a 4+ (—a) = 0. Multipli-
camos ambos lados de la igualdad por el ntimero —b y asi obtenemos:

(=b)a+ (=a)] = (=0)(0)

Ahora aplicamos la ley distributiva en el lado izquierdo de la igualdad y en
la parte derecha aplicamos la propiedad del cero?:

(=b)(a) + (=b)(—a) =0

El primer término del lado izquierdo de la igualdad es igual a: —ab. Asi que
sumamos en ambos lados: ab para cancelar este término:

(ab) + (—ab) + (=b)(—a) = O0+ab
(=b)(—a) = ab
Con lo que obtenemos de conclusién lo que querfamos demostrar.
Segunda demostracidn.
Ahora consideramos la siguiente expresion:
ab + (=a)(b) + (—a)(=b)
y la factorizamos como sigue:

ab+ (—a)(b) + (—a)(=b) = bla+(-a)]l+ (-a)(-D)

— bla=a T+ (—a)(—b)
= b(0)+(a)(=b)
= 0+ (~a)(-b)
= (-a)(-D)
Por otra parte, podemos factorizarla como:

ab+ (—a)(b) + (=a)(=b) = ab+[(b) + (=b)|(~a)
= ab+[(b = (O—a)
= ab+(0)(—a)
= ab+0

ab

Pero ambos resultados los obtuvimos a partir de la misma expresiéon. Esto
significa que los dos resultados son equivalentes. Esto es:

ab = (—a)(-D)

Tercera demostracion.

Esta demostracion es la més sencilla de las tres. Empezamos considerando la
propiedad: a + (—a) = 0.

2Cualquier ntimero multiplicado por cero es igual a cero.
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En palabras ésta nos dice: “piensa un niimero, siimale su negativo y siempre ob-
tienes cero...”

Ahora consideraremos el ntimero —a. El negativo de este numero es: —(—a),
y de acuerdo a la propiedad de cancenlacién para la suma, tenemos que:

~a-+ [~(-a)] =0

Pero ya sabiamos que

a+(—a)=0
lo cual puede escribirse como:
(—a)+a=0
Si comparamos las dos ecuaciones, debemos concluir que a = —(—a), porque
los demds términos son iguales:
(—a)+ a =0

~a +[~(~a)] =0

41.4 Fé6érmula General

La formula general para resolver ecuaciones de segundo grado se obtiene
facilmente a partir de la ecuacién cuadratica:

ax*+bx+c=0
al completar cuadrados.

Para este fin, vamos a multiplicar ambos lados de la ecuacién por 44, con lo
que obtenemos la siguiente ecuacién equivalente a la anterior:

4a°x* +4abx +4dac =0
Ahora vamos a sumar en ambos lados de la igualdad: b> — 4 ac, para obtener:
40°x*> + dabx +4ac+ V> —4ac = 0+b>—4ac
4a°x* +4abx +b* = b*—4ac

Ahora podemos factorizar el trinomio cuadrado perfecto que aparece a la
izquierda de la igualdad:

(2ax +b)? = b* — 4ac
Y finalmente, despejamos la incégnita de la ecuacién:
(2ax+b)*? = b*—4ac
2ax+b = =+ \/m
2ax = —b4+ \/m

—b+Vb?2—4ac

* o= 2a
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Si usted olvida qué procedimiento debe realizar para, a partir de la ecuacién
cuadratica deducir la férmula general para su solucién, basta que trate de
llegar a la ecuacién de segundo grado a partir de la férmula general y después
lea en orden inverso los pasos que llevé a cabo. Ese es el procedimiento que
se acaba de explicar.
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4.2 APLICACIONES

La prictica siempre debe estar basada en un sélido conocimiento
de la teoria

— Leonardo da Vinci

En matematicas se conocen muchos trucos, lo que formalmente se llaman ar-
tificios matematicos.

Por ejemplo, los productos notables son un artificio matemdtico para realizar
operaciones con expresiones algebraicas de una manera més sencilla (aunque
también mecénica).

Un ejemplo ilustrativo, para emplear los productos notables es realizar operacio-
nes con ntimeros a partir de los productos notables. Por ejemplo, 25% puede
calcularse empleando el binomio al cuadrado.

Ejemplo 4.2.1

I Calcula 25 x 25 aplicando un producto notable.

e Utilizamos el binomio al cuadrado y sustituimos los valores que corres-
ponden:

252 = (20 4 5)? 202 +2(20)(5) + 5°
400 + 200 + 25

625

Trucos que usamos dentro de este truco:

1. Para elevar al cuadrado un ntimero de dos cifras que termina en
cero, eleva al cuadrado la cifra de las decenas y agregamos dos
ceros a la derecha, porque (107)? = 100 n>.

2. Es buena idea empezar multiplicando 2 (20)(5), porque es mas facil
hacer los calculos después.

e Evidentemente, podemos calcular cualquier ntimero de dos cifras uti-
lizando este procedimiento.

La representacion geométrica de este producto notable que se encuentra en la
pagina 47 le ayudard al estudiante a entender mejor el procedimiento.

Aunque también podemos utilizar otro truco:

v Dado que cualquier nimero de dos cifras que tiene al 5 en las unidades
puede escribirse como 10k + 5, tenemos que:
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(10k +5)? 100k* 42 (10k)(5) + 25
= 100k* 4100k + 25

100k (k+1) +25

Ahora nos detenemos a estudiar este resultado:

o El niimero k representa la cifra de las decenas del niimero 10k + 5.
e k(k+1) es el producto de la cifra de las decenas por su consecutivo.

e Cuando multiplicamos k (k + 1) por 100, solamente le estamos agre-
gando dos ceros a la derecha (al producto k (k + 1)).

e Cuando sumamos 25 en realidad estamos formando el nimero que ya

teniamos (100 k (k 4 1)) pero ahora terminara en 25.

Entonces, si deseamos elevar al cuadrado un ntimero de dos cifras que tiene
al 5 en las unidades, multiplicamos la cifra de las decenas por su consecutivo
y le agregamos a la derecha el ntimero 25.

Ejemplo 4.2.2

Calcule los cuadrados de todos los niimeros de dos cifras que terminan en 5 en las
unidades.

o Los resultados se muestran en la siguiente tabla:

n k k(k+1) n?

15 1 1)) 225
5 2 2)(3) 625
35 3 3)(4) 1225
5 4 @)5) 2025
55 5 5)(6) 3025
65 6 6)(7) 4225
75 7 7)®) 5625
85 8 8)(9) 7225
95 9 (9)(10) 9025

o Ahora usted, profesor, verifique que los resultados son correctos.

Con este truco el estudiante no solamente sabra cémo calcular cualquier ntimero
al cuadrado por medio de un procedimiento mas sencillo de elaborar mental-
mente que la multiplicaciéon normal, sino que tendrd un procedimiento partic-
ular para el caso de los ntimeros que tienen al 5 en la cifra de las unidades,
que es muy facil de recordar y que ademads, puede deducir facilmente.

Otro truco que sirve para hacer cdlculos aritméticos, consiste en la ley dis-
tributiva.
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Ejemplo 4.2.3

l Calcula 7 x 24 utilizando la ley distributiva.

e Podemos escribir 24 = 20 + 4 y aplicar la ley distributiva:

7x24=7(20+4) = (7)(20)+ (7)(4)
= 140+ 28
168

e Entonces, 7 x 24 = 168.

e Es evidente que este procedimiento es mucho mds cémodo para realizar
operaciones mentalmente que utilizar el procedimiento normal.

La representacién geométrica de la ley distributiva que se encuentra en la
pagina 47 ayudard al estudiante a entender mejor por qué funciona.

Otra aplicacién de los productos notables en forma de truco para realizar
calculos aritméticos consiste en el producto conjugado.

Ejemplo 4.2.4
I Calcula: 39 x 41

e Debemos notar que: 39 =40 -1,y que 41 =40+1

e Entonces, multiplicar 39 x 41 = (40 —1)(40+1) = 40> -1 =1600—1 =
1599

e Truco 1: Para elevar al cuadrado un niimero de dos cifras que termina en
cero, empezamos elevando al cuadrado la cifra de las decenas y agrega-
mos dos ceros a la derecha.

e En realidad en el truco 1 estamos usando una ley de los exponentes:

(a-b)" = a™-b"
(10-k)2 = 10*-K*
100 - k2

Explicar este truco geométricamente es muy sencillo® y puede resultar muy
fructifero para los estudiantes.

Puede dibujar un cuadrado en el pizarrén y mostrar que cada lado mide 40
unidades de longitud.

3Puede ver la interpretacién geométrica del caso general del producto conjugado en la pagina
48.
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40

.

Vamos a cortar “una rebanada” del cuadrado de ancho igual a una unidad a lo
largo de cualquiera de sus lados. Asi nos quedara un rectdngulo de base 40 y
de altura 39.

,,,,,,,,,,,,,,,,,

40

—

ok

Ahora dibujamos “la rebanada” que cortamos del cuadrado a la derecha del
rectangulo.

Debe ser claro que, dado que la altura del rectangulo nuevo es 39 unidades
de longitud, y el largo del rectingulo que dibujaremos es 40 unidades, nos
sobrara una unidad. Es decir,

40° = 39x41+1
402 -1 = 39x41
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41

Igual, podemos partir de un rectdngulo de 39 unidades de altura y 41 unidades
de base. Cortamos “la rebanada” de manera que tenga un ancho de una unidad
de longitud y 39 unidades de altura. Esto nos dejard con un rectdngulo de 39
unidades de altura y 40 unidades de base.

Si colocamos “la rebanada” que cortamos antes haciendo que la altura llegue a
40 unidades, al igual que su base, veremos que nos faltard 1 unidad cuadrada,
porque la longitud de “Ia rebanada” es de 39 unidades y la base del rectangulo
es de 40 unidades. Es decir,

402 -1 =139 x 41

En palabras esto nos dice que nos falta una unidad de drea para completar el
cuadrado perfecto a partir del rectingulo de base 41 y altura 39.

Puede encontrar més trucos para aplicar los productos notables en la seccién
6.2.

El siguiente ejemplo muestra un truco para la factorizacion.

Ejemplo 4.2.5

I Factoriza el trinomio cuadrado: x*> — 12 x + 35

e Truco 1: Para facilitar la factorizacién, es una buena idea empezar calcu-
lando la mitad del coeficiente del término lineal. Elevamos al cuadrado
este resultado.

e Si el resultado es igual al término independiente, entonces se trata de
un trinomio cuadrado perfecto, si no es asf, se trata de una factorizacion
del tipo: (x +a)(x +b)

e En este caso: la mitad de —12 es igual a —6, y (—6)2 = 36 # 35, por lo
que el trinomio no es cuadrado perfecto.

e Nota: Este truco se aplica solamente cuando el coeficiente del término
cuadratico es igual a 1.
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e Se le queda como ejercicio desarrollar un truco para el caso cuando el
coeficiente del término cuadratico es distinto de 1.

e Ahora que sabemos que el trinomio no es cuadrado perfecto, buscamos
dos ntimeros que sumados den —12 y multiplicados sean 35.

o Truco 2: Empiece buscando dos ntimeros que multiplicados den 35,
porque tiene menos soluciones (enteras) que el problema de encontrar
dos ntimeros que sumados den —12.

e Pregunta. ;Cuantas soluciones enteras tiene el problema de encontrar
dos ntimeros que sumados den —12?

e Los niimeros que satisfacen las condiciones impuestas por el problema
son: —7y —5.

e Entonces, x> —12x +35 = (x — 7)(x — 5).

El profesor siempre debe suponer que el estudiante tratard de resolver su
problema de la manera méas complicada. Por eso es importante que muestre
todos los trucos que conoce.

Es importante también explicar por qué funciona cada truco. De otra manera
se corre el riesgo que el estudiante adquiera la sensaciéon de que estas cosas
solamente pueden entenderlas personas con un cerebro privilegiado, genios o
algo asi, cuando en realidad estdn al alcance de ellos.

El autor ha encontrado que muchos estudiantes captan la idea de la susti-
tucién o evaluacién de una funcién en un punto cuando se han explicado
previamente los productos notables como médquinas que transforman expre-
siones algebraicas.

El uso de figuras en lugar de literales ayuda a que capten mejor la idea. Por
ejemplo:

(x+a)? = (x)2+2(a) (x)+ (a)2
(A+0)? = (AP +2(0)(A)+ ()

Observe también el uso de los colores en los distintos términos?.
Recuerde explicar con palabras lo que dice cada término. Por ejemplo, el

término (A)2 en palabras nos estd diciendo: “Multiplica por si misma la ex-
presion /\ (que representa a un niimero).”

4En caso de que este material esté impreso en blanco y negro, lamento mucho que no pueda
notarlo. Se sugiere que utilice colores y ayude a los estudiantes a identificar los términos en base
a los mismos.
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421 Juegos de “piensa un niimero”

Este tipo de juegos estd basado en la forma como mi maestro ensefiaba el
tema de ecuaciones lineales. Dos ejemplos se mostraron como problemas
motivadores en la pagina 16.

Usted puede inventar un problema de este tipo generando ejercicios de ecua-
ciones lineales.

Por ejemplo, si usted desea que la solucién del juego sea 12, multiplique por
otro nimero, digamos, 7 X 12 = 84, y ahora sume o reste una cantidad, por

ejemplo, sumamos 6, y obtenemos como resultado 90.

Entonces, el juego para sus estudiantes sera:

Pensé un niimero, lo multipliqué por 7, al resultado le sumé 6 y finalmente obtuve 41.
¢ Qué niimero pensé?

Pida a sus estudiantes que expliquen la forma en que llegaron a la solucién.

Usted puede usar ese procedimiento para que entiendan por qué los “despejes”
se realizan de esa forma.

Por ejemplo en el ejemplo anterior, antes de que el ndmero fuera 41 le sumamos
6, esto significa que tenfamos 41 — 6 = 35. En forma de despeje tenemos:

7x+6 = 41
0
7x+6-6 = 41-6

7x = 35

Y antes de tener 35 tenfamos 35 + 7 = 5, en forma algebraica:

7x = 35

7x 35

7 7
x = 5

Después de resolver varios ejemplos numéricos puede sugerir a los estudian-
tes resolverla ecuacién:

ax+b=c

Puede basarse en el procedimiento que utilizé en el juego “pensé un niimero”
y tomarlo como una sugerencia para resolver este problema.

Intente que los estudiantes hagan todo el esfuerzo mental para resolver el
problema. Usted puede guiarle con preguntas para que los estudiantes vayan
teniendo una guia para encontrar esté la solucién.



106

Algebra

4.2.2 Numeros racionales

Supongamos que vamos a dividir algin ndmero a € Z entre 7. ;Cudles son
los posibles residuos que podemos obtener de la division? La respuesta a
esta pregunta es: “los posibles residuos que podemos obtener de la division de algiin
niimero arbitrario a € Z entre 7 son 0 (divisién exacta), 1, 2, 3, 4, 5, 6 6”. Aqui ya
no es posible obtener 7 como residuo, porque si este fuera el caso, entonces
el cociente se deberia aumentar en 1 (o como dicen los nifios en la primaria,
cabe una vez més el niimero 7 en el ntimero a) y el residuo que obtendriamos
deberia ser entonces cero.

Ahora, si vamos a expresar un ntiimero racional (fraccién) como ntimero con
decimales, suponiendo que existan decimales distintos de cero, cuando real-
icemos la division, irdn apareciendo los residuos. Estos residuos no pueden
ser sino los que hemos mencionado (para el caso del 7, tenemos que los resid-
uosson0,1,2,3,4,5066).

Entonces en algtn punto de la divisién el 3| (1)88380 -
residuo se repetird y con esto, también lo '10

hara el digito del cociente que le corre- 10
sponde (estamos suponiendo que ya esta- 10
mos en la parte decimal del denominador). 10
Por ejemplo, si realizamos la divisién 1/3

obtenemos:

En este caso hay un digito que se repite en el cociente: el 3.

Sin embargo, este no es el tinico caso. Por ejemplo, si realizamos la divisién
1/7 obtenemos:

1
0142857142857 - - - es decir, 7= 0.142857142857142857 - - -

7 [ 1.000000000000 - - - Vemos que la cadena de ntiimeros 142857
30 se repite una y otra vez. Diremos que
20 el nimero 1/7 tiene una expresion decimal
60 periddica infinita porque se va repitiendo la
40 cadena de ntiimeros 142857 una y otra vez.
50 A esta cadena de nimeros que se va repi-
10 tiendo lo llamaremos periodo. La longitud
30 del periodo es el niimero de digitos que
20 la cadena contiene. Este caso la longitud
40 del periodo es de 6 digitos. Aqui es con-
50 veniente notar que la longitud del periodo
1 puede ser 1, 2, 3, 4, 5 6 6, pero nunca serd
igual a 7, puesto que si aparece el cero
como residuo, la divisién deberia deten-
erse entonces.

Por ejemplo consideremos el siguiente caso:
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1
-=05
2

Aqui, si realizamos la divisién, veremos que como result6 cero en el residuo
no fue necesario seguir realizando la divisiéon. Entonces, el ntimero 1/2 no
tiene expresion decimal infinita, sino finita.

Ahora, se ve inmediatamente que 1/2 no tiene periodo (o si se quiere ver
desde otra perspectiva, su periodo tiene una longitud igual a uno y la cadena
consta de un digito solamente: el cero, en cuyo caso seria un nimero con
expresién decimal infinita). Entonces, es natural hacer la siguiente pregunta:
(cémo podemos saber si un ntimero tiene expresién decimal finita (como el
caso de 1/2) o si tiene expresién final infinita (como el caso de 1/7)?

Numeros decimales periddicos finitos e infinitos

Ahora consideraremos el problema de determinar qué ntimeros racionales
tienen expresién decimal finita y cudles tienen expresiéon decimal infinita.

Primero mencionaremos la respuesta a esta pregunta, y después justificaremos
este hecho.

La respuesta es como sigue: los nimeros racionales tienen expresién decimal
finita, si y solamente si, su expresién como ntimero racional en su expresién
minima (es decir, si se ha simplificado la fraccién al maximo posible) tiene en
el denominador una descomposicion en factores primos con potencias del 2 y
del 5 solamente.

Para justificar este hecho simplemente debemos notar que, en caso de que
esto sea cierto, entonces podemos escribir el niimero racional r de la siguiente
forma®:

g 2m.5n

Ahora, suponiendo que m > n, podemos multiplicar la dltima fracciéon por el
nimero 5" ~" en el numerador y en el denominador, lo que nos dara:

p gm—n . p gm—n . p gm—n . P 5m—n . p

TTgmimn T gm.mmon.5n T gm.sm . (2.5)m 10"

Ahora, es bastante evidente que cuando dividimos un ntimero por una po-
tencia de diez, por ejemplo 10", el resultado es el mismo niimero inicial, pero
con el punto decimal recorrido hacia la izquierda m posiciones, indicando que
el nimero racional tiene una expresién decimal periédica finita.

: . . 1
Por ejemplo, consideremos el ntimero r = 1

5 Aqui se hace uso de las leyes de los exponentes.
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11 1.5 5 25
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(Podremos justificar que en cualquier otro caso el ntimero racional tendra
expresion decimal infinita?

Para ver que esto es asi, simplemente debemos considerar lo mencionado en
el estudio anterior de la periodicidad. Vemos que en cualquier otro caso, la
divisién por un namero distinto de diez implica la repeticién de la cadena de
numeros a la cual hemos llamado periodo.

4.2.3 Sucesiones y series aritméticas

Ya se menciond la importancia de diferenciar entre una sucesion y una serie.

Para ensefiar este tema es una buena idea referir primero la ecuacién lineal.
Cuando basamos nuevo conocimiento en el conocimiento previo el apren-
dizaje tiene una base mas sélida y el nuevo conocimiento ayuda a reforzar el
previo.

Puede empezar recordando la ecuacién de la recta de la forma: y = mx +
b. Cuando x = 0, tenemos que y = b. Podemos definir este punto como
el término inicial de la sucesién. Si tabulamos distintos valores enteros de
x, la diferencia de dos valores enteros consecutivos que le corresponden a
la variable ¥ vemos que la diferencia siempre es igual a la constante m, la
pendiente de la recta.

En una sucesion se definen el primer término a;, la diferencia entre dos
términos consecutivos d, y a partir de estos dos datos podemos encontrar
cualquier término de la sucesion.

Es una buena idea que los estudiantes logren deducir la férmula para en-
contrar los valores de a, = a1 +d (n — 1), a partir de una tabla como la que
sigue:

n Féormula:

1 a) = ay

2 ay=a1+d
3 a3 =ay +2d
4

ag =ay;+3d

k ak:a1+d(k—l)

El estudiante debe reconocer que estamos hablando hasta aqui de una sucesién,
no de una serie.

La serie es la suma de los términos de una sucesién. Cuando estamos hablando
de una sucesion finita, estamos considerando un ntimero finito de términos.
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Cuando consideramos una sucesion infinita, hablamos de un ntmero infinito
de términos.

Si sumamos los términos de la sucesion, desde a; hasta ay, obtenemos:

iai = m+m+d)+@+2d)+ -+ (a1 +d(k—-1))
i=1

= km+d(1+2+3+---+(k—1))

Ahora consideramos la suma: 1+2+3+--- 4 (k—1), la cual se conoce como

la suma de Gauss, la cual se estudia con detalle en la pagina 38. Usando la
féormula de la suma de Gauss, obtenemos:

k—1)k

14243+ +(k—1)= %

Sustituyendo este resultado obtenemos:

keaq+d(14+2+3+---+(k—1))

e
I

(k—1)k
2
Ahora vemos que podemos factorizar el ntimero k:

éai = k~<a1+dk;1)
_ k.(zguﬂ“kz—”):k.(ww—n)

= k-ap+d

I <a1+[a1+2d(k—1)]> s <alz'”k)

Podemos generar una interpretacion geométrica muy similar a la que se mues-
tra en la suma de Gauss en la pagina 38. La diferencia consiste en que en este
caso la altura del i—ésimo rectdngulo sera de a; unidades.

—_ . C —

a1 + ag

Ay

as

a1
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Ahora observe la férmula para encontrar la serie:

k
Zﬂi=k~ <a1—;ak>

i=1

Encontramos la suma multiplicando el ntimero de términos (k) por el prome-
dio del primer y dltimo términos. Geométricamente esto significa que tomamos
la mitad, bien en forma de diagonal, como formando escalones, o bien, divi-
diendo en dos el rectdngulo, exactamente a la mitad de la altura del mismo.

k
Algunos autores utilizan la notaciéon Sy para indicar }; a;.
i=1

k
Nota 4.2.1. En caso de que sus estudiantes no conozcan la notacién ) aj, es preferi-
i=1
ble escribir: ay + ay + - - - + a, o bien Sy en su lugar.

Utilizando el método de Gauss podemos justificar de una manera mas sencilla
la férmula para encontrar la suma de los primeros k términos de una sucesién
lineal:

S = a + a;+d + -+ m+dk-1)
S = ﬂ1+d(k—1) + 111—|—d(k—2) + + a
2§ = ay + ax + a1 + ax + -+ ay + ax

Entonces, al sumar 2 S estamos en realidad sumando k veces el numero a; + a;,
y esto es igual a: k (a1 + ai). Pero no deseamos encontrar el valor de 2 S, sino
el valor de S. Asi que sacamos la mitad de 2 S y asi terminamos:

S:k(a1+ak) :k(a1+ak)

2 2

Ahora, a1 + a; dividido entre dos es el promedio del primer y el k-ésimo
términos. Geométricamente también podemos imaginar que “lo que le falta” al
término a; para llegar al promedio (a; + a;)/2 se lo proporciona el término
ag:

ag

a1

ap az ce Ap—1 dk
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Igual, es una buena idea mostrar un ejemplo antes de deducir la férmula y
con base en este ejemplo, escribir:

a =
a =

a, =

a5 =

En el ejemplo:

546

a, +d
(5+6)+6=5+2(6)

as +d
(5+2(6))+d=5+3(6)
as+d
(5+3(6))+d=5+4(6)

En general:
ap a;+d
a3 = ay+d

a4

as

= (ap+d)+d=a1+2d
= az3+d
= (m+2d)+d=a;+3d
= as+d
= (0 +3d)+d=ay+4d

y para ambos casos en general:

ag=m—+(k—1)d

y mostrar en cada linea lo que representa cada término en cada una de las
igualdades. Después continuar con la deduccién del n-ésimo término y final-
mente con la serie aritmética.

4.2.4 Factorial de cero

Empezamos dando la definicién de factorial de un ntimero.

Definicion 4.2.1

FAcTORIAL
El factorial de un niimero natural n, que se denota por n! se define como el producto
de todos los niimeros naturales desde 1 hasta n:

En muchos libros se menciona que la definicién de 0! es por convencién, 0'=1.

Pero en realidad esta definicién es una deduccién inmediata de las propiedades
del factorial. Recuerde que en matematicas todas las afirmaciones, a excepciéon
de los axiomas, deben justificarse de manera irrefutable, basandonos en las
propiedades de los objetos con los que estamos trabajando.

En particular, sabemos que el factorial del nimero k + 1 satisface:

(k+1)! = (k+1) -
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Ahora podemos sustituir k = 0 y asi obtener:

O0+1)! = (0+1)-0!
1 = 1-0

para que esta igualdad se cumpla se requiere que 0! = 1. De aqui viene esa
definicién.
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No te preocupes por tus dificultades en matemiticas. Te puedo
asegurar que las mias son todavia mayores.

— Albert Einstein.

Ensefianza de
las Matematicas
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5.1 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las funciones trigonométricas son funciones que caracterizan a un dngulo «.
Estas funciones se definen a partir de un tridngulo rectangulo, de acuerdo a
las proporciones de sus lados.

r

vV sing = = v ocscou = —
Y

x r

v cosa = — vV seca = —
r x

X

v tana = 2 v/ cota = —
x y

Puede encontrar la interpretacion geométrica de las funciones trigonométricas
en la pagina 61.

5.1.1 Identidades Reciprocas

Las demostraciones de las siguientes identidades es muy sencilla. Basta susti-

tuir las definiciones para verificar que se cumple la igualdad en cada una de
ellas.

1) sina = ! = L _Y
csc i <r> r

y

1 1
2) cosx = =5y = i
sec o (7) r

X
1 1 y

3) tana = — = ——— ==
c

La siguiente identidad es también evidente.

sin «
vV tana =
CoSs & ] _ o
Para demostrar esta identidad, escribimos:
(5) s
sinw
tana = 4 = S/ —
x

(f) "~ cosa
;
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La division por r estd justificada porque r > 0.

5.1.2 Propiedades de las funciones trigonométricas

Estas propiedades son evidentes al graficar las funciones trigonométricas a
partir del circulo unitario.

1) sina = cos(90° — ) 4) cota = tan(90° — «)
2) cosa = sin(90° — a) 5) csca = sec(90° — a)
3) tana = cot(90° — &) 6) seca = csc(90° — a)

5.1.3 Identidades trigonométricas pitagodricas

Para demostrar cada una de las siguientes debemos recordar cémo se definen
las funciones trigonométricas.

1) sina + cos?a = 1

Demostracion. . ..... ... ...ttt

Y

ey . X "
Por definicién: sina = =, y cosa = —, pero por el teorema de Pitdgoras,
r r
x,v,r satisfacen:

x2+y2 - 2
x2 yz B 2
22 T2

2 2

ORIONEE

r r
cos®a+sin*a = 1

Dividir por r? es siempre valido, dado que r > 0.

Esta es la primera identidad trigonométrica pitagoérica.

2) sec?a =1+ tan®

Demostracion. ................ .
Dividimos ambos lados de la identidad anterior entre cos? &, y obtenemos:

sina +cos’a = 1
sinfa cos?a B 1
cos2a | cos?a  cos?a
sina \ 2 cosa\2 1 2
(COSD() +(cos«x) N (cosoc)

tan2a+1 = sec u«
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3) esc?aw =1+ cot?a

Demostracion. ............... .
La tercera identidad trigonométrica pitagorica se obtiene de manera similar
a la segunda. En este caso dividimos ambos lados de la primera identidad

trigonométrica por sin? a:

sina +cos?a = 1
sina cos?w _ 1
sinffa  sin?a sin?w
sina\? cosa\2 1 \?
(sina) +<sinzx) N <sina)
1+cot?Pa = csc?a

5.1.4 Identidades de suma y diferencia de dngulos

1) sin(a 4+ B) = sina cos f + sin f cosa

Demostracion. ............. ...
Para demostrar esta identidad, empezamos dibujando los dngulos a y  de
manera que podamos apreciar la suma de los dos:

Ahora nos basamos en la interpretacién geométrica de las funciones bésicas:
Observe que la proyeccién de cada uno de los catetos de un tridngulo
rectdngulo es igual a la hipotenusa multiplicada por una funcién trigono-
métrica, seno para la componente vertical y coseno para la componente
horizontal.

Basdndonos en este hecho es muy sencillo deducir el siguiente diagrama:
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sin B sin«

sin  cosa

B sina

Ycos
=

cos B cos «

En este diagrama, podemos dibujar un tridngulo rectangulo con hipotenusa
de longitud 1, el cual se muestra en el siguiente diagrama:

y

A

sin B sina

sin  cosa

B sina

Ycos
=

cos B cos«

Y de acuerdo a la interpretacién geométrica de las funciones trigonométricas
bésicas, dada en la pdgina 60, la proyeccion vertical es equivalente a sin(a +

B)-

Encontrando el resultado buscado:
sin(a 4+ ) = sina cos B + sin B cos

Lo cual se muestra a la derecha de la figura.

2) cos(a + B) = cosa cos B — sina sin B

Demostracion. .............. ...
Utilizando la figura de la identidad anterior, podemos facilmente ver que
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3)

5)

la proyeccion horizontal es cos(a + ), y este resultado es: cos(a + ) =
cosx sin f — sina cos B.

Puede ver este resultado mas claramente si consideramos que la proyeccién
horizontal del tridngulo rectdngulo con hipotenusa 1 la obtenemos restan-
do el segmento que queda en la parte superior de la figura que mide:
sin B sina al segmento que estd sobre el eje x, y mide: cos 8 cosa.

sin(a — B) = sina cos B — sin B cosw

Demostracion. .............. ...
Aplicando las propiedades de las funciones trigonométricas que se dieron
antes, podemos facilmente deducir esta identidad sustituyendo —sin 8 en
lugar de sin(—p), y cos B en lugar de cos(—p):

sin(a+ (—B)) = sina cos(—pB) +sin(—p) cosa
= sina cosf —sinp cosa

cos(a — ) = cosw cos p+ sinw sin B

Demostracion. ................ ..
De manera semejante a la identidad anterior, podemos sustituir en la iden-
tidad correspondiente a cos(a + p) y calcular, en su lugar cos(a — B) y asi
obtenemos:

cos (x+ (—B)) = cosa cos(—p) — sina sin(—p)
= coswa cos B+ sina sinf

Esta identidad es importante en el algebra lineal al considerar el producto
punto de dos vectores.

_ tana +tanp
tan(a + ) = 1—tana tanp

Demostracion. ............. ...
Podemos utilizar la identidad de cociente para tanx, siendo x = a — By
simplificar la expresion asi obtenida:

sin(a + B)
cos(a + B)
sina cos 3+ sin f cos«
cosa cos B — sina sin

tan(a + B)




120

Trigonometria

Para simplificar esta expresién basta dividir en el numerador como en el
denominador por cos« cos fB:

tan(a + B)

6) tan(a — ) =

sinacosB  sinfcosw
. . + P

sinx cos f+sinf cosa coszxgos’ﬁ £0sT Cos fB
cosa cosf —sina sinff ;os*u(g)s/ﬁ sina sin

costwcos B cosa cos

sina  sinf

cosa¢  cosf  tana+tanf
_sina sinf  1—tana-tanp
cosa cosf

tana —tan
~ 1+tana tan B

Demostracion. ............. ...
Se procede de manera semejante al ejercicio anterior:

sin(a — B)
tan(a — ) = cos(@—p)
sinacosPB  sin fcosw
_ sinacosPB—sinf cosa coszx;os’ﬁ_f.osﬂcosﬁ
cosa cos B+ sina sin COSTC sina sin
' ’ g@sﬁﬁJr cos o cosr’;
sina  sinf
. cosoc_cos,B _ tana —tanp
- sina sinf  1+tana-tanf
cosa cos B
Aunque también podemos obtenerla sustituyendo tan(—pf) = —tanf en

donde se requiera:

dado que:

se sigue que:

tan a + tan(—p)
1 —tana tan(—p)
tanx —tan
1+ tana tan p

tan(a + (—pB))

sin B
cos f

tanf =
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cota cotp—1
cota + cot B

Demostracion. ................ .
Procedemos de manera semejante a las anteriores identidades:

7) cot(a + B) =

cot(a +p) = m
cosa cosp  simasinf
cosx cosff —sina sinff  sina sinf _sirm’g'n/ﬁ
sina cos B+ sin B cosa _simfcosﬁ_i_g'nﬂcosa
sinwsinf  sinasinf
cosay [cosf
(5 )( : )—1
sina / \ sin 8 __ cota cotf—1
cosa  cosp ~ cota +cotf
sing  sinp

Sin embargo, también podemos simplificar la deduccién de esta identidad
utilizando las identidades reciprocas:

cot(a+ B) = 1 _ 1 _ 1—tana tanp
~tan(a+pB) ( tana + tan B ) ~ tana +tanf

1 —tana tanp

Asi hemos obtenido dos resultados equivalentes para cot(a + f).

cota cotf+1
8) cot(a—p) = cot,B—fotzx

Demostracion. ............... .
Procedemos de manera semejante a la identidad anterior:

cos(a — B)
cot(a —B) = sin(a— )
cosa cosp  simasinf
cosw cosf+sina sinf  sinasinf = sinwsinP
sina cos B —sinf cosa  sinW cos B simP cosa

sinwsinf  sinasipB
(COS!X) cos 3 1
sina/ \ sinf _ cota cotf+1

cosf  cosw cotp — cotua
sinf  sina

Utilizando la identidad reciproca, simplificamos el procedimiento y obtene-
mos un resultado equivalente:

1 1 1+tanwa tan B
cot(a — B) = — = — = —
tan(a — B) ( tana — tan 8 ) tana — tan B

1+tana tan B
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O bien, podemos utilizar la propiedad: cot(—p) = — cot f:

cot(a + (—B)) = cotw-cot(—B) —1 —cota-cotp—1 cota cotp+1
- cota+cot(—B) cota—cotp  cotB— cota

5.1.5 Suma de funciones trigonométricas

1) sina +sin B = 2 sin (“;’B) cos (“;ﬁ)

Demostracion. ............. ...
Para deducir esta identidad se requieren de las siguientes:

sin(a +B) = sina cosB+sinf cosw
sin(0 —p) = sinw cosB —sinp cosw

Sumando las dos identidades obtenemos:
sin(a + B) + sin(a — ) = 2 sinw cos B

Por otra parte, si en lugar de sumar las identidades las restamos obtene-
mos:

sin(a + B) —sin(e — ) =2 sinp cosw
Ahora definimos: A = a +, y B = a — 3. Al sumar primero y restar
después, estas dos ecuaciones obtenemos:

20 = A+B = o= #
2 = A-B = B = #
Ahora sustituimos estos valores que acabamos de encontrar:
sin(a + B) +sin(a —B) = 2 sina cosp
sinA+sinB = 2sin (A—;B) cos (A;B)

Demostracion. ...............oiiiiiii
Continuando con el procedimiento utilizado para deducir la identidad an-
terior, podemos decir que, de acuerdo a las definiciones dadas,

sin(a + B) —sin(a —B) = 2sinp cosa
2 sin (A;B) cos <A—2i_B>

sinA —sin B



5.1 Funciones trigonométricas 123

3) cosa +cosf =2 cos (IXJZF’B) cos(“z‘g>

DemostraciOn. . ..........uiiii i
Ahora utilizaremos las identidades:

cos(a+B) = cosa cosf —sina sinf
cos(a —B) = cosa cosf+sina sinf

Al sumar las identidades obtenemos:
cos(a + B) + cos(a — B) = 2 coswa cos B
Y al restarlas obtenemos:
cos(a — B) — cos(a + B) = 2 sina sin B
De la misma manera, definimos: A =a + 8,y B = a — §, tal que,

__A+B ,B_A—B
) y )

Y al sustituir estos valores en las igualdades antes encontradas obtenemos:

cos(a + B) +cos(a —B) = 2cosa cosp

A+ B A—B
cosA+cosB = 2cos <;_> cos <2>

4) cosp —cosa =2 sin (”‘;ﬁ) sin (“;ﬁ)

Demostracion. ................ui
Si continuamos con el desarrollo utilizado en la identidad anterior, obtene-
mos:

cos(a —B) —cos(e+pB) = 2sinasinp

A A —
cosB—cosA = 2sin (;B) sin (ZB)

5.1.6 Otras Identidades trigonométricas

1) sin(2a) =2 sina cosa

Demostracion. ............... .
Es muy sencillo obtener esta identidad a partir de la identidad:

sin(a + B) = sina cos B + sin § cosa
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2)

3)

4)

sustituyendo g = a.

sin(a +a) = sina cosa+sina coswa

= 2sina cosa

2 2

cos(2a) = cos” a — sin“ w

Demostracion. ............. ...
Procedemos de manera semejante a la identidad anterior:

cos(w +a) = cosa cosa —sina sinw

= cos?a —sin?a

Demostracion. ............... .
Seguimos utilizando el mismo procedimiento:

tana + tana

tan(a +a4) = —m————
( + ) 1 —tana - tana
B 2 tanw
1 —tan2a

Ahora se queda como ejercicio:

e Deducir la identidad: tan(3 «), haciendo tan(x +2«).

e Deducir la identidad: tan(4 «), utilizando tan(a + 3 ) primero y luego
tan(2a 4 2a).

ws(3) = 3

Demostracion. .............. .
Para demostrar esta identidad haremos uso de las siguientes indentidades
que ya han sido demostradas:

sina +cos>a = 1

cos’a —sin®a = cos(2a)

bt
Si reemplazamos a por 5 obtenemos las siguientes identidades, igual-

mente vélidas:

2
cos? (g) — sin? (%) = cos(a)
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Al sumar estas dos tltimas identidades, obtenemos:

2c0s2(%> = 1+ cosa
cos(%) _ /1+§oso¢

5 sin (£) = /Lo

Demostracion. . ..... ...ttt
De nuevo, consideramos las identidades:

sin? (%) + cos? (%) =1

cos’ (%) — sin? (%) = cos(a)

Ahora, en lugar de sumar, restamos para obtener:

2 sin? (%) = 1—cosu
() - |

® 1—cosa
6) tan (E) " V1+cosa

Demostracion. . ..... ...ttt
Considerando las identidades:

sin x
tanx =
COS X
sin(g) B /1— cosu
2 o 2
os (g) _ 1+ cosa
2) — 2

nos damos cuenta que:

\/1—cosa 1—cosw

tan(g):72: 2 _ 1—cosa
2 /1+ cosa 1+cosa ~ V1+cosa
2

2
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7)

8)

9)

sina = 2 sin (%) cos (%)

Demostracion. ................. .
Considerando las siguientes identidades:

sin(2a) = 2 sina cos«

hacemos § = 2 «, y al sustituir este valor en las identidades, obtenemos:

sin(§) = 2 sin (g) cos <g)

que es precisamente lo que queriamos demostrar.

cosax = COS2 (%) - COS2 (%)

Demostracion. ............... ..
Igual que en el caso anterior, empezamos considerando la identidad:

2 2

cos(2a) = cos” w — sin”

y haciendo ¢ = 2«, y al sustituir este valor en las identidades, obtenemos:

CO%C)=:am2<g>-—an2<g)

Con lo que hemos demostrado lo que buscdbamos.

2 tan (6)
tana = 722“
1—t (7)
an >
Demostracion. . ...... ...ttt

Considerando la identidad:

2 tanw
tan(2a) = T~

2 tan <g>
1 — tan? <g)

y sustituyendo: ¢ = 2, obtenemos:

tan¢ =
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5.1.7 Leyes de senos y de cosenos

a b
sine¢  sinf  sinvy

1)

Empezamos con un tridngulo cualquiera.

Es claro, de la figura que h = c sin 8. Pero también, i = b siny.
Al igualar los dos valores de h encontrados obtenemos:

h=csinf = bsiny
c _ b
sin 7y sin B

Pero esa no es la tnica altura que tiene el tridngulo.

Si dibujamos otra altura Ky, como se muestra enseguida:

Ahora tenemos que hy = a sinvy, y también se cumple: h, = ¢ sina. Al
igualar estos valores obtenemos:

h) =asiny = csina
a c

sina sin 7y
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Pero ya habiamos encontrado que:

c b

siny  sinp

Entonces, por transitividad!, podemos escribir:

a b c

sine  sinf  sinvy

2) a> =b?>+c?—2bc cosu

Para demostrar la ley de cosenos empezamos realizando el diagrama que
le corresponde:

Ahora realizamos los siguientes trazos auxiliares para formar un tridangulo
rectangulo:

Ahora, aplicando el teorema de Pitdgoras, tenemos que:
X2 412 = a?
Por otra parte, también se cumple,

b+x = ccosua
h = csina

1Puede encontrar la propiedad de transitividad de la igualdad en la pdgina 70.
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Esto nos permite escribir:
x=ccosa—b
Y al sustituir estas igualdades en la primera ecuacion que obtuvimos con
el teorema de Pitdgoras,
2 _ 2 :
a° = (ccosa—b) + (csina)
= c2cos’a —2bc cosa + b? + c*sin®
= b®>—2bc cosa+ c* - (cos? a + sin® i)
b? +c* —2bc cosw

2

porque, cos® a + sin? « = 1.

De manera semejante podemos demostrar las siguientes identidades equivalen-
tes a la anterior:

3) B2 =a?+c?—2ac cosp 4) 2 =0a%4+b>—2ab cosy
JOA— absiny acsinf  bcsina

2 2
Donde: A es el drea del triangulo con lados 4, b, c.

Para demostrar esta férmula, simplemente dibujamos un tridngulo con lados
a,b,c, lados opuestos de los angulos «, 3, v, respectivamente.

El 4rea del tridangulo se define como base por altura entre dos. La altura en
cada caso es un lado por el seno del angulo que forma la base con otro lado
adyacente. El drea del tridngulo es la mitad del producto de la longitud de la
base, por la longitud del lado adyancente por el seno del angulo.

Por ejemplo, del siguiente tridngulo:

inmediatamente vemos que la base del tridngulo es b, la altura h = ¢ - sina, y
el drea es el semiproducto de la base por la altura, es decir,

be sina
2

De manera semejante podemos deducir las otras dos férmulas.

A=
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Sugerencias para la ensenanza

“¢Podria decirme, por favor, qué camino debo seguir a partir de
aqui?” —"Eso depende mucho de a dénde quiera llegar”.

— Lewis Carrol (Alicia en el pais de las maravillas)

Ensenanza de
las Matematicas
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6.1 COMO ENSENAR

¢Por qué debemos formar profesionales si podemos criar
cientificos?

— Julio César Sanjuan Gonzélez.

e Haga preguntas frecuentemente
Preparar preguntas adecuadas al nivel de cada estudiante ayuda a ho-
mogenizar el nivel de los estudiantes en el grupo.

Cuando el estudiante debe responder a una pregunta debe primero or-
denar sus ideas.

No exija que el estudiante conteste inmediatamente. Ayude dando algu-
nas sugerencias o realizando otras preguntas para guiarlo a la solucién
de la pregunta inicial.

Sugiera dar explicacién a problemas para que puedan entender el con-
cepto de manera mds profunda. Cuando los estudiantes intentan expli-
car un procedimiento o solucién primero deben haberlo entendido. Asi,
muchas veces se dardn cuenta por qué el procedimiento se realiza de esa
manera.

En cada oportunidad los estudiantes deben expresar sus ideas. El profe-
sor de esta manera puede identificar errores en la forma del pensamiento
(l6gica) o en las interpretaciones incorrectas sobre las propiedades de un
objeto matemaético, por ejemplo, una funcién.

Permita que los estudiantes resuelvan problemas, no ejercicios. Un ejer-
cicio sirve para que los estudiantes puedan memorizar un procedimiento
y mecanizarlo. Pero un problema les ayuda a construir la base del pen-
samiento 16gico y poder profundizar en su entendimiento de ese objeto
matemadtico.

Cuando un estudiante logra resolver un problema adquiere otra visién
de las matemaéticas. No se las imagina como un conjunto de reglas y
conceptos, vocabularios, etc., que deben ser memorizados, sino de una
ciencia que les ayuda a mejorar las condiciones de vida y a mejorar la
situacioén local, nacional e internacional.

Recuerde que los estudiantes necesitan aprender los principios de las
matemadticas, adquirir habilidades de razonamiento y madurarlas en
el proceso de aprendizaje, entender cudndo y por qué es aplicable un
método y entender para qué le sirven esos procedimientos.

Trate de proponer preguntas abiertas durante su clase. Los estudian-
tes deben sentir que cada pregunta es un reto alcanzable. De otra
forma, una vez que resuelvan la cuestién no sentirdn que merezcan un
crédito por su respuesta o solucién. Asi ellos adquieren confianza en
que pueden resolver problemas cada vez méds dificiles y reconocen que
estdn aprendiendo.
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No se recomienda realizar preguntas del tipo [si/no] o [falso/verdadero],
aunque algunas veces resulta conveniente. Este tipo de preguntas la
mayoria de las veces no exige de un pensamiento profundo, a menos
que para contestarla se requiera de un procedimiento tal vez nuevo o
desconocido.

Por ejemplo, si la pregunta es:

En Chiapas, afio con afio se talan clandestinamente drboles. Segiin la revista X,
cada afio se talan 25 hectdreas de la selva. Se sabe que en el afio 2000 habia 120
hectdreas de selva en un municipio particular de Chiapas y ademds, el Ejército
Mexicano estd colaborando con la reforestacion de la selva de manera continua,
precisamente donde se han encontrado claros de selva. Si el Ejército Mexicano
logra reforestar 35 hectdreas por afio, y se requiere que los drboles tengan una
edad de 35 afios para que se considere explotable, ;tenemos suficiente selva para
que, si esas condiciones continuan como hasta hoy, la selva de ese municipio se

siga explotando hasta el afio 20507

Responder si 0 no a esta pregunta requiere de un procedimiento que no
es inmediato.

Aqui podemos aprender otra leccién: en matematicas, la respuesta a una
pregunta no siempre es un ntimero o una ecuaciéon. En este caso se trato
de un si o un no.

La voz es importante

Algunos profesores a pesar de que saben mucho de matematicas, y en re-
alidad creo que tienen muy buen nivel de matemaéticas, que sobrepasan
por mucho lo que normalmente ensefian en sus aulas, son muy ordena-
dos en sus clases, encadenan sus argumentos de manera légica y con-
structiva, pero para desgracia de nuestro sistema educativo, tienen un
tono de voz que, segtn sus alumnos, “los arrulla”...

Cuando explicamos un concepto no solamente es importante propor-
cionar ejemplos ilustrativos que saquen el mayor provecho del esfuerzo
mental que el estudiante realiza para entenderlo, sino que también ese
desempertio se ve afectado por la forma como se expone.

Cuando la voz del profesor es monétona, cuando se habla siempre a
la misma velocidad, sin cambiar el volumen de la voz, sin enfatizar los
puntos importantes, cuando no utiliza ademanes, y peor atin, cuando
le habla al pizarrén... los estudiantes tienden a perder la atencién con
extrema facilidad. ;Qué mds se requiere, si la materia de por si es con-
siderada como la menos atractiva por el promedio de los estudiantes en
nuestro pais?

Por otra parte, el autor ha reconocido, a través de revisar varias dece-
nas de entrevistas en documentales y en television, que las personas que
més atencién ganan de su auditorio son las que hablan a una veloci-
dad relativamente répida, respecto a como hablamos normalmente (por
ejemplo, Dr. Alan Wolf del documental What the bleep do we know), los
ademanes les sirven para enfatizar los puntos importantes, cambian el
volumen de la voz cuando se quiere hacer incapié en la importancia de
un punto o de un argumento en la cadena de razonamientos.
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Evidentemente, no es de lo méas sano para el ambiente en el aula que
el profesor se la pase dando cétedra cada segundo de la clase. Dirigir
preguntas a los estudiantes ayuda mucho a la evaluacién diagnéstica
por parte del profesor para tener una idea de qué tan profundo puede
abordar un tema o un problema, indicarle a los estudiantes (no explicita,
sino tacitamente) que se requiere de su estudio extra-clase para poder
continuar sin rezagarse en el curso, preparar actividades en equipo les
ayuda a desarrollar el espiritu de cooperacién y tolerancia.

Sin embargo algunos temas requieren de una buena dosis de partici-
pacion del profesor y éste debe prepararse para sacar el mayor provecho.

La oratoria ayuda, pero no es suficiente. Se requiere frescura, espiritu
motivador, entusiasmo, carisma... que en mi opinién, tiene todo aquel
que en realidad estd convencido de que todo el mundo deberia entender
las matemadticas, precisamente porque se crearon para eso: para facili-
tarnos la vida y para poder seguir creciendo en lo personal, cultural,
intelectual, cientifico, tecnolégico... como personas individuales y como
seres humanos, como raza...

Trate de hacer un diagndstico honesto de su situacién y busque maneras
de mejorar su estilo de enseflanza y asi mejorar su clase. Sus estudiantes
lo agradeceran.

No se preocupe si el cambio no ocurre de un dia para otro... De hecho,
lo mejor es que se dé una transicién suave, para el bien de su clase y de
usted.

Importante: No es suficiente con enganchar a los estudiantes con bro-
mas o comentarios que llamen la atencién. Debe ocasionar en el estu-
diante la necesidad de entender un concepto. El estudiante debe hacer
un esfuerzo mental por resolver el problema que usted propone. No es
facil lograr eso con un grupo completo, pero es posible.

e Relacionar distintas ramas de las matemaéticas
En matematicas, es muy frecuente encontrar una telarafia de relaciones
entre sus distintas ramas.

Un concepto de algebra basica puede explicarse a través de una in-
terpretacion geométrica, una operacion aritmética puede representarse
con rectdngulos, el resultado de un problema de probabilidad puede
aclararse con la teorfa de conjuntos, las propiedades del determinante
pueden ser explicadas a partir del concepto de area, el resultado de una
integral definida puede ser un trabajo, presién, drea, volumen, masa,
etc., la antiderivada de una funcién es una familia de funciones (no un
escalar, como la integral definida), la derivada de una funcién puede in-
terpretarse como una razén de cambio, que a su vez nos indica algo ac-
erca del proceso que modela la funcién que derivamos: podria tratarse
de la cantidad de carga eléctrica que pasa por una seccién transver-
sal de un conductor por unidad de tiempo, qué tan rdpido se acumula
un medicamento en la sangre de un paciente, el crecimiento de una
poblacién conforme avanza el tiempo, etc.

Los estudiantes aprecian mejor el valor de las matematicas cuando tienen
a su alcance (intelectual) ejemplos donde se aplican los conceptos que
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estin estudiando.

Cuando una persona sabe para qué le sirve una cosa, se empieza a
interesar en adquirirla, entenderla y usarla. Cuando tiene que reali-
zar un procedimiento y todavia no conoce para qué le sirve o para
qué le servird, de manera natural su cerebro empieza a discriminarlo,
dejandolo de lado, dando prioridad a las cosas que sabe cémo podra
utilizar.

Los problemas motivadores son el arma principal para que los estudian-
tes empiecen a dar el valor a las matematicas que se merecen.

Obviamente, mientras més libros consulte en busca de aplicaciones de
un concepto particular, més rica podrd presentar su clase y mayor probabi-
lidad de éxito tendra.

Recuerde, cada estudiante tiene intereses particulares distintos. Es cierto
que los jévenes tienen muchas cosas en comun, pero también las diferen-
cias son importantes.

Considere, por ejemplo, el caso de las personas que estin interesadas en
el aprendizaje de la musica. A ellos les interesa mucho la lectura de las
partituras, para lo cual requieren del 4gil uso de las fracciones. A otro
estudiante tal vez le atraiga la medicina. Tal vez le parezca interesante
saber que ocho décimas partes del calor que perdemos los humanos se
cede al aire atmosférico a través de la cabeza, siendo que la superficie
de ésta es mucho menor que la del resto del cuerpo. Otro estudiante
puede estar interesado en los negocios, tal vez le sirva saber cémo cal-
cular porcentajes a partir de fracciones. Alguien mads interesado en la
tecnologfa, podrad encontrar igual que reducir a la mitad el tamafio de
los procesadores de computadora puede costar el doble, triple, etc., de
dinero, dependiendo del avance tecnolégico. Alguien interesado en pin-
tura tal vez desee conocer las proporciones para, a partir de los colores
bésicos obtener otros.

Alguien maés interesado en la ciencia ficcién, tal vez le motive resolver
el problema de calcular el tiempo que requiere la luz del sol en llegar a
la tierra, o saber cudntas vueltas da la luz a la tierra en un segundo, o
cudnto tiempo tardaremos viajando a la velocidad de la luz en llegar a
una estrella “cercana”, etc. A alguien interesado en el disefio puede mo-
tivarlo encontrar el méximo volumen de la caja que podra construir con
una hoja de papel, o conocer las relaciones entre los distintos sistemas
de medidas, etc.

A alguien interesado en la computacién le motivardn los sistemas de
numeracién, y saber que los polinomios no son sino una generalizacién
de estos sistemas de contar. Realizar operaciones con polinomios serd
maés sencillo para todos si entienden esta generalizacién. Cualquier op-
eracién con polinomios es una extension de las operaciones con ntimeros.

Dar definiciones claras para los estudiantes, pero precisas
Investigue cada definiciéon y busque ejemplos practicos donde pueda
aplicarla.

Cada definicién debe darse por primera vez de manera que los estudian-
tes logren captar la idea con los conceptos que ya han formado en su es-
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tudio previo. Es buena idea relacionar un concepto nuevo con un evento
o fendmeno natural que les sea cotidiano.

La simetria aparece en la anatomia de la mayoria de los animales, las
cdnicas aparecen en distintos fenémenos (las trayectorias de los planetas
alrededor del sol son elipses, la trayectoria de una piedra que fue lan-
zada es una pardbola, una hipérbola se aplica en la medicién de tiempo
de transmisién de sefiales desde fuentes que estdn en movimiento, la
circunferencia se utiliza en el movimiento rotatorio del planeta o de giro
de muchas partes de motores...), las funciones trigonométricas aparecen
también en muchos fenémenos, el teorema de Pitdgoras tiene también
multiples aplicaciones, etc.

e Aplicar en distintos contextos cada concepto
Para que el aprendizaje sea significativo para el estudiante, éste debe ver
cémo utilizard ese conocimiento en la vida real o en otras ramas de la
matematica.

Por ejemplo, en el caso de la divisién, tenemos tres casos:

- Solucién tnica, por ejemplo cuando dividimos diez entre cinco.
- Ninguna solucién, por ejemplo, cuando dividimos diez entre cero.

- Un ntimero infinito de soluciones, por ejemplo, cuando dividimos
cero entre cero.

Este mismo concepto puede aplicarse en la solucién de sistemas de ecua-
ciones lineales, gracias a la regla de Cramer.

— Cuando el determinante del sistema de ecuaciones es distinto de
cero, tenemos solucién tnica.

— Cuando el determinante es igual a cero, y las rectas son paralelas
y distintas una de la otra, el sistema de ecuaciones no tiene ni una
solucién.

— Cuando el determinante es igual a cero, y una ecuacién es multiplo
de otra, el sistema de ecuaciones tiene un ntimero infinito de solu-
ciones.

Siempre que sea posible, de acuerdo a la naturaleza del tema, empiece
la clase con preguntas aplicadas para motivar las definiciones que los
estudiantes deben aprender en esa clase.

Haga el mayor esfuerzo por mostrar ejemplos iniciales que tengan un
contexto que le sea familiar al estudiante.

Utilice espejos para explicar simetria, problemas de distancias en geo-
metria analitica, construcciéon de cajas en algebra, cercado de terrenos
en geometria plana, uso de celulares en el calculo de distancias (por
cuestiones de la senal), etc.

Tenga siempre en mente que el estudiante debe poder describir proce-
sos que ocurren alrededor de él de una manera completa y correcta de
acuerdo a ciertos conceptos que ha adquirido en clase y debe ser capaz
de asociar estos conceptos con el conocimiento previo.
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Muchas veces los estudiantes cuando se les pregunta qué es una deri-
vada, o cémo debo intrepretarla, siempre contestan: “es una recta tangente
a la funcién que se derivé...”, y es correcto, pero esta respuesta no muestra
un entendimiento profundo.

Un proceso adecuado para presentar un tema es el siguiente:

i. Prepare a los estudiantes con una pregunta (capte la atencién)
Una derivada es la mejor aproximacién lineal a una curva en la
cercania de un punto. Este concepto puede aproximarse con la
siguiente pregunta: “;Por qué creen que durante mucho tiempo los hu-
manos creyeron que la tierra era plana?”.

Seguramente habra muchas respuestas, pero lo que el profesor debe
hacer notar es que el radio de la tierra es muy grande comparado
con la altura del ser humano. Esto implica que una persona sola-
mente puede ver alrededor de él una parte muy pequefa de toda
la superficie de la tierra.

ii. Transmita la solucién de la pregunta
Si trazamos un circulo! muy grande, y una recta tangente a él,
podemos observar que cerca del punto de tangencia, la recta y la
circunferencia se confunden, es decir, la recta es una muy buena
aproximacioén de la circunferencia en la cercania de un punto. Por
eso crefan que la tierra era plana.

iii. Motive la definicién que desea explicar
Bueno, de ahi para adelante, es tarea suya continuar con més ejem-
plos donde pueda explicar cudndo se requieren aproximaciones
lineales a procesos que no lo son, dar la definicién de derivada,
su interpretacién geométrica, etc.

iv. Aplique el conocimiento en otros contextos
No es necesario que desde la primera clase resuelva problemas apli-
cados utilizando la derivada para su solucién. Simplemente puede
mencionar al final de clase qué otros tipos de problemas se resuel-
ven con éL

Por ejemplo, si atamos una piedra con una cuerda y le hacemos
dar vueltas alrededor nuestro (sobre nuestra cabeza), la velocidad
de la piedra, para su estudio se descompone en dos, una tangen-
cial (aquf entra el concepto de derivada) y otra radial... (muestre el
diagrama correspondiente y explique por qué se involucra el con-
cepto de derivada), si una funcién (del tiempo) nos ayuda a prede-
cir la poblacién de una especie animal, la derivada nos dice qué tan

1Ya sabemos que la tierra no es una esfera perfecta, pero podemos suponer esto con el fin de
explicar la respuesta a la pregunta inicial.
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répido crece la poblacién en cada unidad de tiempo, si la funcién
nos dice la distancia recorrida por un paracaidista, la derivada nos
dira qué velocidad lleva en un instante de su trayectoria, etc...

v. Mencione la definicién formal
Muchas veces los estudiantes se quedan con la definicién mas elemen-
tal de un concepto debido a que al inicio se di6 la definicién formal,
cuando no tenian un panorama general del concepto y no pudieron
captar la esencia del mismo.
Después de mencionar varios ejemplos es hora de mostrar la definicién
formal de derivada. El estudiante debe reconocer que la derivada
es un limite. Cuando vea la notacién:

By . fe A - f(v) _dy

lim —= = =
Ax—0 AX  Ax—0 Ax dx

el estudiante debe entender que Ia fraccién que aparece a la derecha
no es en realidad un cociente de dos cantidades, sino el limite del
cociente de dos cantidades cuando el denominador se acerca mu-
cho a cero.

Si usted motivé el concepto con un problema de fisica, por ejemplo,
caida libre, puede graficar posicién vs. tiempo y explicar la inter-
pretacion geométrica de la derivada de la funcién en un punto y asi
motivar la definicién formal. Muchos libros de célculo introducen
el concepto de derivada con la interpretacién geométrica, lo cual es
también buena idea.

Algunas veces la forma como explicamos la solucién de algunos
problemas que involucran la diferencial, parece sugerir que la deri-
vada es un cociente cuando en realidad se trata de un limite, pero
no es asi... He aqui la importancia de que el profesor conozca con
profundidad cada concepto que debe explicar en clase.

vi. Prepdrese para lo peor...
Imagine que un estudiante le preguntara: “Si la derivada no es un
cociente, entonces ;jpor qué dice usted que pasamos dx multiplicando del
otro lado para integrar ambos lados de la igualdad? Si tratamos igual al
limite como a un cociente para el despeje, ;qué tiene de distinto?”

Evidentemente, esta pregunta ocurrird cuando estén estudiando el
concepto de diferencial.

e Mostrar los trucos
A lo largo de este libro puede encontrar muchos artificios matematicos,
a lo que el autor prefiere llamar “trucos.”

Los estudiantes sienten emocién al saber cémo realizar un célculo men-
tal de manera répida, pero mas entusiasmo les da el saber por qué fun-
ciona el truco. De esa manera las ideas que tienen en su banco de infor-
macién acumulada sigue creciendo y relacionando cosas que parecian
estar desconectadas.

Es muy buena idea mostrar los trucos al ensefiar mateméticas porque
los estudiantes entonces se dan cuenta de que las matematicas si tienen
sentido y que son capaces, no solo de entenderlas, sino de explicarlas.
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Para ubicar de manera rdpida algunos trucos que se comparten en este
libro y que puede utilizar en clase lea el ntimero de pagina del truco que
le interese en el indice alfabético?.

o Indicar los casos especiales o particulares

v Divisién por cero (los dos casos)
Cuando dividimos dos ntimeros, por ejemplo,

el resultado nos indica que el dividendo (el numerador, 27 en este
caso), es 9 veces mds grande que el divisor (3 en este caso).

Otra forma de interpretar este mismo resultado consiste en que
3 x 9 = 27. Es decir, para resolver la divisién, para encontrar el
cociente (9), buscamos un ntimero que multiplicado por el divisor
(3) dé como resultado el dividendo (27).

Cuando consideramos el caso:

27

H - x
necesitamos encontrar el nimero x tal que al multiplicarlo por 0,
obtengamos como resultado 27.
Pero cualquier ntimero multiplicado por cero da cero. Esto indica
que no existe algtin nimero que sea el resultado de dividir 27 entre
cero.

Podemos considerar ahora el siguiente caso:

0

5=

Debemos encontrar el ndmero y tal que al multiplicarlo por 0 nos
dé cero. Pero, como ya dijimos, cualquier ntimero multiplicado por
cero es igual a cero. Esto nos indica que en este caso tenemos un
niimero infinito de soluciones, porque cualquier valor que asignemos
a y satisface: y x 0 = 0.

Debe notar que no es que la solucién de la divisién sea infinito.
Hay un ntimero infinito de soluciones distintas, pero ninguna de
ellas es infinito. De hecho, el resultado de una divisién siempre es
un ndmero, y como ya sabemos, infinito no es un nimero, sino una
expresion que nos indica que algo no tiene fin>...

¢Entonces, por qué algunos libros dicen que 1/0 = c? En calculo
estudiamos los limites. Es erréneo afirmar 1/0 = oo, porque el
resultado de una divisién siempre es un ntiimero. Ojo, solamente
un nimero debe satisfacer la condicién. En el caso de 0/0 tenemos

2El indice alfabético aparece al final del libro

3Considere la siguiente experiencia de un matematico con su hijo. “Papd, scudl es el niimero
mds grande?” A lo que el padre responde: “Caramba! Hijo, infinito...”. Y su hijo prosigue: “Ah!,
gracias... me acabas de ahorrar mucho trabajo. Infinito uno, infinito dos, infinito tres, ...” Moraleja:
infinito no es un nimero.
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muchas soluciones distintas, y en el caso de 1/0 no existe ninguna
solucién. Por esto decimos que no podemos definir la divisién por
cero.

Volviendo al caso de 1/0 = oo, en los libros de célculo se refieren
al siguiente hecho:

Pero un limite no es lo mismo que un cociente. Ciertamente esta-
mos calculando el limite de un cociente, pero el resultado no es el
de una divisioén, sino el de un limite.

Mucho ojo con las definiciones. Es importante que haga notar la
diferencia entre los estudiantes, pues pueden facilmente confundir
los conceptos.

v Por qué cuando sacamos raiz cuadrada se presentan dos signos...
Esta pregunta surge casi siempre que se estudia por primera vez el
despeje y se consideran términos cuadraticos o cuando se estudia
la solucién de las ecuaciones cuadraticas, por medio de la férmula
general:

‘e —b+ Vb2 —4ac
N 2a

Aqui es importante empezar traduciendo a palabras lo que una
ecuacién cuadrética sencilla nos dice. Por ejemplo, “;Qué nos dice
en palabras la ecuacién: x> = 16?”, pues nos dice: “Pensé un niimero...
cuando lo multiplico por si mismo obtengo 16... ;Qué niimero pensé?”.

Los estudiantes facilmente encontrardn la solucién positiva: x = 4.
Pero este problema no tiene solamente una solucién. En el caso de
que x = —4, la ecuacién también se cumple, es decir: (—4)? = 16.
Ellos deben entender que el signo =+ indica que hay dos soluciones
en esa ecuacion. Una de ellas es positiva y la otra negativa.

En el caso de la férmula general, y dependiendo del orden de los
temas, en caso de que ya hayan estudiado las funciones cuadraticas,
pueden explicar la interpretacién geométrica de las raices de una
ecuacién cuadrética con el siguiente diagrama:
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y=ax*+bx+c

Del diagrama se observa que el eje de la parabola esta en la coorde-
nada x, = —% y que las raices de la funcién estdn en los puntos*
X1y X2.

Podemos escribir la férmula general de la siguiente manera:

b n Vb2 —4ac

2a 2q
que en realidad significa:
o = —ﬁ—i- b2 —4ac
7 24 2a
b Vb2 —4ac
X = —pm—————
2a 2a

Ahora, del diagrama podemos ver que x; estd a la derecha de

. . ags Vb2—
xy. Esto es asi porque sumamos una cantidad positiva: %.
Entonces los estudiantes facilmente podran deducir por qué x, estd
a la izquierda de x;, pues se le ha restado la misma cantidad.

Si consideran en clase que conforme el vértice de la parabola va
trasladdndose verticalmente la longitud x; — x,, es decir, el valor

de ¥ b2—4ac

+75 % va disminuyendo, caerdn en cuenta de que cuando ese
namero es cero, las dos raices de la pardbola coinciden en el mismo
punto del eje x. Esto es, si x; — x, = 0, se sigue que x1 = xy.
Pero si van més ayd y consideran el caso en que la parabola no toca
el eje x, podrédn ver que la férmula no tiene sentido... y entonces
puede introducir los nimeros imaginarios y después los niimeros
complejos.

“En este ejemplo consideramos que las raices de la funcién cuadratica son reales y distintas.
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6.1.1 Solucién de problemas

Existe un método infalible para resolver cualquier problema. Todo el mundo
lo conoce, pero generalmente no lo toma en cuenta de una manera consciente.

El algoritmo de este método es el siguiente:

0. Entiende el problema completamente.
Intenta un procedimiento.
2. ;Encontraste la solucién?

=

v SI: Ir al paso 5
v NO: Ir al paso 3

3. Intenta otro procedimiento.
4. Iralpaso 2
5. Fin

Moraleja: Lo importante es que no nos rindamos ante un problema.

El paso 0 se incluye, y se enumera con el namero cero, porque cuando alguien
intenta resolver un problema se entiende que ya lo comprendié completa-
mente.

No tiene ningtn sentido intentar resolver un problema cuando no se ha en-
tendido. ;Cémo esperamos encontrar la respuesta de una pregunta que no se
ha entendido completamente?

Es importante hacer mencién que en matematicas, el tipo de problema sugiere
el tipo de metodologia a utilizar para su solucién. Eso no significa que todos
los problemas tengan un método tnico de solucién. De hecho, lo mejor es
permitir que los estudiantes apliquen su creatividad para resolver problemas.

Imagine que el profesor que le ordené sumar 1+ 2+ --- 4 100 a Gauss®, le
hubiera exigido sumar un nimero detrds de otro hasta llegar a 100. A pesar
de que Gauss tenia una solucién mucho maés eficiente, hubiera tenido que
forzarse a trabajar de acuerdo a lo que el profesor hubiera ordenado.

Ciertamente no tenemos a Gauss en el aula de clase, pero eso no significa que
los estudiantes no deban intentar sus propias metodologias.

Una de las tareas del profesor es motivar a los estudiantes para que intenten
resolver los problemas de una manera que ellos puedan justificar. Si ellos
entienden por qué pueden utilizar el procedimiento que estdn utilizando,
podran considerar mas caminos para llegar al mismo lugar, lo cual es no
solamente muy saludable, sino también muy deseable.

Sugerencias

5La suma de Gauss aparece en la pagina 38.
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Para resolver problemas frente a clase existen algunas estrategias que han
probado ser muy efectivas para lograr un aprendizaje de calidad. Enseguida
se muestran algunas.

v  Entiendan el problema

Asegtirese que todos los estudiantes del grupo entienden completa-
mente el problema y las condiciones que el mismo impone. De otra
forma la discusién no tendré el efecto que usted espera, o peor atn,
causarda confusién entre los estudiantes de los conceptos y procedimien-
tos que usted explique.

v Usar tablas, diagramas y dibujos

En muchos problemas una tabla o un diagrama ayuda a visualizar y
entender mejor el problema. Algunas veces el texto del problema sugiere
més una idea visual, que a su vez ayuda a los estudiantes a traducir esas
ideas a ecuaciones.

Por ejemplo[5]:

Un laboratorista cuenta con dcido sulfiirico (HySO4) al 30% de concentracion.
Desea obtener 100 mL de ese dcido con una concentracion de 12%. ;Cudntos
mililitros de agua y cudntos del dcido debe mezclar para obtener la solucion
quimica que necesita?

Una tabla ayuda a ordenar la informacién y esta misma tabla sugiere
cémo escribir la ecuacién para la solucién del problema:

Volumen Concentraciéon Acido
(mL) (%) (mL)
H,SO, 100 — x 30 0.30 - (100 — x)
Agua X 0 0
Nueva Solucién 100 12 0.12 - (100)

De manera semejante, pudimos haber dibujado tres matraces, correspon-

diendo cada uno a la solucién original de HySO4 al 30%, Agua y H,SO4

al 12% (la mezcla que obtendremos al mezclar los dos anteriores). Escribi-
mos los datos conocidos (que estan incluidos en la tabla) encerrados en

los matraces que corresponden y de ahi escribir la ecuacién:

0.30- (100 — x) = 0.12 - (100)

v Interpretar cada parte de la ecuacién en palabras

Esta parte no siempre es sencilla, pero en los casos en que si sea, es muy
conveniente traducir a palabras para que el estudiante pueda reconocer
qué partes de la ecuacién representan qué condicién del problema.

En palabras, la ecuacién del problema anterior dice: “La cantidad de dcido
que se obtenga del HySOy4 al 30% (miembro izquierdo de la ecuacién) debe
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ser igual al dcido que debe contener la nueva solucion (miembro derecho de la

ecuacion).”
030- (100 —x) = 0.12-(100)
Cantidad de acido que contienen o Cantidad de acido que
los (100 — x) mL de &cido al 30% a contendran los 100 mL al 12%

Ahora, esto puede parecer una contradiccién para algunos estudiantes...
lo que significa en realidad es que la cantidad de acido (puro) que se
provee de la solucién inicial (HSOy4 al 30%) debe ser la cantidad que
haga una nueva solucién al 12%.

v Interpretar el resultado de acuerdo al contexto del problema (traducir
a palabras)

Este problema es muy sencillo, y su solucién es inmediata:

0.30- (100 —x) = 0.12-(100)
30—03x = 12
30—-12 = 03«
8
03
x = 60

El estudiante debe reconocer que x representa la cantidad de agua que
debe incluir la mezcla, porque 100 — x es la cantidad de dcido que debe
contener (por eso multiplicamos a esta cantidad por la concentracién de
la solucién inicial: HySOy al 30%).

Haga énfasis en no cometer el error de considerar al valor de x como la
solucién del problema, porque eso ocurre frecuentemente.

Los estudiantes resuelven correctamente el problema, pero interpretan
incorrectamente el resultado, porque suponen que el valor que buscan
es el primero que encuentran.

v Verificar que la solucién encontrada realmente satisface las condi-
ciones del problema

Este paso nos ayuda a detectar errores en el procedimiento que utiliza-
mos para resolver un problema.

En el ejemplo del HySO4, basta verificar que si agregamos 60 mL de
agua, los otros 40 mL deben ser de HpSOy4 al 30%.

De los 40 mL de la solucién inicial, el 30% es acido puro, es decir: 0.30 x
40 = 12 mL. Y dado que el agua no contiene dcido, los 100 mL de nuestra
nueva mezcla contendrd 12 mL de 4cido puro, con lo que obtendremos
una solucién al 12% de H»SOy.

v Identificar problemas sin solucién fisica

Este tipo de casos ocurren frecuentemente porque algunas veces es im-
posible, fisicamente, resolver un problema.
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Por ejemplo, basdndonos en la informacién del problema anterior, considere-
mos que el laboratorista no desea obtener una nueva solucién de HySO4
al 12%, sino al 50%. La ecuacién que obtendriamos en ese caso sera:

0.30 - (100 — x) = 0.50 - (100)

y su solucién es:

0.30- (100 —x) = 0.50-(100)
30—03x = 50
30-50 = 03x
.U
03
x = —66.6

Pero es imposible agregar —66.6 mL de agua, porque se trata de un
numero negativo.

Este resultado nos estd diciendo dos cosas:

e Fisicamente no podemos agregar agua para obtener una solucién
al 50% de acido a partir de una solucién (de ese acido) al 30%.

e Lo que debemos hacer en realidad es remover 66.6 mL de agua® que
ya contiene la solucién al 30% para obtener la solucién de acido al
50%.

Esto es porque se le agregé mds agua de la que se requeria para que
tuviera 50%, de manera que la concentracién llegé hasta el 30%. Si
se hubiera agregado menos agua (“heme aqui...”, dijo el signo menos)
hubieramos conseguido una solucién con mayor concentracién.

El hecho de que es imposible aumentar la concentraciéon de una solucién
agregandole agua es evidente, y esto nos ayuda a descubrir que la
solucién de este problema (desde el punto de vista fisico) es imposi-
ble cuando observamos que nos estdn pidiendo preparar solucién con
concentracién mayor a la solucién que nos dieron para prepararla.

v Identificar problemas sin solucién matematica

El caso anterior si tenia solucién matematica, aunque esta solucién no
tenia sentido fisico.

Sin embargo, en algunos casos obtendremos problemas en los que la
ecuacién que obtengamos no tendrd, ademds, solucién matematica.

Considere, por ejemplo el caso en el que se requiriera, a partir de la
solucién de HySOy4 al 0% se tuviera que preparar una nueva solucién
con un 10% de concentracién. La ecuacién ahora sera:

0- (100 — x) = 0.10 - (100)
y al realizar las operaciones indicadas obtenemos:

0=10

6Por cada 100 mL de solucién de ese acido.
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lo cual no tiene sentido.

Y es que el problema en si no tiene sentido... lo que nos estd diciendo
esta igualdad (sin sentido) es que es imposible preparar una solucién de
H,S0; al 10% a partir de agua, que es en si una solucién de HySO, al
0%.

v Enfatizar cudndo funciona y cudando NO

Cuando un profesor utiliza un procedimiento para resolver un problema,
o un fruco para resolver una parte del mismo, por ejemplo para realizar
un célculo, debe especificar a los estudiantes por qué funciona ese truco
o procedimiento y en qué casos no va a funcionar.

Por ejemplo, si se requiere calcular 75, y utiliza el truco que aparece
en la pagina 100, indique que solamente funciona para ntiimeros de dos
cifras que terminan en 5.

Otro caso, por ejemplo si desea mostrar un truco para multiplicar por
21, por ejemplo, funciona el siguiente: dublica el otro factor, dgregale un
cero a la derecha y stimalo...

Por ejemplo, 21 x 34 puede calcularse como sigue:

v Duplicamos el otro factor: 34 x 2 = 68

v/ Agregamos un cero a la derecha y obtenemos 680.

v Finalmente sumamos el factor 34: 680 4- 34 = 714
Esto puede justificarlo de la siguiente manera: supongamos que quere-
mos encontrar 21 x k.

1. En el primer paso encontramos: 2 - k

2. En el segundo paso agregamos un cero a la derecha, que es equiv-
alente a multiplicar por diez. Asi obtenemos: 20 - k

3. Finalmente, en el tercer paso sumamos el niimero k, es decir, obtene-
mos: 20k +k =21k
Usted debe mencionar que este truco sirve solamente para multiplicar
por 21.

Sugiera a los estudiantes que ellos encuentren un truco similar para
multiplicar por 31. Pronto se dardn cuenta que en lugar de aumentar al
doble tendrdn que aumentar al triple, luego agregar el cero a la derecha
y finalmente sumar el otro factor.

Pueden generalizar este procedimiento para encontrar rapidamente el
producto de 41 6 51, 6 61, etc., por cualquier otro ntimero sin realizar
directamente la multiplicacién.

Y todavia podemos generalizar atin mds si deseamos multiplicar por 23
en lugar de 21. En este dltimo caso, tendremos que:

v duplicar el otro factor, es decir, calcular 2k,

v agregar un cero a la derecha para obtener 20k,

vy ahora, sumar el triple del factor k: 20k + 3k = 23 k.
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Es importante que los estudiantes entiendan por qué deben sumar el
triple al final y que se aplica solamente cuando vamos a multiplicar por
23.

Al obtener la ecuacién del problema de la preparacién de la solucién de
H,50; al 12%, multiplicamos las cantidades que habia en las columnas
para obtener los miembros de la ecuacién.

Es importante que el estudiante entienda por qué debe multiplicar el
volumen de la solucién por su concentraciéon para obtener cantidad de
acido (mL). Si se requiere defina la concentracién como el cociente de la
cantidad de material disuelto entre el volumen de la solucién.

Explique con un despeje por qué debemos multiplicar en ese caso... y
recuerde a los estudiantes que no siempre que haga una tabla debe mul-
tiplicar el contenido de las columnas para encontrar los miembros de la
ecuacion.

Cada procedimiento debe estar justificado.

Relacionar diferentes ramas de la matemaética

Si usted sabe que un sistema de ecuaciones no tiene solucién, o tal vez
no Unica, y les dice a sus estudiantes este resultado, indique que se
di6é cuenta porque una ecuacién es multiplo de otra, o porque calculé
el determinante del sistema de ecuaciones di6 cero, y por qué es asi,
utilizando la interpretacién geométrica del sistema de ecuaciones y ex-
plicando (o recordando) cuando tiene un S.E.L. solucién tinica, a partir
de las gréficas de las ecuaciones que forman el S.E.L. En este caso estd
utilizando la geometria para explicar un concepto de élgebra.

Si estan estudiando la probabilidad binomial puede explicar el binomio
de Pascal y mostrar algunas de sus propiedades (simetria, etc.) y recor-
darles a los estudiantes que el tridngulo se estudia en algebra, al estudiar
productos notables.

Evidentemente, al estudiar el tridngulo de Pascal en el curso de algebra,
puede adelantar que este mismo procedimiento facilita los calculos de
la probabilidad binomial y dar algunos ejemplos sencillos de este tema,
por ejemplo, el lanzamiento de una moneda cinco veces consecutivas se
puede simular utilizando el binomio:

(a+5)° =a® +5a*' +10a3%> +10a%° + 5a's* +5°

Puede mostrar que en cada término, la suma de los exponentes siempre
es 5, que los coeficientes de los términos son simétricos, etc.

Para simplificar las cosas, a representa la probabilidad de que la moneda
caiga dguila, y s representa la probabilidad de que la moneda caiga sol.
Si la moneda es honesta, ambos valores: a = s = 0.5

El exponente de cada literal indica cudntas veces cayé ese resultado.
Por ejemplo, el término 104%s> indica que en promedio, si realizamos el
experimento muchas veces, de cada 25 (es decir, 32) experimentos, 10 de
ellos tendrén el siguiente resultado: habran caido 2 4guilas (a%) y 3 soles

(s%).
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Las interpretaciones geométricas que aparecen en la seccién 1.4 seran de
gran ayuda en esta tarea.

v Construir las definiciones a partir de problemas que las sugieran

Los estudiantes retienen mejor una definicién cuando ellos mismos han
visto la necesidad de crearla a partir de un problema que requiere el uso
de ese concepto. Es muy buena idea empezar una clase con un problema
que sugiere la definicién que planea que los estudiantes entiendan en esa
clase.

Es una buena idea sugerir a los estudiantes que ellos mismos propongan
la definicién y usted, como profesor, debe guiarlos en esta tarea para que
la definicién sea completa y precisa.

Un ejemplo muy sencillo serfa definir: x representa la cantidad de milili-
tros que debemos agregar a 100 — x mililitros de H,SOy4 al 30% para
preparar una solucién de ese mismo acido al 12%.

/ 4
En casos més especificos, podria tratarse de una definicién mds formal
por ejemplo de los niimeros primos.

6.1.2 La importancia de las definiciones precisas

En matematicas, como en cualquier otra ciencia, las definiciones deben ser
precisas.

Cuestiones que no tienen una misma definicién en dos personas distintas
nunca llegan a conclusiones sélida y mucho menos irrefutables, como lo re-
quieren las matematicas.

Una definicién debe ser completa. Esto significa que debe considerar todas
las cuestiones particulares del objeto definido.

Una definicién también debe ser precisa. Esto significa que no debemos incluir
cosas que no corresponden a lo que estamos definiendo.

“

Por ejemplo, si deseamos definir una circunferencia, no basta con decir: “es
una figura cerrada”, porque el cuadrado, la elipse, el hexdgono y atn la esfera
cumplen con esta condicién. Esta definicién no es precisa, porque abarca otras
cosas que no son circunferencias.

En caso de que la definieramos como “el conjunto de puntos que estin a la misma
distancia de un punto fijo, que corresponde al centro”, todavia estamos incluyendo
en esa definicién a la esfera. Necesariamente debemos mencionar que esos
puntos deben estar sobre un plano, para que se trate de la circunferencia.

Si deseamos definir lo que es una funcién, esta definicion debe dejar clara la
diferencia con una ecuacién.

Algunas veces el mostrar ejemplos sencillos del objeto que estamos definiendo
y después objetos que no son del tipo de objeto definido ayuda a los estudian-
tes a identificarlos. Evidentemente en cada ejemplo debe mencionarse por qué
cumple o no cada objeto con la definicién que se estd estudiando.
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También es importante mencionar los casos particulares o excepciones de una
o varias definiciones relacionadas entre si.

Enseguida se muestran algunos ejemplos.

e Primos, compuestos y el 1

Un ntimero primo se define como un ntmero natural que tiene exacta-
mente dos divisores naturales.

Un ntiimero compuesto se define como un ntimero natural que tiene mas
de dos divisores.

Esto deja al nimero 1 como un ndmero especial. No es primo porque
no tiene exactamente dos divisores naturales. Tampoco es un nimero
compuesto porque no tiene méas de dos divisores.

Estos casos especiales tienen que ser puntualizados con especial énfasis
para que los estudiantes realmente comprendan las definiciones con
mayor profundidad.

e Ecuacién y funcién

Una ecuacién se define como la igualdad entre dos expresiones alge-
braicas.

Una funcién se define como una relacién entre dos conjuntos, de manera
que para cada elemento del primer conjunto (dominio) le corresponde
a lo més un dnico elemento del segundo conjunto (rango o contrado-
minio).

Todas las funciones pueden ser consideradas ecuaciones, pero no todas
las ecuaciones son funciones. Por ejemplo, la ecuacién de una circunferen-
cia unitaria con centro en el origen x* + y? = 1, no es una funcién.

Una ecuacién puede tener solamente una variable. Por ejemplo, a x> +
bx 4+ c =0, pero la funcién requiere de dos variables, para que una esté
en funcién de la otra.

El caso especial de la recta horizontal: y = k, es la tinica excepcion a
la regla que se acaba de dar. Esta ecuacién satisface la definicién de
funcién, por eso se le considera como tal. En palabras esta funcién dice:
“independientemente del valor de x que me des, yo voy a asignar a y el valor k
siempre.” ”

Al explicar este concepto a los estudiantes es muy recomendable iniciar
con una definicién informal y algunos ejemplos para después resolver
algunos ejercicios y terminar con la definicién formal.

Por ejemplo, para definir una funcién de manera informal, podemos
decir:

7Igual, podemos escribirla como: y = 0 x + k.



6.1 C6mo ensefnar 151

Definicion 6.1.1

FunciON (DEFINICION INFORMAL)

Es una mdquina en forma de una formula que nos ayuda a transformar los
niimeros. Nosotros le damos un valor y la miquina nos devuelve a lo mds otro
valor. Es posible que nosotros le demos un valor y ella no nos devuelva alguno,
pero no es posible que cuando le demos un valor la miquina nos devuelva mds
de uno.

Los valores que la mdquina puede transformar, o sea, los valores que nosotros
le vamos a dar a la mdquina forman un conjunto que se llama dominio de la
funcién.

Los valores que la mdquina nos devuelve forman otro conjunto que se llama
rango o contradominio de la funcion.

Algunos ejemplos de funciones son:

flx) = 1-2x

h(x) = Vx+1

<
I
==

Después explique algunos ejemplos de funciones que se aplican normal-
mente en el comercio. Por ejemplo:

Una compaiiia de transporte urbano cobra $350.00 pesos por solicitar el servicio
y $12.00 pesos por cada kilémetro recorrido. La funcién que nos transforma el
niimero de kilometros recorridos en el precio que debo pagar por ese servicio es:
y = 12 x 4 350, donde x es el niimero de kilometros del recorrido y y representa
lo que debemos pagar.

Agregue un ejemplo numeérico para que capten mejor el concepto de
transformacién de un ntimero. Mencione otros ejemplos practicos.

Cuando estd explicando por primera vez un concepto muchas veces
ayuda a aclararlo un diagrama. Igual, puede explicar el concepto de
funcién de manera informal como una maquina que transforma ntimeros
con un diagrama.

Considere de esta manera cuantos conceptos le sea posible. Mientras
mas sencillos y reales le parezcan a los estudiantes los ejemplos que
muestra al definir el nuevo concepto, ellos realizardn una representacion
mental de ese concepto mds adecuada y menos abstracta que les ayudara
a entenderlo mejor.

Después de que los estudiantes hayan captado la idea general de lo que
es una funcién puede explicarla de manera mas formal también, con un
diagrama, mencionando los elementos de la funcién, como el siguiente:
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Funcién
Dominio 1 Contradominio
X Y
f
x — f(x)

Valores que le

- Valores que nos
damos a la funcién

devuelve la funcién

Haga incapié en la importancia de diferenciar la notacién y reconocer
cada cosa por su nombre y su simbolo.
o Igualdad e identidad

Una igualdad es una relaciéon que indica que dos cantidades tienen el
mismo valor. Por ejemplo, 2+ 3 = 5 es una igualdad.

Una identidad es una igualdad que se cumple para todos los valores de
las literales que se encuentran en ella.

Igualdad Identidad
5x4+2=22 (x+y)?=x>+y>+2xy

Si sustituimos valores en las literales de la igualdad, ésta no siempre se
cumplird. De hecho se cumple, en este caso, solamente para un valor,
x = 4. En cambio para el caso de la identidad, la igualdad se cumple
para cualesquiera valores que se asignen a las variables x, y.

En otras palabras, la identidad es un caso particular de la igualdad.

e Sucesion y serie

Una sucesion es una lista de nimeros que siguen una regla predefinida.
Por ejemplo, 2, 5, 8, 11, etc. es una sucesion.

Una serie es la suma (finita o infinita, segtin sea el caso) de los términos
de una sucesién.
e Circulo y circunferencia

En matematicas la circunferencia es el conjunto de puntos que se en-
cuentran sobre un plano a una distancia fija (radio) de un punto fijo
(centro de la circunferencia).

El circulo es el drea que queda encerrada por la circunferencia.
La circunferencia representa la “orilla” del circulo, es decir, el perimetro.

Podemos encontrar el drea de un circulo, pero no asf con la circunferen-
cia.
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En matematicas existen muchas otras instancias en las cuales usted tendra
que puntualizar los casos especiales, indicar por qué funciona en un caso
particular un método y por qué no funciona en otro caso particular, etc.

Es importante que los estudiantes vayan construyendo su conocimiento a par-
tir de lo que ya conocen y que la base quede bien cimentada, porque eso
servird para avanzar mds rdpido en cursos posteriores.
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6.2 ALGUNOS EJEMPLOS

No se trata de que los maestros entiendan las matemdticas, sino
que sean capaces de traducirlas de manera que al transmitirlas a sus
alumnos, a éstos les parezcan impresionantes, y de paso, aprendan a
pensar analiticamente.

— Anénimo.

En esta seccién se muestran algunos ejemplos de cémo puede explicar algunos
conceptos bésicos de las matematicas.

Muchos de los trucos que se explican en esta seccién bien pueden emplearse
en un curso basico de algebra, porque la justificacién de muchos de ellos la
utiliza ampliamente. De esta manera, los estudiantes adquieren una imagen
mds apegada a la realidad: las matemadticas se crearon para facilitarnos la
vida.

6.2.1 Caéalculo mental

Enseguida se muestran algunos trucos que permiten a los estudiantes puedan
realizar calculos aritméticos de una manera muy sencilla.

Es importante que el estudiante entienda en cada caso por qué funciona el
truco, porque de esta manera podré aplicar este mismo método en otros casos
similares.

Recuerde en cada caso a los estudiantes que mientras menos utilicen la calcu-
ladora y mds practiquen estos trucos mayor habilidad adquiriran.

e Sumar 9

Cuando sumamos 9 a un ntimero, el resultado se encuentra facilmente
agregando uno a las decenas y quitando uno a las unidades.

Por ejemplo: 17 +9 = 26. Agregamos 1 al 1 del 17 y quitamos 1 al 7,
para obtener 26.

Esto se debe a que sumar 9 es lo mismo que sumar 10 — 1. Al sumar 10,
en realidad estamos agregando uno en las decenas y al restar 1 (para no
sumar 10, sino 9), estamos quitando uno en las unidades.

e Restar 9

Para restar 9, es mas fécil restar mejor 10, y después sumar 1. Esto
porque —9 = —-10+ 1.

Por ejemplo, para restar 9 de 345, restamos primero 10, obteniendo 335,
y después sumamos uno a este resultado, con lo que obtenemos: 336.
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e Multiplicar por 9

Agregar un cero a la derecha y restar el factor.
Por ejemplo, 9 x 123 = 1230 — 123 = 1107.

La justificacién de este procedimiento es muy sencilla. Cuando multipli-
camos un ndmero k por 9, en realidad estamos sumando k +k +--- +k
nueve veces. Cuando agregamos un cero a la derecha del nimero k,
obtenemos el resultado de multiplicarlo por 10. Cuando restamos k a
este resultado, obtenemos 9 k.

Es decir, 10k — k = 9k.

Multiplicar por 99

Este caso es similar al anterior: agregamos dos ceros a la derecha del
otro factor y restamos el ndmero.

Por ejemplo: 99 x 23 = 2300 — 23 = 2277.

La justificacién estd en que 100 = 99 — 1. Es decir, multiplicamos 100
por el otro factor y después lo restamos, con lo que terminamos multi-
plicando por 99.

99k =100k — k

Ahora usted generalice este procedimiento para poder multiplicar por
cualquier ndmero cuyos digitos sean solamente nueves.

Multiplicar un nimero de dos cifras por 11

La regla es muy sencilla. Sumar las dos cifras, y escribir el ntimero en
medio de las cifras. Cuando la suma es mayor o igual a 10, escribe en
medio la cifra de las unidades (de la suma) y suma uno a la cifra de las
decenas para escribirlo en las centenas.

Por ejemplo: 11 x 23 = 253.

Este truco se explica facilmente cuando se desarrolla la multiplicacién
de manera convencional.

2 3
x 1 1
2 3
2 3
2 5 3

Siempre quedan “en medio” los digitos del otro factor y se deben sumar.
Por eso, cuando la suma es mayor o igual a 10, debemos escribir el digito
de las unidades (de la suma) y sumar uno al digito de las decenas para
escribirlo en las centenas.

Otra forma alternativa de realizar esta misma multiplicacién consiste
en agregar un cero a la derecha del ntimero, que equivale a multiplicar
por 10, y después sumar el nimero. En el caso del ejemplo anterior,
tendremos:

11 x 23 =230423
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Cuando agregamos un cero a la derecha estamos multiplicando por diez
y cuando sumamos 23, completamos para que en realidad terminemos
multiplicando por once.

Este procedimiento se justifica con la ley distributiva® para los niimeros
reales:

11 x 23 =23 x 11 = 23 x (10+ 1) = 230 4 23

Con cualquiera de estos procedimientos puede generalizar y multiplicar
ahora por 22, 33, etc. Para este fin, multiplique primero por 11, y de-
spués por 2, 3, etc., y asf facilitar los cdlculos mentales.

e Multiplicar por un ntimero entre 12 y 20

Para realizar el cdlculo mental de 13 x 45 multiplicamos solamente por
la cifra de las unidades del ntiimero entre 12 y 20, agregamos un cero al
45 y sumamos los resultados:

13 x 45 = 450 + 135 = 585

La justificacion de este procedimiento también esta en la ley distributiva:
13 x45=45x13 =45 x (10+3) =45 x 10445 x 3

Al multiplicar 45 x 10 estamos agregando un cero a la derecha del niimero

45, y a este resultado le sumamos 43 x 3.

En general, si vamos a multiplicar el ndamero a por 10 + k, siendo 2 <

k <9, aplicamos de nuevo la ley distributiva y obtenemos:

(10+k) xa=10a+k-a

Observe que el caso de la multiplicacién por 11 estd incluido en esta
justificacion.
e Multiplicar por 15

La multiplicacién por 15 es muy sencilla: agregue un cero al otro factor
y después sume la mitad del namero que obtuvo.

Por ejemplo, para multiplicar 15 x 37, agregamos un cero al 37 y obtene-
mos 370, después sumamos a este niimero su mitad, es decir, sumamos
185. Entonces, 15 x 37 = 370 + 185 = 555.

Lo que justifica este procedimiento consiste en que al agregar un cero
al otro factor (37 en este caso), equivale a haberlo multiplicado por 10.
Cuando calculamos la mitad de este nimero, en realidad estamos calcu-
lando el resultado de multiplicar el factor (37) por cinco, porque:

37 x 10
2

8Puede ver la interpretacién geométrica de la ley distributiva de los ntimeros reales en la
pagina: 47.

=37x%x5
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Entonces, si desea multiplicar el ntimero k por 15, agregue un cero a la
derecha y sdquele mitad, sume estos dos tltimos ntimeros y termin.
Multiplicar dos ntimeros de dos digitos

Este truco solamente sirve para el siguiente caso: cuando el digito de
las decenas en ambos factores es igual y la suma de los digitos de las
decenas es 10.

Supongamos que deseamos multiplicar los ndmeros 34 x 36. En este
caso, el digito de las decenas de ambos factores es el mismo (3) y la
suma de los digitos de las unidades es: 4 + 6 = 10.

Para calcular 34 x 36, tomamos el digito de las decenas de un factor (en
ambos es el mismo) y lo multiplicamos por su consecutivo. En este caso,
multiplicaremos 3 x 4 = 12. A su derecha escribimos el producto de
los digitos de las unidades, en este caso 4 x 6 = 24. Obtenemos como
resultado: 34 x 36 = 1224. Puede verificar este resultado manualmente.

(Por qué funciona? Vamos a utilizar un poco de algebra para justificarlo.

En primer lugar, vamos a escribir los niimeros de la siguiente manera:
primer factor: 10k + a, y segundo factor: 10k + b.

En nuestro ejemplo numérico, k = 3, a = 4y b = 6. Tenemos como

requisito que a + b = 10. Al multiplicar estas expresiones obtenemos:
(10k +a) - (10k +b) = 100k*> + (a +b) 10k +ab

pero a +b = 10, luego,

(10k +a) - (10k + b) 100k* + (a+b) 10k +ab
= 100k* 4+ 100k +ab

100k (k+1) +ab

v El producto k (k4 1) representa la multiplicaciéon del digito de las
decenas por su consecutivo.

v Cuando multiplicamos por 100, en realidad estamos agregando dos
ceros a la derecha, por lo que al sumar el producto a b, en realidad
los estamos agregando a la derecha.

v El producto ab representa la multiplicacién de los digitos de las
unidades de cada factor.

v Debido a que a + b = 10, el minimo producto se da cuando tene-
mos 9 X 1 = 9. En este caso, debemos escribir 09 a la derecha del
producto k (k+1).

v El mayor producto ocurre cuando a = b = 5, y en este caso, 5 X 5 =
25.

e Multiplicar por un niimero que termina en 9

Como es muy facil multiplicar por un ntimero que es mdltiplo de 10,
cuando debemos multiplicar por un niimero que termina en 9, es muy
buena idea sumar 1 a ese nimero, realizar la multiplicacién y después
restar el otro factor. Esto porque:

m-(10k+9) =m-(10k+10—1) =m-[10(k+1) - 1] =10 (k+1)m—m
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donde hemos aplicado la ley distributiva para los niimeros.

Por ejemplo,

29 x 47 = 30 x 47 — 47 = 1410 — 47 = 1363

e Multiplicar por divisores de 100

Por ejemplo, multiplicar 17 x 50. Es muy sencillo multiplicar por 100,
pues solamente agregamos dos ceros a la derecha del otro factor.

Sabemos que 2 x 50 = 100, entonces, para multiplicar por 50, basta

hacer:
2x50 17 %100 1700

2 2 2
En conclusién, si vamos a multiplicar por un ntimero d que es divisor de

100, es mejor agregar dos ceros a la derecha del otro factor (que equivale
a multiplicar por 100) y después dividir entre 100 =+ d.

17 x50 = 17 x = 850

Otro ejemplo. 25 x 37, se resolverd asi: como 100 = 25 x 4, agregamos
dos ceros al otro factor (37) y después dividimos entre 4.

25y = 0180

e Multiplicar por 5

A pesar de que 5 es un divisor de 100, vamos a mostrar un truco mds
sencillo, pero que tiene como base el mismo principio que el truco ante-
rior.

Agregamos un cero a la derecha del otro factor y después sacamos la
mitad.

Por ejemplo:

5x37:?:185

Esto se justifica con lo siguiente:

e Dividir entre 5

La justificacién del procedimiento para dividir por 5 es similar al truco
anterior.

Dado que dividir por 10 significa correr el punto decimal un lugar a la
izquierda, y que 10 = 2 x 5, mejor multiplicamos por 2 y al resultado le
corremos el punto decimal un lugar a la izquierda.

Por ejemplo,

37 1 2 37x2 74
€_37X§_37XE_ 0 —E—7.4
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e Multiplicacién a través de la ley distributiva

Este truco para realizar calculos mentales es muy sencillo de aplicar.
Consideremos, por ejemplo que queremos calcular 3 x 27. Este producto
podemos expresarlo asf:
3x(20+7) = 3x2043x7

= 60+21

= 81
Este caso se considera una multiplicacién de un ntimero de una cifra por
uno de dos cifras.

Podemos utilizar el mismo procedimiento para calcular un nimero de

una cifra por tres o mas cifras’.

Elevar al cuadrado a través del binomio al cuadrado

En este truco vamos a utilizar el famoso binomio al cuadrado (a + b)? =
a® + 2 ab + b? para calcular el cuadrado de un nimero de dos cifras.

Por ejemplo, digamos que queremos calcular 472. En este caso hacemos:
a =40y b =7, con lo cual empezamos los calculos:

(40 +7)2 402 4+ 2 (40)(7) + 72
1600 + 560 + 49

2209

Es més sencillo empezar calculando el producto 2 ab, después sumar a2

y finalmente sumar b?.

De esta manera podemos calcular el cuadrado de cualquier ntimero en-
tero de dos cifras. Otro ejemplo se muestra en la pagina 99.

Para el caso particular de elevar al cuadrado un ntimero de dos cifras
que termina en 5, puede explicar el truco mds sencillo que se explica en
la pagina 100.

Multiplicar dos nimeros con (a + b)(a — b)

Otro producto notable que se puede utilizar para realizar operaciones
mentalmente de una manera agil consiste en el producto conjugado.

Por ejemplo, para multiplicar 14 x 16 = 16 x 14, podemos definir: a = 15
y b =1, con lo que podemos escribir:

(a+b)a—b) = a®-1?
16x14 = (154+1)(15-1)
= 15212

Ahora aplicamos el truco para elevar al cuadrado un niimero de dos
cifras que termina en 5: 15° = 225, y el resultado de la multiplicacién:

16x14 = 152—1?
= 2251
224

°La interpretacién geométrica de la ley distributiva se encuentra en la pagina 47.
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Un caso mas sencillo seria, por ejemplo, multiplicar 29 x 31, para lo cual
escribimos:

(a+b)(a—b) = a*—b?

31x29 = (30+1)(30—1)
= 30%—12
= 900—1
899

Puede verificar los resultados realizando la multiplicacién a mano.

Un ejemplo menos sencillo que los dos anteriores serd encontrar el re-
sultado de multiplicar 13 x 19.

Ahora encontramos el promedio de 13 y 19, que es 16, y la diferencia
entre 16 y 13 es 3 (que es igual que la diferencia de 19 y 16). Esto nos
permite definir 2 = 16 y b = 3 y proceder como sigue:

(a+Db)(a—b) = a®>—1?
19%x13 = (16+3)(16—3)
162 — 32

Ahora debemos elevar al cuadrado 16 utilizando el truco de elevar al
cuadrado un nimero de dos cifras.

(10 4 6)? 10% +2(10)(6) + 6
= 1004120 +36

= 256

y finalmente, terminamos el producto calculando la diferencia de cuadra-
dos que quedaron indicados:

19%x13 = 16%2—32
= 256-9
247

Una forma de tener evidencia de que el resultado podria estar correcto
consiste en multiplicar las unidades de los factores, en este caso, 3 x 9 =
27. La cifra de las unidades debe coincidir con el resultado del producto
que estamos buscando'”.

Debe notar que este truco se puede realizar siempre que los factores
sean, bien ambos pares, bien ambos impares, porque en estos casos la
suma de los dos factores es un nimero par y el promedio de ellos (a) es
otro ntimero entero. Esto nos ayuda porque la diferencia entre ellos b
serd un nimero entero.

19Esto se justifica por la forma como realizamos la multiplicacién: multiplicamos unidad por
unidad y en el siguiente renglén no hay ningtin digito, porque lo escribimos en las decenas, dado
que multiplicamos unidades por decenas.
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Igual, podemos aplicar el truco de multiplicar por un ntmero que ter-
mine en 9:

19x13 = (20—1)(13)
= 20x13-13
= 260—13
247

Operaciones con fracciones (simplificar)

Siempre sugiera a los estudiantes simplificar las fracciones antes de em-
p g
pezar a realizar las operaciones.

Una forma muy instructiva que Dr. Sanjudn mostr6 esto en clase con-
sisti6 en pedir a los estudiantes calcular la siguiente suma:

789 967
1578 1934

Si los estudiantes desean ir por el camino mads largo, empezaran por cal-
cular el minimo comtn mltiplo de los denominadores!!, y continuaran
con el procedimiento que ya deben conocer.

Sin embargo, si observamos con cuidado, veremos que el denominador
de la primera fraccién es igual al doble del numerador. Es decir, si
simplificamos debemos obtener:

789 1

1578 2
Lo mismo ocurre con la segunda fraccién:

967 1

1934 2

Entonces, si queremos sumar estas fracciones es lo mismo que sumar un
medio més un medio:

La leccién aqui debe generalizarse a las expresiones algebraicas. Cuando
trabajamos con fracciones algebraicas algunas veces es mas facil factor-
izar tanto el numerador como el denominador. Sin embargo, aqui se
debe tener cuidado con las suposiciones, porque si el denominador es
(x —a)(x — B), estamos suponiendo que x # w y que x # f para que la
divisién tenga sentido.

Asi que si al simplificar la fraccién se cancela uno de los factores del
denominador que se pueda hacer cero, por ejemplo, x — 4, debe seguir
teniendo en mente que x # 4.

"Imaginese la dificultad que tendrdn cuando los denominadores sean primos relativos y no se
den cuenta de ello.
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e Dividir entre mdltiplos de diez

Para dividir entre un multiplo de diez, por ejemplo 30, es mejor dividir
primero entre 3 y después entre 10, porque:

k_k 1

30 3 10
Por ejemplo, para calcular el resultado de dividir 1 entre 30, primero
calculamos 1/3 que ya sabemos que es 0.33333---. Para terminar di-

vidimos entre diez.

Pero dividir entre diez significa que debemos correr el punto decimal
un lugar a la derecha, entonces,

1
30" 0.03333- - -

Para calcular 3/80, mejor hacemos:

3 1 1 1

30 -8 3. 310" (3)(0.125)(0.1) = (3)(0.0125) = 0.0375
Para facilitar estos calculos facilitard mucho la tarea el memorizar las
siguientes fracciones:

1 1 1
/5 =05 /5 =02 /=011l
v L 03333 v L 01666 1

1 1
v 3=025 v g =0125

Pero siempre es mds facil correr el punto decimal un lugar a la derecha
en lugar de dividir entre diez (manualmente).
o Criterios de divisibilidad, leyes de los exponentes y multiplicaciones

Algunas veces sirve de mucho utilizar los criterios de divisibilidad para
realizar multiplicaciones “tramposamente” para evitarnos dificultades.

Por ejemplo, alguna vez un amigo requirié multiplicar 50 x 27. Para
realizar esta multiplicacién usamos el siguiente truco:
50 x27 = 2x25x27
2x(26—1) x (26+1)

o bien, el siguiente truco:

50x 27 = 2x25x27
= 2x5°x3®
= 2x3x5 %32
2% 3% (5x3)>
6 x 152
6 x 225
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o bien,

50x27 = 5x10x27
= 10x5x (20+7)
= 10 x (100 + 35)
= 10x135
1350

o el més sencillo:
2 x 50

50x 27 = §><50><27: X 27

100 x 27

2
2700
= —— =1350
2
En distintos casos utilizaremos el truco méds conveniente. Cudl aplicar

depende de la situacién. Esto lo aprendera!? con practica.

Como puede ver, se omiten los casos demasiado evidentes, como multiplicar
por 10, por 100, etc.

6.2.2 OPERACIONES CON POLINOMIOS

Cuando realizamos la suma de dos o mas polinomios sumamos términos
semejantes con términos semejantes. El estudiante al escuchar esto puede
causarle confusién si no ha comprendido a profundidad por qué decimos que
los términos 7 x y —2 x son términos semejantes.

Sin embargo, un ejemplo explicado como se muestra enseguida puede ayu-
darle a generalizar la idea de sistema de numeracién y a comprender mejor
los polinomios:

Ejemplo 6.2.1

Calcula la siguiente suma:

(x> +5x—3)+ (222 —7x+12) =

e Podemos considerar al coeficiente del término que contiene a x> como
PROFESOR: el digito de las centenas del polinomio.
Lea el problema e De manera semejante, podemos considerar al término que contiene a x
motivador de la como el digito de las decenas del polinomio.
pagina 18.

2Tanto el estudiante como el profesor
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Finalmente, podemos considerar al término independiente (que no con-
tiene a x) como el digito de las unidades del polinomio.

e Cuando realizamos operaciones con ntimeros sumamos unidades con
unidades, decenas con decenas, centenas con centenas, etc.

De la misma manera realicemos la suma con los polinomios:

x24+5x— 3
+2x2—7x+12
3x2—2x+ 9

El estudiante debe notar que sumamos por separado términos seme-

jantes:
24232 = 3x2
5x—7x = —2x
3412 = 9

e Y finalmente escribimos el resultado: 3x2 — 2 x + 9.

El estudiante debe observar que no podemos sumar un término que tiene a
x? con otro que tiene a x, porque es como si estuvieramos sumando centenas
con decenas...

Aqui surge la clasica pregunta: “;Sumarias peras con manzanas?”... El error
consistiria en que no acomodamos los nimeros correctamente alineados con
respecto al punto decimal.

El estudiante facilmente puede ahora comprender por qué debemos sumar los
términos semejantes y a partir de ahi, usted como profesor, puede ahora gen-
eralizar el concepto de término semejante introduciendo términos con varias
literales, por ejemplo: x%y.

En caso de que un estudiante pregunte a otro si podemos sumar unidades
con decenas, el segundo estudiante debe corregir diciendo: estds sumando dos
términos que no son semejantes, y siemptre debemos sumar téminos semejantes...

Todas las operaciones con polinomios se pueden generalizar con esta idea.
Ahora consideramos la multiplicacién de un binomio por un trinomio.

El procedimiento para calcular el siguiente producto es, en esencia, el mismo
que el de la multiplicacién de niimeros enteros. El estudiante debe saber
aplicar la ley distributiva, una por cada término del binomio.

Asf que el estudiante no debe espantarse por ver muchos términos en cada
uno de los polinomios que se estdn multiplicando: aplicamos la ley distribu-
tiva para cada uno de los términos del primer polinomio, multiplicando por
todos los términos del segundo polinomio.
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Al final, simplificamos sumando términos semejantes y asi obtenemos el re-
sultado de esa multiplicacién.

Ejemplo 6.2.2

Multiplica:
(x—5) (222 +11x-9) =

o El estudiante debe reconcer que vamos a aplicar la ley distributiva dos
veces, una por cada término del primer factor:

e Primera vez que aplicamos la ley distributiva:
(x) (2x2+11x—9) —283 41122 —9x
e Segunda vez que aplicamos la ley distributiva:
(—5) (2x2 F1lx —9) = 1022 —55x +45
e Ahora sumamos los términos semejantes y terminamos:

(x—5)<2x2+11x—9> = 23 +1122—9x] +[~10x2 — 55x + 45|
= 234 2% —64x+45

e Podemos explicar la analogia con los ntimeros enteros realizando una
operacién y comparando los procedimientos.

Antes de continuar con la divisién de un polinomio entre un binomio, es muy
buena idea recordar el procedimiento para realizar la division entre ntimeros.
Esto les sirve a los estudiantes para reconocer las similitudes y entender por
qué se realiza ese procedimiento.

Consideremos, por ejemplo, la siguiente division:

12 | 401

Para realizar esta operacién buscamos un nimero que multiplicado por 12
resulte 40, o un poco menor. Ese nimero es 3, porque 3 x 12 = 36.

Escribimos el 3 “sobre la casita” y 36 debajo del ntimero 40:

3

12 | 401

36
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Lo siguiente consiste en cambiar de signo al niimero 36 y hacer la suma de los
ntmeros 40 y —36:

3
12 | 401
—36
4

Ahora “bajamos” el nimero 1 (del 401) y volvemos a buscar un nimero que
multiplicado por 12 sea igual a 41 o un poco menos. Ese ntimero es, de nuevo
3, porque 12 x 3 = 36.

Continuamos con el procedimiento:

33
12 | 401
—36
41
—36
5

Entonces, el resultado de dividir 401 entre 12 es igual a 33 enteros y %

El estudiante debe observar que el residuo de la divisién se dividi6 entre 12
(el divisor), porque todavia no lo habiamos dividido (todavia estaba dentro
de “la casita”).

Exactamente el mismo procedimiento es el que seguiremos cuando hagamos
una divisién entre polinomios.

Ejemplo 6.2.3

Calcula:
(x> =5x—10) + (x —3) =

e Empezamos colocando el dividendo y el divisor en “Ia casita”:

x—=3[ x*=5x—10

e Ahora buscamos una expresién que multiplicada por x nos dé igual a
x?. Esa expresion es: x.

X
x—=3[ x*=5x—10
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e Ahora, vamos a multiplicar la expresién que acabamos de encontrar por
x — 3. Igual que con la divisién con ntimeros, vamos a cambiar el signo
al resultado y después sumamos algebraicamente.

X
x=3] XF—5x-10
X +3x
—2x

A continuacién bajamos el ntiimero —10 del divisor.

Al igual que en el caso de la divisién con ntimeros, buscamos una ex-
presion que multiplicada por x nos dé igual a: —2x

En este caso, necesitamos: —2

Ahora multiplicamos este ntimero por x — 3 y el resultado lo escribimos
debajo del tltimo renglén...

x—2
x—=3[ x*=5x—10

—/Z—i—?)x

—2%—10
25— 6
—16
e Entonces,
x2—5x—10 _ , 16
x—3 - x—3

Recuerde al estudiante: “Si se te llega a olvidar cémo realizar una operacién con
polinomios, basta recordar cémo realizas esa operacién con niimeros”.

Exactamente el mismo procedimiento es el que debe utilizar con los poli-
nomios. Esto gracias a que los polinomios en realidad representan ntmeros,
y como tales deben ser tratados.

En el ejemplo dado el residuo de la divisién fue distinta de cero, pero esto
no siempre serd asi. Es una buena idea explicar un ejemplo mds en el que
el residuo de la divisién sea cero y explique por qué no aparece la parte
fraccionaria en el cociente, con la similitud de la divisién con ntimeros enteros,
cémo se escribe el resultado de esa division.

Puede ver un problema motivador relacionado con este tema en la pdgina 18.

6.2.3 Divisién sintética y evaluacién de un polinomio

Podemos utilizar el procedimiento de la divisién sintética para evaluar a un
polinomio de una manera muy sencilla y rapida.
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Por ejemplo, si desea evaluar el polinomio 3x3 —5x2+7x —2 en x = 2,
aplicamos la divisién sintética de la siguiente manera:

3 =5 7 =2|2
6 2 18
3 1 9

Ahora consideramos la misma divisién y la resolvemos por el procedimiento
de la division larga:

3x2+x+9
x—2] 3x°—5x"+7x—2
—3x% 4+ 6x2
x>+ 7x
—x? +2x
9x— 2
—9x+18
16

Ahora observe el procedimiento que realizamos en la divisién sintética y trate
de explicar qué representa cada ntiimero en el arreglo de ntimeros de acuerdo
a la divisién larga que se muestra.

Nuestro siguiente paso consiste en evaluar P3(x) = 3x3 —5x%>+7x —2 en
x=2.

Al realizar los célculos vemos que P3(2) = 16. Observe que podemos calcu-
larlo con la divisién sintética. Las preguntas que ahora debemos responder
son: “;funciona siempre?”, y si es asi, “;por qué funciona?”

Para responderlas, empezamos notando que dividimos P3(x) por x —2, y
estamos evaluando, al mismo tiempo en x = 2, esto es, igualamos a cero el
divisor y despejamos la incégnita.

En el procedimiento de la divisién sintética vamos multiplicando los coeficien-

tes de P3(x) por el valor de x que queremos sustituir en el polinomio.

Para considerar un caso mds general, supongamos que vamos a evaluar el
polinomio 3x3 —5x24+7x—2en x = k. Entonces, de acuerdo al procedi-
miento que estamos utilizando obtenemos:

3 -5 7 -2 |k
3k 3k% — 5k 3k —5k2 4+ 7k

3 3k—5 3K2—5k+7 [3K -5k +7k—2]]

Yy en pasos:

v Paso1 3k
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PROFESOR:

¢Puede  justificar
el procedimiento
de la  division
sintética  usando
este argumento?

v Paso 2 3k—5

v Paso 3 (3k—5)-k=3k>—5k

v Paso 4 3k* —5k+7

v Paso5  (3k*—5k+7)-k=3kK -5k +7k

v Paso 6 3k3 -5k +7k—2

que es precisamente lo que deseabamos calcular.

Usted debe darse cuenta que si el resultado de la evaluacién es cero, entonces
tenemos una raiz del polinomio. Por eso es que el polinomio puede factor-
izarse teniendo como uno de sus factores al binomio: x — k, porque si x = k,
entonces x — k = 0 y al multiplicar por los demads factores el resultado es cero.

La ventaja de este procedimiento es que no tenemos que calcular potencias
del ntimero k, sino solamente productos y sumas de los coeficientes y el valor
a evaluar x = k.

Otra forma de argumentar este mismo procedimiento es como sigue:
v Six =2,3x% = 6x?% porque de las 3 x’s que se estdn multiplicando,
sustituyo en una x = 2 y obtengo 2-3x? = 6x>.

v Ahora considerando el siguiente término del polinomio, podemos sim-
plificar, con lo que obtenemos:

6x* —5x% = x*
pero x = 2, entonces, X2 =2x.
v Considerando el siguiente término, x> +7x =2x+7x =9x = 18

vy finalmente: 18 — 2 = 16, como ya sabifamos.

Este método se conoce como reducciéon descendiente.

Con esto, hemos demostrado el siguiente teorema:

| Teorema 6.2.1
Cuando dividimos el polinomio de grado n:

Py(x) = apx"+a, 1x" 1+ +ayx? +ax +ag

entre el binomio (x — k), el residuo de la division es igual a P, (k), es decir, el
polinomio evaluado en x = k.

A partir de este teorema se desprenden inmediatamente los siguientes resul-
tados:

v Si Py (k) = 0, entonces P,(x) es divisible por x — k.
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v Cualquier polinomio en x es divisible por x — 1 cuando la suma de los
coeficientes de sus términos es cero.

v Cualquier polinomio en x es divisible por x + 1 cuando la suma de los
coeficientes de sus términos con exponente par es igual a la suma de sus
términos con exponente impar (El término ag es considerado como un
término con exponente par, dado que ag = ag - x°).

v P,(x) — Py(k) siempre es divisible por x — k. Un caso particular que se
estudia en el tema de factorizacién es: x"* — k" es divisible por x — k.

Con estos resultados podemos resolver problemas nuevos. [6]

Ejemplo 6.2.4

I Demuestra que a - (a +2b)> —b- (2a + b)? es divisible por a + b.

e Si la expresion es divisible por a + b el residuo de la divisién debe ser
cero.

e Hacemos a + b = 0 y sustituimos a en lugar de —b en la expresion y al
simplificar debemos obtener cero:

a-(a4+2b°%—b-2a+b)?® = a-(a—2a)P+a-(2a—a)?
= —at+at
0

e Este resultado indica que la expresién es divisible por a + b.

6.2.4 Aplicaciones del binomio al cuadrado

El binomio al cuadrado puede utilizarse para dar una introduccién al proceso
de iteracién, por ejemplo, para aproximar niimeros irracionales a través de
nimeros racionales.

Suponga que desea aproximar el ntimero /2 con un niimero racional.

Sabemos que 1> = 1, y que 2?> = 4, lo que nos indica que 1 < V2 < 2.
Entonces, podemos empezar con:

(1+a)?=1+2a+a> = 2
2a+a*> = 1
?>+2a—1 = 0

2 2

Podemos suponer que a“ es muy pequefio. De hecho a° < a. Entonces,
haciendo esa suposicion para evitarnos resolver la ecuaciéon cuadrética, lo cual
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nos daria la solucién con raices y nosotros deseamos aproximar el valor de V2
utilizando ntiimeros racionales, obtenemos:

2a—1 = 0

2a = 1

a f— 1

2
1 3
Ent 1 =14+-=_.
ntonces, 1 +a +2 5

Vamos a ver qué tan buena aproximacion es:

3\?2 9 1
2) =2 =24>=2025
() =5-2+3

Ahora podemos mejorar la aproximacién realizando el mismo procedimiento,

pero ahora en lugar de utilizar 1 + 4 como la aproximacién utilizaremos 5 +b:

3.\ 9
S4p) =243b+p2 = 2
<2+) 4—|—3 +

= 3b4+1* = —=

Y de nuevo, podemos suponer que b es muy pequeio (de hecho, lo es) y des-
preciar por el momento el valor b? para encontrar la siguiente aproximacién:

1

3 = —=

4

1

b = ——

12
.. 3 1 17
EstomdlcaqueﬁNEfﬁ—ﬁ.

Ahora verificamos que esta aproximacién es mejor que la anterior:
17\* _ 289 1 _
<12> =1 2+ Tad = 2.00694
Esta ya es una muy buena aproximacién.

Asi podemos continuar hasta obtener la aproximacién tan buena como de-
seemos.

Cuando calculamos el valor de b, obtuvimos un ndmero negativo. Esto era de

3 . . .
esperarse porque 5 > V2. Para obtener una mejor aproximacion, se requiere

reducir el valor de g

En este ejemplo estamos utilizando un producto notable para resolver de
manera aproximada una ecuacién cuadratica. Esto es ttil por ejemplo cuando
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queremos dividir algo en esa cantidad. Por ejemplo, es muy dificil dividir

7
una cuerda en /2 partes iguales, pero es mucho mas sencillo dividirla en o

partes iguales.

6.2.5 Solucidon de ecuaciones lineales

Una forma muy intuitiva para que los estudiantes entiendan realmente lo
que estamos haciendo cuando resolvemos una ecuacién lineal y a partir de
ese conocimiento sean capaces de justificar el procedimiento que se usa para
realizar despejes consiste en el juego: “Pensé un niimero...”

Por ejemplo, considere la ecuacién:
3x+5=26

Si traducimos a palabras utilizando el juego “Pensé un niimero...”, encontramos
que la ecuacién nos estd diciendo: “Pensé un niimero, lo multipliqué por 3, al
resultado le sumé 5 y obtuve 26...” La solucién de la ecuacién consiste en encon-
trar el nimero que “pensé” la ecuacion, es decir, el valor de x que hace que la
igualdad se cumpla.

Es importante que para este punto del curso los estudiantes conozcan la pri-
oridad de las operaciones. Ellos deben saber qué operacién se realiza primero
y cudl después para resolver una ecuacion.

Después de que los estudiantes hayan encontrado la solucién de la ecuacién,
pida a un estudiante que explique c6mo lo resolvié mentalmente. Si la expli-
cacién que dan es del tipo: “fui sustituyendo valores hasta que obtuve el resultado
correcto...”, entonces sugiera la siguiente forma de proceder:

v Entienda el problema: “Pensé un niimero, lo multipliqué por 3, al resultado
le sumé 5 y obtuve como suma 26...”

v Vaya de atras para adelante (en reversa):

o Antes de obtener 26 le sumo 5, esto significa que no tenia 26, sino
26 —5=21.

o Antes de obtener 21 multiplic6 al ntimero que pens6 por 3, entonces
no tenia 21, sino 21 -3 =7

v Entonces, el nimero que pensoé es 7.

Los estudiantes pueden mas adelante justificar el procedimiento que se utiliza
al despejar una variable de una ecuacién argumentando como en el ejemplo
anterior'®: “antes de que obtuviera esto, le hice esto otro, esto me indica que en
realidad tenia...”

13Es una mejor idea justificar el despeje a partir de las propiedades de la igualdad y de los
nimeros reales, porque en realidad eso es lo que estamos aplicando.
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Igual puede después intentar ecuaciones que no tengan por soluciones niimeros
enteros, y mds adelante considere ecuaciones que incluyen la incégnita en
ambos lados de la igualdad.

Algunas veces nos encontramos con ecuaciones lineales que se pueden re-
solver inmediatamente. De hecho inclusive algunos sistemas de ecuaciones
lineales se pueden resolver por inspeccién. El truco consiste en observar antes
de arrancarnos con la solucién del problema.

Problemas del tipo: “tres niimeros consecutivos suman 81. Encuentra el menor de
ellos”, pueden resolverse de una manera muy sencilla.

Si los 3 niimeros son consecutivos, podemos definir el de enmedio como x,
entonces el antecesor es x — 1 y el sucesor es x + 1.

La suma de los 3 ntimeros es 3x y la suma es 81, es decir, 3x = 81, lo que
implica que x = 27. Los otros ntiimeros son 26 y 28.

Este mismo truco sigue aplicindose en el caso de que los ntimeros sean pares o
impares consecutivos, porque la diferencia entre ellos sigue siendo constante
y en ese caso, nombrariamos al intermedio como x, al menor x — 2 y al mayor
x + 2, de manera que el promedio sea igual al nimero intermedio de la lista
creciente de ellos.

6.2.6 Solucidén de sistemas de ecuaciones

Algunas veces se presentan problemas que estamos acostumbrados a resolver
por medio de un sistema de ecuaciones que se puede resolver con una sola
ecuacion.

Por ejemplo, el problema:

Eliza tiene 32 monedas. Algunas son de $5.00 pesos y las demds son de $2.00 pesos.
En total ella tiene $115.00 pesos. ;Cudntas monedas tiene de cada denominacion?

sugiere el uso de dos literales por el hecho de que Eliza tiene dos tipos de
monedas, pero también podemos resolverlo usando solamente una ecuacién,
porque si tiene x monedas de $5.00 pesos, las demds deben ser 32 — x monedas
de $2.00 pesos.

Como es obvio, si sumamos las monedas de $5.00 y las de $2.00 debemos
obtener 32: x + (32 — x) = 32.

La tinica ecuacién que necesitamos para resolver este problema es:
5x+2(32—x)=115
Sin embargo, no todos los sistemas de ecuaciones lineales son de ese tipo.

Algunos problemas requieren de las dos ecuaciones y, sin embargo, no se
requiere de un procedimiento para resolverlo.
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Considere el siguiente sistema:

x+y=10
x—y=2

Este sistema de ecuaciones lineales nos dice en palabras: “pensé dos niimeros,
cuando los sumo obtengo 10 y cuando los resto obtengo 2... ; Qué niimeros pensé?”

Intente ahora resolver este problema sin utilizar un método algebraico.

Por la segunda ecuaciéon sabemos que la diferencia entre los ndmeros es 2, es
decir, podrianser 5y 3,6y 4,7y 5, etc.

Los niimeros que satisfacen la primera ecuacién son 6 y 4.

Conocer estos trucos algunas veces ayudan a trabajar mds rapido en clase y el
hecho de explicarlos a los estudiantes les da confianza en que las matematicas
son “digeribles” por cualquiera.

6.2.7 Graficacion de funciones sin tabulaciéon

Cuando se les solicita a los estudiantes que grafiquen una funcién lineal o
cuadratica, es muy comun que los estudiantes empiecen tabulando valores de
Xy yy a partir de la funcién, y = f(x) empiecen a calcular los valores de y
que le corresponden a x.

No estd mal elaborar esto. De hecho, es ttil cuando se tiene el propésito de
que practiquen la evaluacién de una expresién algebraica en un valor dado.

Sin embargo, es posible hacer mds atractivo este tema'# a través de la apli-
cacién de algunos “trucos” para la graficacion de funciones elementales.

A continuacién se muestra una forma en que el estudiante puede “visualizar”
las graficas de las funciones a partir de unas pocas transformaciones del plano.

Estas transformaciones se pueden aplicar a distintas funciones y nos ayudan
a comprender mejor cémo se comportan y a graficarlas de una manera muy
sencilla'®.

De hecho, es posible que algunos estudiantes, después de haber terminado
con este tema, puedan graficar una funcién lineal o de segundo grado in-
mediatamente después de leerla del pizarrén, sin esfuerzo aparente.

Ejemplo 6.2.5
I Grafica la funcion: y = x — 1.

147 a experiencia ha mostrado que el realizar célculos de manera repetida con o sin apoyo de la
calculadora frecuentemente es causa de la pérdida del interés en la clase de muchos estudiantes.

I5E] autor aprendi6 por primera vez este método para graficar funciones en el curso de Célculo
impartido por Dr. César Cristébal Escalante en la Universidad de Quintana Roo, quien es autor
del libro: Graficacién de funciones sin cdlculo.
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o Esta funcién, en palabras dice: “al valor que me des de x le restaré 1, y ese
valor se lo asignaré a la variable y.

e Es una buena idea graficar primero la funcién: y = x, que en palabras
dice: “Asignaré el valor de x que me dés a y.”

o La gréfica de la funcién: ¥ = x — 1, no pasa por el origen del sistema de
coordenadas. La gréfica fue trasladada en una unidad hacia abajo'®:

Ay =x+1

’

o La grafica en palabras nos dice: “A los antiguos valores de y (de la funcién
y = x) les resto 1; en otras palabras, estoy moviendo la grdfica de la funcion
y = x una unidad hacia abajo y obtendo la grifica de la funcion y = x — 1”.

Es importante que el estudiante sepa justificar por qué la grafica se mueve
verticalmente y no horizontalmente.

Esta transformacién, que consiste en la traslacion vertical se aplica a cualquier
funcion.

A partir del ejemplo anterior es muy fécil realizar el siguiente:

Ejemplo 6.2.6

I Grafica la funcion: y = x> — 1.

e Esta funcién polinomial en palabras dice: “El niimero que tii le asignes a
la variable x lo multiplicaré por si mismo, al resultado le restaré 1 y el valor asi
obtenido se lo asignaré a la variable y”.

16Respecto a la gréfica de la funcién y = x.
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e Para graficar esta funcién observe que se transformé la funcién y = x2

con una traslacion vertical.

o Explique a los estudiantes qué nos dice en palabras el término independiente:
“A los valores de y, que es igual a x?, les voy a restar 17, es decir, “voy a mover
la grdfica de y = x? una unidad en el sentido negativo del eje y.”

e Es importante que los estudiantes comprendan que estamos transfor-
mando la gréfica de la funcién con una traslacién (vertical).

¢ De manera semejante, puede introducir el concepto de transformacién
de coordenadas, al hacer un nuevo eje i/, teniendo iy’ = y + 1.

Ahora veremos una nueva transformacion.

Ejemplo 6.2.7
l Grafica la funcion: y = 2 x.

e Esta funcioén, en palabras dice: “al valor que me des de x lo multiplicaré por
2, y ese valor se lo asignaré a la variable y”.
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Y y=2x
4 [
AY =X
3 x|
2 T l2x
1t/
- X

o Al comparar las dos graficas, vemos que la transformacién consistié en
un cambio en la inclinacién de la recta. Ahora tiene mds “pendiente”.

o Generalmente los estudiantes captan mejor la idea de la dilatacién del
plano si sugiere que imaginen al plano como una pelicula flexible. Si es-
tiramos esa pelicula al doble verticalmente, estaremos dilatando el plano
en la direccion del eje y y la gréfica de la funcién y = x se transforma en
la gréfica de la funcién y = 2 x.

e De manera semejante, si consideramos y = 3 x, estamos estirando esa
pelicula ahora, no al doble, sino al triple, y asi sucesivamente.

o Esto puede estimular la imaginacién pictografica de los estudiantes.

En este caso la pendiente crece porque el coeficiente (2) es mayor que 1, pero
también puede ocurrir que la pendiente no aumente, sino decremente, pero de
manera que la funcién siga creciendo... esto ocurre cuando el coeficiente esta
entre cero y 1.

Ejemplo 6.2.8

1
Grafica la funcion: y = 5 X

o La gréfica de esta funcién es el reflejo de la funcién y = 2 x respecto a la
funcién y = x. Esta funcién, en palabras dice: “al valor que me des de x le
sacaré la mitad'?, y ese valor se lo asignaré a la variable y.”

70Observe que multiplicar por un medio se traduce como “sacar mitad.”
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e En el ejemplo anterior la “pendiente” aument6 al doble; en este ejemplo
la “pendiente” disminuy6 a la mitad.

Entonces podemos introducir el concepto de pendiente, dado que ya surgié la
necesidad de caracterizar la forma en que “crece” el valor de y conforme nos
movemos sobre la recta.

La pendiente m de una recta se define ast:

Y= % __ Incremento en y

m = =
Xy — X1 Ax  Incremento en x

(Qué nos dice esto en palabras? Dice: “La pendiente de una recta es igual al
incremento de y entre el incremento de x” .

“

Ahora la pregunta del millén: “... ;y cdmo debo interpretar eso?”

Bien, empezamos primero recordando una interpretacion para la division:
cuando dividimos diez entre cinco obtenemos como resultado dos; esto lo
podemos interpretar de varias maneras. Por ejemplo, una interpretacién cor-
recta del resultado de la divisién es que: 2 x 5 = 10.

Otra interpretacién correcta, equivalente a la anterior consiste en decir que
el nimero diez es dos veces mas grande que el niimero cinco. Pero la inter-
pretaciéon que mds ayudara a los estudiantes es la siguiente: “por cada uno que

. .10
hay en el denominador de la fraccion —, hay dos en el numerador”; o dicho de otra

manera: “para tener una fraccion equivalente, o el mismo valor, por cada uno que
aumentemos en el denominador, tenemos que aumentar dos en el numerador.”

Esto mismo podemos generalizarlo y aplicarlo a la férmula de la pendiente.
En este caso, la interpretacion dice: “por cada uno que incrementamos en x, hay
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que incrementar m en y”. Asi, la pendiente nos dice cuanto debemos subir (en
la direccién del eje y) por cada unidad que avancemos hacia la derecha (en la
direccién del eje x).

Combinando las dos transformaciones que hemos estudiado para las graficas
de las funciones hasta ahora, podemos darnos cuenta que las funciones lineales
estdn entre las mas faciles de graficar.

Si deseamos graficar la funcién: y = mx + b, es muy obvio que si x = 0,
entonces y = b. Esto nos estd diciendo que la gréfica de la funcién pasa por
el punto (0,0) (la ordenada al origen). Pregunte a los estudiantes: “;Puedes
asociar esto a la primera transformacién sobre las grdficas de las funciones?”

La pendiente es la segunda transformacién que estudiamos. Esta nos indica
cuanto debemos “subir” en y por cada uno que avancemos en la direccién
positiva del eje x.

Entonces, para graficar la funcién: y = m x + b, empezamos en el punto (0,b).
A partir de ahi el estudiante debe ubicar los puntos siguientes. Usted puede
sugerir: “mueve tu lipiz a la posicion (1,b) y después sube m unidades si m es
positivo, o baja m unidades si m es negativo, para que dibujes el siguiente punto en
las coordenadas (1,b 4+ m), 0 (1,b —m)”.

A los estudiantes les resulta mas sencillo graficar la recta cuando la pendiente
es un nimero entero. Cuando se trata de un nimero racional, por ejemplo,
m/n es buena idea sugerir avanzar n unidades en el sentido positivo del eje
x, y m unidades en el sentido del eje y, dependiendo del signo de la fraccién,
y ahi graficar el siguiente punto por donde debe pasar la recta.

La siguiente grafica le ayudard a explicar este concepto de una manera mds
visual:

——t + + ——t X
v -3 -2 —1 1 2 3

“... Continiia con el proceso hasta que tengas varios puntos y asf tienes el bosquejo de
la grifica. En realidad no requieres mds de dos puntos, porque si conoces dos puntos
de una recta ya puedes trazarla.”

Recuerde a los estudiantes que después de que haya graficado la funcién ver-
ifique de nuevo, para detectar algin error.
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Usted explique esto con un caso particular, por ejemplo, y = 2x + 3.

Ahora haga la pregunta: ;Qué deben hacer si m = 0? Si m = 0, la funcién
es constante. Este es un caso especial, porque no podemos ir en la direccién
positiva del eje y, dado que m no es positiva. Pero tampoco podemos ir en
la direccién negativa del eje y, porque m tampoco es negativa. ;Qué opcién
nos queda? Pues no ir ni para arriba ni para abajo, sino graficar una recta
horizontal.

Nora: Una linea recta horizontal SI es una funcién, pero una linea recta
vertical NO. Permita que el estudiante justifique esto. v

Indique a los estudiantes que las funciones lineales son funciones polinomi-
ales de grado 1. Es decir, n =leny = a, x" +4a,_1 X"l mxtag x4+
a9, quedando en: y = a; x + a.

De acuerdo a la notacién anterior, en la que definimos a la funcién lineal
como: y = mx + b, tenemos que: a; = m, es decir, el coeficiente del término
lineal es la pendiente de la recta, y a9 = b, esto es, el término independiente
es la ordenada al origen.

En el caso de una funcién constante se obtiene cuando n = 0. Entonces, la
funcién polinomial se reduce a: y = ag. Esta es una de las funciones mas
holgazanas. En palabras dice: “Independientemente del valor que le asignes a x,
yo siempre le asignaré a la variable y el valor ag”. ;Es claro por qué es de las mds
holgazanas?

Ejemplo 6.2.9
I Grafica la funcion: y = —2x + 1.

o Realizaremos la gréfica de esta funcién en 4 pasos:

Paso 1. Graficamos la funcién y = x.

Paso 2. Hacemos la reflexién del la grafica anterior para obtener la grafica

de la funcién y = —x.
Paso 3. Dilatamos la funcién y = —x multiplicindola por 2, asi obtenemos
la gréfica de la funcién: y = —2x.

Paso 4. Hacemos una traslaciéon vertical: sumamos 1 a la funcién anterior
y obtenemos la grafica de: y = —2x +1

e Cada uno de los pasos se muestra en la siguiente grafica:
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aPasol: y=x

v Paso 2: y = —x
“Paso3:y = —2x

e Ahora permita que el estudiante encuentre la pendiente de la recta y
tanto el dominio como el contradominio de la funcién.

En realidad, graficar una funcién lineal es muy sencillo. Solamente tenemos
que pensar en términos de las transformaciones sucesivas que se realizaron
sobre las gréficas.

Para graficar una funcién cuadratica utilizamos como base la gréfica de la

funcién y = x2.

Ejemplo 6.2.10

I Grafica la funcion: y = x2.

e Inclusive para la grafica de esta funcién tenemos algunos trucos que
pueden simplificar su graficacién.

o Considerando la interpretacién geométrica de la suma de los niimeros

impares podemos rdpidamente graficar esta funcion'®.

e Observe que 02 =0,1%2 = 1, 22 = 4, etc., la diferencia entre dos cuadra-
dos perfectos siempre es un nimero impar.

e Esto puede ayudar a graficar: empezamos en el punto (0,0).

e Nos movemos una unidad a la derecha y “subimos” una unidad (uno es
el primer impar), para llegar al punto (1,1).

18En la pagina 39 puede ver esta interpretacién geométrica.
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e Nos movemos una unidad mds a la derecha y subimos tres unidades
(tres es el siguiente impar), para llegar al punto (2,4).

e Nos movemos una unidad maés a la derecha y subimos cinco unidades
(cinco es el siguiente impar), para llegar al punto (3,9).

e Nos movemos una unidad més a la derecha y subimos siete unidades
(siete es el siguiente impar), para llegar al punto (4, 16).

e Y asi sucesivamente...

-3 -2 -1 0 1 2 3

e Para graficar la otra parte sin repetir este procedimiento puede argu-

mentar que (—x)? = x?, es decir, el cuadrado de un ntimero negativo es

igual al cuadrado de ese mismo ndmero, pero positivo.

e Esto no indica que la gréfica de la funcién es simétrica respecto del eje
v.

e Asi solamente debe encontrar el simétrico respecto del eje y de cada
punto que ya ha dibujado en el plano.

Ahora puede mostrar ejemplos mas elaborados:

Ejemplo 6.2.11

I Grafica la funcion: y = 2 x> — 3.

e Paso 1. Graficamos la funcién y = x?

e Paso 2. Dilatamos la grafica multiplicando la funcién por 2; asi obtene-
mos la gréfica de y = 2 x2.
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e Paso 3. Hacemos una traslacién vertical restando 3 a la funcién y = 2 x%;
asi obtenemos la gréfica de y = 2 x> — 3.

y pPaso1: y = x?
[

| |
Lo

Una tltima transformacién que conviene incluir consiste en la traslacién hor-
izontal.

Ejemplo 6.2.12

I Grafica la funcion: y = (x — 1)2.

La grafica de esta funcién es otra parabola, porque esté elevada al cuadrado.

Como el binomio x — 1 es el que estd elevado al cuadrado, la pardbola
abre hacia arriba.

La primer pregunta que el estudiante debe hacer cuando tenga este tipo
de funcioén es: “;qué valor debo darle a x para que y tenga el minimo valor?” ...

O en otras palabras: “;qué valor de x hace que x — 1 sea igual a cero?”

Y la respuesta es: si x =1, entonces x —1 = 0.
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Paso 1: y = x°

e Podemos ver que la funcién: y = (x — 1), tiene su vértice en el punto
(1,0). Es decir, y = x? (que tiene su vértice en (0,0)) se trasladé hori-
zontalmente hacia la derecha en una unidad. En otras palabras, sufrié
una traslacion horizontal.

Con esta nueva transformacién podremos graficar facilmente cualquier funcién
cuadrética. En caso de que encuentre una funcién con la forma: y = ax? +
bx + ¢, basta completar cuadrados!' y convertir la funcién a la forma: y =
(x —a)? +B.

El ntimero « causa una traslacién horizontal; el niimero f causa una traslacién
vertical. El peor de los casos tendremos una funcién de la forma:

y=k(x—a)?+p

con k < 0, es decir un ntimero negativo, lo que indica una reflexién respecto
al eje x. Es decir, la parabola abre hacia abajo.

Ejemplo 6.2.13

I Grafica la funcion: y = x> —4x + 1.

e Método 1. Completando cuadrados ......................ooooial

e Primero debemos observar que es una funcién cuadratica, y que se trata
de una pardbola.

195 os estudiantes no recuerdan cémo completar cuadrados, deben estudiarlo de nuevo.
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e Vamos a completar cuadrados.

y = 2 —dx+1

(2 —dx+1)+(4—4)
— (x 4x+4)+(1 4)
(x—2)° -

En esta forma, es mucho mds fécil y rdpido hacer la gréfica de la funcién.

TIP: Para completar cuadrados més facilmente, el truco es el siguiente:
“calcula la mitad del coeficiente del término lineal, en este caso, la mitad de —4
es —2, y usamos ese valor para completar el binomio.”

He aqui un segundo método de llegar al mismo resultado.
e Método 2. Formula general ................. ... ... oo

e Encontramos las raices de la funcién, es decir, los puntos donde la
gréfica corta al eje x, con la ayuda de la férmula general®’;

_ —bE Vb —4ac
o 2a

En este caso: @ = 1,b = —4 y ¢ = 1. Sustituimos los valores en la
férmula general y resolvemos para encontrar los valores de x:

4+ /16— 4 (1)(1)

2(1)

4412
2

4+2/3
2
243

e Ahora ubicamos los puntos:

x1:2+\/§ y XZ=2—\/§

en el eje x y a partir de estos graficamos la pardbola. Sabemos que la
parébola abre hacia arriba.

e En caso de que quiera mayor precisiéon, podemos usar la informacién
del método 1: el vértice se encuentra en el punto (2, —3).

o Método 3. Geométricamente ...........c..vuiiiiiiiiiii.

e Usando la interpretacién geométrica de las raices de la ecuacién cuadratica®!
podemos facilmente encontrar las coordenadas del vértice:

20La interpretacién geométrica de las raices de ax? + bx + ¢ = 0 estd en la pagina 52.
21Vea la interpretacién geométrica de las raices de la ecuacién cuadratica en la pagina 52.
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Y la ordenada del vértice es: y(2) = (2)?> —4(2) +1 = —3. Entonces, el
vértice es: (2, —3)

e Sabemos que la pardbola abre hacia arriba porque el coeficiente del
término cuadrético es positivo, y ya podemos hacer un bosquejo de la
gréfica de la funcién.

y

y=(x—2)2-3
5] y

1 1 2 3/4 5 6
14
—‘2 [ xl :2—'—\/5
34 —2-3
V(2 -3) 2 &

e Pida a los estudiantes que calculen y(0) = (0—2)2 -3 =4-3=1.
e Enfatice en la importancia de la prioridad de las operaciones.

e Observe que como el coeficiente del término cuadratico es 1, podemos
aplicar el truco de los ntiimeros impares para graficar rdpidamente una
vez que conozca las coordenadas del vértice de la parabola.

6.2.8 Razones y proporciones

Es muy importante que el estudiante comprenda por qué deben realizarse de
esa manera los procedimientos.

Por ejemplo, frecuentemente se explica la regla de tres cuando estudiamos
razones y proporciones sin justificar por qué las operaciones se realizan en
ese orden. Otro punto importante consiste en que muy pocas veces se explica
qué informacién nos dice una razén o proporcion.
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En la vida real surgen muchas ocasiones en las que deseamos comparar dos
cantidades.

Para compararlas tenemos muchas opciones validas, pero la que nos provee
de informacién mds rapidamente es la razén, que también se conoce como
proporcién.

Definicién 6.2.1

Razon
Considere los niimeros a y b. La razén de ellos es el cociente obtenido al dividirlos:

a
b

En otras palabras, la razén de dos niimeros es igual al cociente entre ellos.

Ejemplo 6.2.14

En las pasadas elecciones de un pueblo el candidato A obtuvo 4 875 votos a su favor,
mientras que el candidato B obtuvo 1625. ;En qué proporcion estin sus respectivas
votaciones?

o Por definicién, debemos dividir el ntimero de votos que obtuvo el can-
didato A entre el nimero de votos que obtuvo el candidato B.

Votos del candidato A 4875
Votos del candidato B~ 1625

e Este resultado nos indica que el candidato A obtuvo 3 votos por cada
voto que obtuvo el candidato B.

e Esta misma informacién obtenemos si encontramos la razén de los votos
del candidato B con respecto al candidato A:

Votos del candidato B~ 1625 1
Votos del candidato A ~ 4875 3

e La fraccién 1/3 nos dice que por cada voto que obtuvo del candidato B,
el candidato A obtuvo 3.

En este ejemplo se conocian dos datos y éstos no se pueden cambiar. En
algunos casos tenemos mds informacién y la proporcién nos puede ayudar a
calcular un dato desconocido. Es decir, utilizamos la informacién conocida
para predecir un dato que nos interesa calcular.

Para esto, tenemos que saber que hay varios tipos de proporcién. Empezamos
con la proporcién directa.
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Definicion 6.2.2

PROPORCION
Es una igualdad entre dos razones. Por ejemplo,

a (o}

b d

Esta misma proporcién también podemos escribirla como: a : b :: c : d.

Definiciéon 6.2.3

PROPORCION DIRECTA

Cuando dos cantidades estdn relacionadas de tal forma que cuando una cantidad crece
la otra también crece el mismo niimero de veces, entonces tenemos una proporcién
directa.

Ejemplo 6.2.15

El vendedor de Hot Dogs puede preparar 20 Hot Dogs en 30 minutos. ;Cudntos
puede preparar en 45 minutos?

e Nosotros sabemos que puede preparar 20 hot dogs en 30 minutos, entonces
debe preparar la mitad de hot dogs en la mitad del tiempo.

e Eso significa que puede preparar 10 hot dogs en la mitad de 30 minutos,
es decir, en 15 minutos.

e De manera semejante, puede preparar el doble de hot dogs en el doble
de tiempo.

e Igualmente, puede preparar la cuarta parte de hot dogs en la cuarta
parte del tiempo,

e Entonces, si sumamos lo que puede preparar en 30 minutos con lo que
puede preparar en 15 minutos, obtenemos lo que puede preparar en 45
minutos.

e En conclusién, puede preparar 20 + 10 = 30 hot dogs en 45 minutos.

Ejemplo 6.2.16

En un asilo se consumen 14 kg de harina por semana (7 dias). ;Cudntos kilogramos
de harina se consumen en 30 dias?

e En la séptima parte del tiempo se consume la séptima parte de harina.
e Esto significa que en un dia se consumen 2 kilogramos de harina.

e En 30 dias se consumen 30 veces més harina de lo que se consume en
un dia.
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e Esto indica que en 30 dias se consumen 2 x 30 = 60 kilogramos de
harina.

Los problemas de proporcién directa se resuelven de manera mds sencilla si
utilizamos la regla de 3 directa.

Por ejemplo, en el caso de los Hot Dogs, escribimos en una columna el ntimero
de Hot Dogs que puede preparar y en otra la cantidad de minutos que re-
quiere:

Hot Dogs = Minutos
Datos conocidos: 20 = 30
Para calcular: x = 45

Para resolver este problema con este segundo método observe que si dividi-
mos 20 (Hot Dogs) entre 30 (minutos) obtenemos la razén que indica cudntos
Hot Dogs prepara el vendedor en un minuto??. Si multiplicamos este resul-
tado por 45 (minutos) obtenemos la cantidad de Hot Dogs que prepara en esa
cantidad de tiempo.

Entonces,
20 2
x—45><%_3><15><§—30

En el caso del asilo sabemos que se consumen 14 kg de harina en 7 dias, la
razén 14 / 7 = 2 nos indica que se utilizan 2 kilogramos de harina por dia
en ese asilo. En 30 dias se deben utilizar 30 veces mas, es decir, 30 x 2 = 60
kilogramos de harina.

En forma de regla de tres directa, tenemos:

kg de harina = Dias
Datos conocidos: 14 = 7
Para calcular: x = 30

Y al realizar las operaciones, obtenemos:

x:30><%:30><2:60

22En realidad, esta razén nos indica que el vendedor prepara 2 Hot Dogs en 3 minutos, o bien,
dos tercios de Hot Dogs en un minuto.
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Debido a que la multiplicacién y la division tienen la misma prioridad como
operaciones, no importa cudl de ellas realicemos primero?®. Bien podemos
primero dividir y después multiplicar, bien podemos primero multiplicar y
después dividir... en ambos casos siempre obtendremos el mismo resultado.

Por esto, es una costumbre utilizar de la siguiente manera la regla de tres
directa. Por ejemplo en la tiltima tabla que escribimos:

kg de harina = Dias
Datos conocidos: 14 = 7
Para calcular: x = 30

Empezamos multiplicando el tinico ntimero que conocemos del renglén donde
se encuentra nuestra incégnita (30) por el nimero que se encuentra en el otro
renglén y en la otra columna (14) y este resultado lo dividimos por el tltimo
numero conocido (7).

x= 21 55x0 =60

7
Explique el porqué de la regla de tres directa para que los estudiantes puedan
aplicarla en cualquier situacién donde se pueda aplicar y no requieran bus-
car en un libro o preguntar a alguien mds cémo hacerlo... si entienden el
procedimiento, ellos mismos podran deducir qué hacer en cada caso.

Una proporcién directa que es muy utilizada comtinmente es el porcentaje.

Definicion 6.2.4

PORCENTAJE
Es una proporcién de algo a cien. La palabra porciento indica cudntos se tomardn por
cada cien.

Ejemplo 6.2.17

Luisa compré un vestido. Como le hicieron un descuento del 25%, solamente pago
$180.00 pesos. ;Cudl es el precio original (sin descuento) de ese vestido?

e Para calcular el precio con descuento del vestido, debieron quitar el 25%.
e Definimos P al precio sin descuento del vestido,

e Entonces, 0.25 P es el descuento que se le hizo,

2Observe que estamos basando este razonamiento en la prioridad de las operaciones. Es decir,
estamos apoydndonos en lo que el estudiante ya debe saber, dado que este tema debi6 estudiarse
con antelacion.
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Y el precio con descuento es:

P—-025P=075P

Esto indica que pagé solamente el 75% del precio original del vestido.

Y este precio fue de $180.00 pesos.

e Entonces,
180 180
0.75P =180 = P = 075 = 73\
(3)
_ 4x180
3
= 4x60=240

o Esto nos dice que el precio original (sin descuento) del vestido era de
$240.00 pesos.

En efecto, si calculamos el 25% de $240.00 pesos, entonces debemos sacar
la cuarta parte,

es decir, $60.00 pesos es el 25% de $240.00

A $240.00 le restamos $60.00 y obtenemos $180.00 que es el precio con
el 25% de descuento.

o En este caso, es un error comun que los estudiantes escriban una regla
de tres como sigue:

25% = $180
100% = $x

Explique por qué no es correcto este proceder.

Ejemplo 6.2.18

Un paquete de cereal contiene 15% mids gratis. Si el envase inicialmente contenia 680
gr., ¢cudntos gramos contiene ahora?

e Sabemos que originalmente el envase contenia 680 gramos.

e E110% de esa cantidad es la décima parte, porque 10 es la décima parte
de 100

Y el porcentaje se refiere a la proporcién por cada cien...

la décima parte de 680 gr., es 68 gr.

Entonces, el 10% de 680 es 68.
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e La mitad del 10% es el 5%.

e Entonces, el 5% de 680 es la mitad de 68, es decir, 34.

e Si sumamos el 10% de 680 y el 5% de 680 obtenemos el 15% de 680.
e Esto es, el 15% de 680 es 68 + 34 = 102

e Entonces, el envase contiene 102 gramos de més... (jGratis!)

e Si originalmente contenfa 680 gramos, junto con los 102 gramos gratis
(el 15%) obtenemos un nuevo total de 782 gramos.

e Este mismo problema puede resolverse con una regla de tres directa.

e Es conveniente mostrar a los estudiantes ambos métodos para que ten-
gan oportunidad de justificar la regla de tres con el método que hemos
utilizado en este ejemplo.

Definicion 6.2.5

PROPORCION INVERSA

Dos cantidades estin en proporcion inversa si al crecer una, la otra decrece, con el
mismo factor, pero inversamente. Esto es, usamos el reciproco del factor para la se-
gunda cantidad.

Por ejemplo si una aumenta al doble, la otra disminuye a la mitad.

Ejemplo 6.2.19

Dos trabajadores tardan 32 horas en pintar una barda. ;Cudntos trabajadores se
requieren para que realicen la tarea en 4 horas?

e Si se asignan el doble de trabajadores deben tardar la mitad del tiempo.

v Entonces, si hay 4 trabajadores deben tardar 16 horas,
vy 8 trabajadores deben tardar 8 horas,
vy 16 trabajadores deben tardar 4 horas,

e Todo esto, suponiendo que los trabajadores siempre trabajan al mismo
ritmo y que no se estorban entre ellos para realizar la tarea.

Es muy importante que el estudiante comprenda por qué se realiza una op-
eracién de una manera. Si el estudiante no comprende el porqué, después,
cuando necesite aplicar ese conocimiento, muy dificilmente recordard como
aplicarlo. Por el contrario, si entendi6 el principio que se aplica en ese caso y
sabe justificarlo, no requiere de memorizarlo, sino de deducirlo.

Este tipo de razonamiento es el que les ayuda a formar cadenas de argumentos
para justificar sus procedimientos.
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La cura para el aburrimiento es la curiosidad. No hay cura para
la curiosidad.

— Dorothy Parker
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7.1 SOFTWARE LIBRE

Actualmente hay muchas herramientas tecnolégicas que nos ayudan a ensefiar
las ciencias de una manera mas eficiente.

Afortunadamente mucho de ese software puede conseguirlo de manera gra-
tuita.

De cualquier manera, se sugiere que lea las restricciones y condiciones que se
le imponen al instalar algiin software, sea este gratuito o no. Es la forma maés
sensata de proceder.

711 BTEX 2¢

Es un software originalmente desarrollado por Donald Knuth (TgX) y después
mejorado por Leslie Lamport (IATEX).

Actualmente la comunidad cientifica utiliza este software por la comodidad
que representar para redactar los documentos, especialmente aquellos que
incluyen ecuaciones o simbolos matematicos de cualquier tipo.

De hecho, no solamente las ecuaciones o simbolos se pueden insertar en los
documentos generados con este software, sino también graficos, imadgenes,
etc., con ayuda de la paqueteria que viene incluida en el mismo. !

7.1.1.1 Dénde conseguir IATEX 2¢

ATEX 2¢ es un software libre. Hay versiones para utilizar en Windows, Mac,
Linux, etc. Puede descargar la versién para Windows desde la siguiente di-
reccién de internet:

www.miktex.org
Usted debe buscar una liga que diga Install MikTgEX. Después oprima en la

liga que dice: Download Basic MiKTgX installer.

El MikTgX es un conjunto de librerfas que tienen las instrucciones para generar
los documentos en el codigo IATEX 2.

Ademads de MikTEX requeriremos de un software para editar los documen-
tos que deseemos generar con IXTEX2¢. El autor de este material utiliza el
programa TgXnicCenter.

1Este libro se edit6 con la ayuda de ITgX 2¢ principalmente. Vea los créditos de este material
al final del mismo.
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El programa TgXnicCenter también es libre y puede descargarlo desde el
siguiente sitio de Internet: www.toolscenter.org

En este sitio debe encontrar la liga que dice: Download. Esto abrird una nueva
pégina donde debe encontrar la liga: TEXnicCenter Setup Version [versién].
Generalmente le enviard a otro sitio de Internet? desde donde puede descargar
el software.

Ahora debe instalar en su computadora cada uno de los programas. Prefer-
entemente instale primero MikTEX y después TgXnicCenter.

La primera vez que desee utilizar TgXnicCenter para crear su primer docu-
mento, el programa le pedira varias cosas. La mayoria de ellas consisten en
comandos para saber con qué opciones abrir los documentos en el software
que utilice para visualizar los documentos.

Sin embargo en una de esas le pedird la direcciéon donde se encuentran los
paquetes de MikTEX para generar los documentos.

Usted debe buscar los archivos ejecutables (* . exe) de MikTEX en el disco duro
de su computadora. La direccién debe ser parecida a la siguiente:

C:\Archivos de programa\MiKTeX\miktex\bin

Ahora si, esta listo para redactar su primer documento en I&TEX 2¢.

7.1.1.2 Crear un documento en IATEX 2¢

Al principio el uso de IAIEX2¢ parece dificil, pero con el paso del tiempo se
acostumbra a su sintaxis.

Es importante que entienda que IXTEX 2¢ es un lenguaje de programacion. Asi
que debe respetar estrictamente la sintaxis del mismo, es decir, si desea que
un documento incluya el simbolo: ¢, y conoce su cédigo, debe escribirlo tal
cual es: $\ell$.

En I&TEX2¢ los documentos tienen una calidad superior a cualquier proce-
sador de texto convencional. La gran desventaja del I&TEX2¢ consiste en que
usted no ve el documento tal cual lo vera una vez creado, como en los proce-
sadores de texto convencionales.

Muy bien. Aclarado esto, empezamos con algunos ejemplos bésicos.
Cédigo minimo

Para crear un documento que contenga su nombre, basta el siguiente cédigo:

\documentclass{article}

2SourceForge.net
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\begin{document}

2

% Escriba su nombre antes del signo de porcentaje.

)

Hola, mi nombre es %

% Aqui puede incluir todo el texto que desee...
\end{document}

v La instruccién \documentclass[]{} le indica a XIEX2¢ qué tipo de doc-
umento crearemos. En este caso se trata de un articulo.

v El espacio contenido entre \documentclass[1{} y \begin{document} se
conoce como preambulo del documento.

v La instruccion \begin{document} indica el inicio del documento.

v La instruccion \end{document} indica el fin del documento.

Cualquier texto que aparezca después de un simbolo de porcentaje (%) IATEX 2¢
lo ignorara. En otras palabras, cualquier comentario que desee agregar a su
documento puede incluirlo inicidndolo con %.

En IXTEX 2¢ existen ambientes. Por ejemplo, para centrar un texto, puede in-
cluir el texto que desea que aparezca centrado entre los comandos: \begin{center}
y \end{center}. Por ejemplo®:

\begin{center}
Este texto aparecerd centrado...
\end{center}

v La instruccién \begin{center} inicia el ambiente centrado.

v La instruccién \end{center} finaliza el ambiente centrado.

Otros ambientes que pueden ser ttiles para empezar con el uso de KTEX2¢
son:

itemize Crea una lista con vifietas.

enumerate Crea una lista enumerada.

description Crea una lista descriptiva (como la que esté leyendo ahora).
minipage Crea una minipdgina dentro de una pagina.

equation Para enumerar ecuaciones y centrarlas.

3Se supone que usted teclea el texto que aparece entre las instrucciones \begin{document} y
\end{document}.

Ensenanza de
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eqnarray Para editar un arreglo de ecuaciones.

array Para realizar arreglos de nimeros o letras (matemaético).

tabular Para realizar tablas (en ambiente textual).

flushright Justifica el texto a la derecha.

flushleft Justifica el texto a la izquierda.

Cualquier ambiente en IATEX 2¢ debe iniciar con la instruccién \begin{ambiente},
y finalizar con \end{ambiente}, donde ambiente es el nombre del ambiente.

Por ejemplo, si desea incluir una ecuaciéon con el ambiente equation debe
escribir:

\begin{equation}
y = mx + b
\end{equation}

7.1.1.3 Coémo escribir ecuaciones en IATEX 2¢

Donald Knuth cre6 IXTEX 2¢ con la intencién de que los libros que requirieran
ecuaciones fueran cada vez mejores.

Para poder incluir una ecuacién en IXTEX 2¢, es requisito indispensable estar
en el ambiente matematico.

Los ambientes que fueron disefiados para editar ecuaciones no requieren que
escribamos las instrucciones: \begin{math} y \end{math}.

Por ejemplo, para imprimir la férmula general para resolver ecuaciones de
segundo grado escribimos:

\begin{equation}
x = \frac{-b\pm\sqrt{b"2 - 4\,ac}}{2\,a}
\end{equation}

y aparecera como:

v —b+ Vb2 —4ac

2a

y para incluir en el documento la férmula de la pendiente de una recta:

Ensenanza de
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\begin{equation}
m = \frac{y 2 - y_1}{x 2 - x_1}
\end{equation}

y aparecera como:

_Y¥2—hn
X2 — X1

m

Como ya se observd, las fracciones se escriben con el cédigo \frac, los subindices
anteponiendo el guién bajo: x_2.

Es una buena idea utilizar los simbolos { } como agrupadores cuando desee
incluir varios caracteres o simbolos en un subindice o en un exponente. Por
ejemplo:

A = [aj]

lo consigue con el siguiente cédigo:

\begin{equation}
A = [a {i7F}]
\end{equation}

El siguiente ejemplo muestra cémo incluir exponentes:

xn+yn:Z

que se consigue con el siguiente cédigo:

\begin{equation}
x"n + y'n = z"n
\end{equation}

Algunas veces requerird incluir texto dentro del ambiente matemético, por
ejemplo los siguientes casos:

Ensefianza de
las Matematicas
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nuimero de veces que A ocurrié
ndmero de veces que se repiti6 el experimento
2x—15 six<m
flx) = 3x

— 47 six>
5—1— S1X > 7Tt

que se consigue con el siguiente cédigo:

\begin{egnarray}
p(A) &=& \frac{\mbox{numero de veces que S$AS ocurrid}}
{\mbox {numero de veces que se repitid el experimento}}\\

f(x) &=6&
\left\{\beginfarray} {11}

2\,x-15 & \mbox{ si } x \leqg \pi\\
\frac{3\,x}{5}+7 & \mbox{ si } x > \pi
\end{array}\right.

\end{egnarray}

donde se incluye la instruccién \mbox{texto}, que genera una caja para in-
cluir el texto texto dentro del ambiente matematico.

Otro ejemplo donde se requiere agregar texto que puede utilizar para hacer
mas claro el concepto estd en la definiciéon de pendiente:

= ¥y2—Yy1 _ Ay  Incremento en y
B X2 — Xq Ax ~ Incremento en x

Esta férmula se obtiene con el siguiente c6digo:

\begin{equationx*}
m = \displaystyle

\frac{y 2 - y_1}{x 2 — x_1}

= \frac{\Delta y}{\Delta x}

= \frac{\mbox{Incremento en }y}{\mbox{Incremento en }x}
\end{equationx*}

Puede notar que ahora se ha utilizado la instruccién \begin{equationx}, en
lugar de la instruccién \begin{equation}. La diferencia, el incluir un as-
terisco (x) al final, le indica a IXTEX2¢ que no deseamos que enumere esa
ecuacion.

Los signos de raiz se pueden generar con la instruccién: \sqrt{}. Por ejemplo:

Ensefianza de
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se obtiene con el codigo:

\begin{equation}
\sgrt{\frac{x"2 + 1}{x"2 - 1}}
\end{equation}

El indice de la raiz se edita entre corchetes como se muestra en el siguiente

ejemplo:
Wx2+1 (x?+1 B
x2—1 \x2-1
\begin{equation}

\sgrt[n]{\frac{x"2 + 1}{x°2 - 1}}=
\left (\frac{x"2 + 1}{x"2 — 1}\right) {1/n}
\endf{equation}

Algunas férmulas ttiles para estadistica se muestran enseguida:

=y
Il

que se obtuvieron con el cédigo:

\begin{egnarrayx*}
\bar{x} &=& \frac{\sum\limits {i=1}"{n}{x_1}}{n}\\

\sigma &=& \sqrt{\frac{\sum\limits_{i=1}"{n}
{ (\bar{x} — x_1i) 2}}{n-1}}%
\end{egnarray*}

Ensefianza de
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Podemos escribir cualquier notacién matemaética de secundaria o bachillerato
usando IXTEX 2.

Algunos ejemplos de célculo:

\displaystyle\frac{d(u\cdot v) }{dx} &=&

u\, \frac{dv}{dx}+v\, \frac{du} {dx}\\
\displaystyle\frac{d}{dx}\left (\frac{u}{v}\right) &=¢&
\frac{v\, \displaystyle\frac{du}{dx}-u\, \frac{dv}{dx}}{v 2} \\
\int\!u\,dv &=& ulcdot v - \int\!v\,du\\
\displaystyle\int\!v"n\, {dv} &=& \frac{v {n+1}}{n+1}+ C

Incluye en el documento:

d(u o) = ud—v—l—vd—u
dx T U dx dx
du do
4wy - Cax M
dx \v 02
/udv = u-v—/vdu
U"+1
n _
/v do = n+1+C

Por ejemplo, podemos denotar al conjunto de los niimeros reales con el siguiente
codigo:

\begin{equation}
\mathbb{R} = \mathbb{Q}\cup\mathbb{Q}’
\end{equation}

Esto incluye en el documento lo siguiente:

R=QuUQ

Otro ejemplo més avanzado se muestra enseguida:

Determinar: $x_1, x_2, \cdots, x_n$, para maximizar:
\begin{equationx*}
z=\sum\limits {j=1}"{n}{c_j\,x_7}

Ensefianza de
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\end{equationx*}

sujeto a:

\begin{egnarray*}

\sum\limits_{j=1}"{n}{a_i\,x_j\leq b_1i}
\gquad\gquad i = 1, 2, \cdots, m\\

x_3j \geqg 0 \gguad\gquad j = 1, 2, \cdots, n

\end{egnarrayx}

Lo cual imprime en el documento:

Determinar: x1,xp,- - -, x,, para maximizar:
n

= Z OFe
j=1

sujeto a:

O en forma vectorial:

Determinar: S\vec{x}$ para maximizar:
\begin{equationx*}

z(\vec{x}) = \vec{c}\cdot\vec{x}
\end{equationx*}
sujeto a:

\begin{egnarrayx*}

A\, \vec{x}&\leg&\vec{b}\\
\vec{x} & \geqg & \vec{0}
\end{egnarrayx*}

Y en el documento vera:

Determinar: ¥ para maximizar:

z(X)=¢-X
sujeto a:

AX < b

x>0

Podemos editar una matriz o determinante utilizando el ambiente array:

Ensefianza de
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a1 d12 413
det(A) = | a1 axn ax
az1 a3y 4as3

se obtiene con el cédigo:

\begin{equation}

\det (A) =

\left| \begin {array}{ccc}

a {11} & a {12} & a {13}\\

a {21} & a_{22} & a_{23}\\

a {31} & a_{32} & a _{33}\end {array} \right]
\end{equation}

Y una matriz aumentada se consigue con el siguiente cédigo:

\begin{equation}

A =

\left( \begin {array}{ccc|r}

\alpha_{11} & \alpha_ {12} & \alpha_ {13} & \beta_1\\
\alpha_{21} & \alpha_{22} & \alpha {23} & \beta_2\\
\alpha_{31} & \alpha_ {32} & \alpha_ {33} & \beta_ 3
\end {array} \right)

\end{equation}

Y en el documento se imprime:

app ap w3 | P
A= | axn axp a3 |po
a3 &3 &33 | B3

Un arreglo que puede servir para las operaciones con polinomios es:

x—5
x+2| x¥*-3x-10
—;(Z—Zx
—5x— 10
5%+ 10
0x+0

Ensefianza de
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\begin{center}

\begin{tabular}{rir}

T & T78x-55 & T \\\cline{2-3}

\multicolumn{l}{c/|}{S$x+25}& ~~$x°2-3\,x-10S & ~ \\

& $-\cancel{x"2}-2\,x$ & \\\cline{2-3}

~ & \hspace{b5ex}S-\cancel{5\,x}-\cancel{10}S& \\

~ & \hspace{5.5ex} $\cancel{5\,x}+\cancel{10}$ & \\\cline{2-3}
~ & \hspace{é6ex} S0\,x + 05 & \\

\end{tabular}

\end{center}

Y para la division sintética:

1 -3 -10| -2
=72 10

53
\begin{array}{rrr|r}
1 & -3¢& -10 & -2\\
& -2 & 10 & \\\hline
1 & -5 & \textcolor{red}{0} &
\end{array}

5%

Las tablas se pueden escribir con la ayuda de un arreglo. Por ejemplo:

Los primeros ntiimeros naturales que son niimeros primos son:

2 3 &5 7 11
13 17 19 23 29
31 37 41 43 47
53 59 61 67 73

Que se obtuvo con:

Los primeros numeros naturales
que son numeros primos son:
\begin{center}

\begin{tabular} {ccccc}

2 & 3&5 &7 ¢& 11\\

13 & 17 & 19 & 23 & 29\\

31 & 37 & 41 & 43 & 47\\

53 & 59 ¢ 61 & 67 & 73
\end{tabular}

\end{center}
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Note que cuando utilizamos el ambiente tabular no se requiere iniciar el
ambiente matemético previamente, mientras que en el ambiente array si.

Ya habrd observado que se incluyen varias letras entre llaves después de la
instruccién \begin{array?}. Estos argumentos indican cémo se debe imprimir
cada columna, justificada a la derecha (r), justificada a la izquierda (1), o
centrada (c). Debe incluir una letra por cada columna.

Si desea que aparezcan lineas horizontales que sirvan de divisién entre cada
renglén de la tabla, incluya la instruccién \hline. Por ejemplo:

5 modé6 0 modé6 1 mod®6

B 6 7
11 12 13
17 18 19
23 24 25
29 30 31
35 36 37
41 42 43
47 48 49
53 54 59

Clases 5, 0 y 1 de médulo 6.

Que se obtiene con el cédigo:

\begin{center}

\rule{écm}{1pt}\\

\begin{array}{ccc}

\rowcolor{yellow!25} {5 \mod 6} & {0 \mod 6} & {1 \mod 6}
\\\hline

5 & 6 & 7 \\
11 & 12 & 13\
17 & 18 & 19 \\
23 & 24 & 25 \\
29 & 30 & 31 W\
35 & 36 & 37 \\
41 & 42 & 43\
47 & 48 & 49 \\
53 & 54 & 55 \\
\vdots & \vdots & \vdots

\end{array}\\

\rule{écm} {1pt}\\

\textcolor{blue}{\small\bf Clases 5, 0 y 1 de mdédulo 6.}
\end{center)}

Algunas veces se requerirdn de tablas, pero con contenido textual. En esos
casos conviene maés utilizar el ambiente tabular en lugar del ambiente array.
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El primero se disefi6 para incluir texto, el segundo para simbolos mateméticos
y/o ecuaciones, por ejemplo:

En las vacaciones nos fuimos a Cerro Azul, Ver.,

y mi mamd comprd varios recuerdos.

Diez llaveros para mi tios, cinco playeras para mis primos,
una imagen del la Virgen para mi abuelita y para mi,

dos libros para que me ponga a estudiar.

Los precios de cada articulo estdn en la siguiente tabla:
\begin{center}

\rule{7.25cm} {2pt} \\

\begin{tabular}{lr}

\rowcolor{yellow!25}

\enc{Articulo} & \enc{Precio}\\\hline
Llavero & \$12.00 pesos\\
Playera & \545.00 pesos\\

Imagen de la Virgen & \$125.00 pesos\\

Libro de Matemdticas & \$120.00 pesos\\
\end{tabular}\\

\rule{7.25cm} {2pt}

\end{center}

cCudnto gastd en los recuerdos de las vacaciones?

Incluye en el documento lo siguiente:

En las vacaciones nos fuimos a Cerro Azul, Ver., y mi mamda compré varios
recuerdos. Diez llaveros para mi tios, cinco playeras para mis primos, una
imagen del la Virgen para mi abuelita y para mi, dos libros para que me

ponga a estudiar. Los precios de cada articulo estan en la siguiente tabla:

Articulo Precio
Llavero $12.00 pesos
Playera $45.00 pesos

Imagen de la Virgen ~ $125.00 pesos
Libro de Matematicas $120.00 pesos

(Cudnto gast6 en los recuerdos de las vacaciones?

En algunos de los c6digos de los ejemplos dados se ha incluido la instruccién
\enc{}, con un argumento dentro de los corchetes.

Esta instruccién no existe en IXIEX2¢. El autor de este libro la definié con el
siguiente cédigo:

\def\enc#l{\textbf{\textcolor{blue}{#1}}}

La instruccion \def indica que estamos definiendo una nueva instruccion.
Enseguida estd el nombre de la instruccién que estamos definiendo: \enc.

Ensenanza de
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#1 indica que esta instruccién requiere de un argumento. Después, entre
llaves, definimos la instruccién. En este caso se imprimird el argumento de la
instruccion en formato \textbf (negrita) y con color azul. Por ejemplo*:

\enc{Nota:} Esto solamente es un ejemplo.

Imprime en el documento lo siguiente:

Nota: Esto solamente es un ejemplo.

7.1.1.4 Simbolos matematicos

En los documentos generados con I£TEX 2¢ se pueden incluir, ademds de ecua-
ciones, funciones matematicas bdsicas, el alfabeto griego y demas simbolos
matemdticos que pueda utilizar en cualquier curso de matemdticas preuniver-
sitario.

Funciones matemaéticas

Las funciones matematicas trigonométricas, logaritmicas, exponenciales, etc.,
se definen en IXTEX2¢ para cuando se requiera incluirlas. Cuando escriba el
cédigo para incluir una de éstas, debe estar en el ambiente matematico.

\arccos \cos \csc \exp \ker \limsup \min \sinh
\arcsin \cosh \deg \gcd \lg \In \Pr  \sup
\arctan \cot \det \hom \lim \log \sec \tan

\arg \coth \dim \inf \liminf \max \sin  \tanh

Alfabeto Griego

También estan definidas las letras griegas. Enseguida se muestran los c6digos
de este alfabeto:

« \alpha B \beta v \gamma J \delta € \epsilon
 \zeta n \eta 6 \theta 1 \iota x \kappa

A \lambda p \mu v \nu ¢ \xi T \pi

o \rho o \sigma T \tau v \upsilon ¢ \phi

x \chi P \psi w \omega ¢ \varphi ¢ \varepsilon
@ \varpi ¢ \vartheta ¢ \varrho ¢ \varsigma

I' \Gamma A \Delta ® \Theta A \Lambda E \Xi

IT \Pi Y \Sigma Y \Upsilon & \Phi Q \Omega

4Podemos definir mas instrucciones, comandos y ambientes. Pero para eso se requiere de un
curso avanzado de ETEX 2¢.
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Simbolos matematicos

En IAIEX 2¢ se pueden generar todos los simbolos matematicos que un profesor
de bachillerato pueda imaginar y muchos mas.

En la siguiente tabla se muestran los que mds frecuentemente usamos en los

cursos de niveles medio y medio superior®.
Simbolo Cédigo | Simbolo Cédigo
<+ \div X \times
~ \approx # \neq
o« \propto ~ \sim
= \equiv = \not\equiv
+ \pm F \mp
< \leq > \geq
= \leqq = \geqq
£ \nleq b \ngeq
0 \infty @ \emptyset
¢ \notin € \in
U \cup N \cap
C \subset D \supset
€ \perp I \parallel
\cdot e \cdots
: \vdots e \ddots
. \therefore v \because
| \mid ¥ \nmid
— \rightarrow = \Rightarrow
— \lefttarrow = \Leftarrow
Y \sum Il \prod
X \vec{x} AB \overline{AB}
4 \angle & \Leftrightarrow

Si usted pensé en un simbolo que no se encuentra en esta lista, puede encon-
trarlo en la lista que contiene todos los simbolos contenidos en IXTEX 2¢. Esta
lista se encuentra en la documentacién en la carpeta donde se grabaron todos
los archivos de MikTgX. Muy probablemente se encuentren en una direccién
como la siguiente:

C:\Archivos de programa\MiKTeX\doc\info\symbols\comprehensive

7.1.1.5 Secciones en IXTEX 2¢

En IXTEX2¢ podemos organizar un documento por secciones, subsecciones,
subsubsecciones, etc.

5Obviamente, los simbolos matematicos deben incluirse dentro de un ambiente matematico
de TATEX 2.
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Para indicar el titulo y el inicio de una seccién utilizamos la instruccién:
\section{}. Por ejemplo:

\section{La ecuacidn de la recta}

De manera semejante podemos definir subsecciones:

\subsection{La pendiente}

En un articulo (documento de clase article) no podemos definir los capitulos
o partes, pero en el libro (documento de clase book) si.

Un capitulo se define con la instruccién \chapter{}. Por ejemplo:

\chapter{Limites}

Se define, de manera mds amplia que el capitulo, la parte, que viene siendo
equivalente al tomo de una obra. Se define con la instruccién part. Por
ejemplo:

\part{Tomo I}

La inclusién de las secciones es como sigue:

\part{Tomo I}

\chapter{Capitulo I}

\section{Seccidn 1.1}
\subsection{Subseccidén 1.1.1}
\subsubsection{Subsubseccidén 1.1.1.1}

Puede incluir varias veces la instruccion \chapter{} dentro de un solo \part{}.

De manera semejante, puede incluir varias secciones dentro de un capitulo y
a su vez varias subsecciones dentro de una seccion, etc.

7.1.1.6 Paquetes de IATEX 2¢

En I£TEX 2¢ hay muchos paquetes que sirven de apoyo para generar materiales.

Distintos paquetes tienen funciones distintas: para hacer dibujos, cajas, tablas
muy extensas, trabajar con colores, etc.

Cada paquete tiene distintas opciones.

Algunos ejemplos de paquetes son los siguientes:
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beamer para preparar presentaciones para proyectarse (por ejemplo para pre-
sentar una pldtica ante un auditorio).

fancybox para crear cajas con sombra, o con “esquinas” redondeadas, etc.

Una caja con sombra... I

amsmath para utilizar las fuentes matematicas de la Sociedad Matematica
Americana (American Mathematical Society).

enumerate para enumerar listas de distintas formas.

ulem para subrayar texto.

multicol para editar partes del documento con varias columnas.

Para conocer como utilizar cada uno de los paquetes puede ver algunos ejem-
plos en Internet o bien, puede consultar la documentacién que se incluye con
la instalacién del MikTgX. Muy probablemente en una carpeta con la siguiente
direccién:

C:\Archivos de programa\MiKTeX\doc\LaTeX

7.1.1.7 Tipografia

En I£TEX 2¢ podemos cambiar el tamario de la fuente (es decir, el tamafio de la
letra impresa en el documento) de varias maneras.

La primera se indica en la instrucciéon \documentclass[10pt, letterpaper] {book}.

Esta instruccién de indica a IATEX 2¢ que el tamarfio de la fuente a utilizar en el
documento actual es de 10 puntos y el tamafio de hoja es carta.

Puede utilizar 11 puntos o 12 puntos con esta instruccion.

Otra forma de cambiar el tamafio de la fuente se provee utilizando las instruc-
ciones disefiadas especialmente para este fin.
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Fuente tamario tiny
Fuente tamano scriptsize

Fuente tamario footnotesize
Fuente tamafio small

Fuente tamafio normalsize
Fuente tamafio large

Fuente tamafo Large

Fuente tamafio LARGE
Fuente tamafio huge

Fuente tamano Huge

lo cual se consigue con el siguiente c6digo:

\begin{center}

\tiny{Fuente tamafo tiny}\\
\scriptsize{Fuente tamaro scriptsize}\\
\footnotesize{Fuente tamano footnotesize}\\
\small{Fuente tamado small}\\
\normalsize{Fuente tamano normalsize}\\
\large{Fuente tamano large}\\

\Large {Fuente tamafo Large}\\

\LARGE {Fuente tamarfo LARGE}\\

\huge {Fuente tamario huge}\\

\Huge {Fuente tamafo Huge}\\
\end{center)}

\normalsize

También podemos cambiar el aspecto de la fuente con las siguientes instruc-
ciones:

\textnormal{Hola} Hola Texto normal
\emph{Hola} Hola Enfatizado
\textrm{Hola} Hola Roman
\textsf{Hola} Hola Sans Serif
\texttt{Hola} Hola Type writer
\textup{Hola} Hola Upright
\textit{Hola} Hola Italica
\textsl{Hola} Hola Inclinada
\textsc{Hola} Hora Small Caps
\textbf{Hola} Hola Negrita
\textmd{Hola} Hola Peso y ancho normal

Las fuentes también pueden imprimirse en color. Para esto debemos cargar el
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paquete color en el predmblo del documento. La instruccién \textcolor{color}{Texto}

imprime: Texto con el color color.

Por ejemplo:

\begin{center}

\textcolor{blue}{Texto en color azul.}\\
\textcolor{red}{Texto en color rojo.}\\
\textcolor{brown}{Texto en color café.}\\
\textcolor{cyan}{Texto en color cyan.}\\
\textcolor{gray}{Texto en color gris.}\\
\textcolor{green}{Texto en color verde.}
\end{center}

imprime en el documento:

Texto en color azul.
Texto en color rojo.
Texto en color café.
Texto en color cyan.
Texto en color gris.
Texto en color verde.

7.1.1.8 Coémo conseguir ayuda

Esta pequefia introduccién al ETEX2¢ que se incluye en este libro tiene el
propésito de motivarle a preparar los materiales que usted piensa son maés
adecuados a su curso. Usted puede encontrar cursos mas completos y avan-
zados en librerias.

También puede buscar en Internet cursos que puede descargar de manera gra-
tuita. Hay muchos manuales para aprender a utilizar I4TEX 2¢ en Internet. De
hecho, en la documentacién del programa MikTEX se debi6 instalar un docu-
mento en formato pdf con nombre: FAQ-CervanTeX.pdf. Muy probablemente
en la direccién:

C:\Archivos de programa\MiKTeX\doc\faq\spanish

Para poder resolver rapidamente una cuestién bésica de IXIEX 2¢ puede buscar
la ayuda que incluye el programa con el que se editan los documentos. Si uti-
liza el programa TgXnicCenter, presione la tecla F1 e inmediatamente apare-
cerd una ventana que se titula TeXnicCenter Online Help. En la pestana
Contents puede consultar el manual que incluye LaTeX Help E-book. Ese
manual estd escrito en Inglés.

Con el uso de IXIEX2¢ puede preparar materiales didacticos muy eficientes
para explicar conceptos elementales de matematicas de una manera muy in-
tuitiva. Puede ver algunos ejemplos a lo largo de este libro.
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Imagine todas sus listas de ejercicios, exdmenes, tareas, etc., elaborados tal y
como aparecerian si fueran a imprimirse en un libro por una editorial: los
simbolos de integral, de operaciones con conjuntos, letras del alfabeto griego,
diagramas, graficas, etc., todos con una calidad superior, al nivel de la editorial
de mayor prestigio. Eso es lo que usted puede lograr al usar I£TEX 2¢.

7.1.1.9 WKIEX2¢ en 15 sesiones

El autor de este material ha redactado el manual que ha titulado: “KETgX2¢
en 15 sesiones”, especialmente para profesores de matematicas y todas aque-
llas personas que requieran aprender el uso de IATEX2¢ y que carecen de la
experiencia en la programacién de algtn lenguaje de alto nivel.

Si requiere elaborar un articulo de divulgacién, lista de ejercicios, un examen,
notas de clase, preparar un resporte técnico, o una presentacion para presentar
una platica en un congreso, etc., este manual serd perfecto para guiarle en esta
tarea.

Si solamente desea mejorar el aspecto visual y la calidad tipografica de los
materiales que usted elabora, IATEX 2¢ es su mejor opcién.

El manual contiene cientos de cédigos que acompafian al resultado que verd
en el documento que I&TEX 2¢ le devolverd. También se incluyen cédigos com-
pletos de documentos que se generaron usando este lenguaje tipografico asi
como los documentos mismos.

Algunos de los documentos completos que se incluyen en este manual, junto
con su coédigo son algunos articulos de divulgacién, un exdmen, presenta-
ciones para explicar la solucién de problemas diversos, formularios, Curricu-
lum Vitae, entre otros.

Se explica ademds cémo crear sus propias instrucciones usando este lenguaje
tipografico, asi como la forma de definir ambientes propios para mejorar el
aspecto visual de los materiales diddcticos que usted puede crear usando
IATEX 2.

7.1.2 Otros programas

IATEX 2¢ no es el tnico software gratuito que puede utilizar para mejorar su
ensefianza en el aula. Algunos otros programas puede encontrar en Internet
y utilizar de manera gratuita.

Algunos de estos programas son muy faciles e intuitivos de utilizar. A continua-

cién se enlistan algunos ejemplos y los cursos en los que puede utilizar.

v Derive Para el curso de célculo. Grafica funciones, las derivadas de las
mismas, calcula 4rea bajo la curva, etc.
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v WinPlot Para el curso de precalculo. Realiza principalmente graficas de
funciones.

v GraphEq Para el curso de precalculo. Realiza principalmente graficas
de funciones.

v GnuPlot Para el curso de precélculo. Realiza principalmente graficas
de funciones. También grafica un archivo con datos con coordenadas
de puntos de algtin fenémeno. Puede utilizarse en un curso de progra-
macion.

v Poly Para el curso de geometria plana. Ayuda en el estudio de los
poliedros. Tiene la opcién de ver el poliedro en tercera dimensién o
de ver el esquema para construirlo. Puede animar el poliedro girdndolo
en 3D.

v C.a.R. Para el curso de geometria plana®. Se disefi6 para realizar dibujos
con regla y compas.

Ademads de estos programas existen también lenguajes de programacién que
pueden servir para elaborar animaciones para explicar conceptos de mateméticas
o fisica.

Por ejemplo, Java. Aprender Java es mds complicado que aprender IXTEX 2¢,
porque se trata de un lenguaje de programacién que requiere de otros concep-
tos de programacién, como el manejo de tipos de datos, arreglos, apuntadores,
funciones, clases, constructores, destructores, etc.

Si tiene oportunidad, se recomienda que tome un curso de programacién en
Java 0 JavaScript.

6C.a.R. significa Compass and Ruler, esto es, Compds y Regla, en Inglés.
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7.2 SOFTWARE COMERCIAL

Evidentemente, también existe una infinidad de software comercial que se ha
disefiado para la ensefianza de las matematicas.

Algunos de los programas comerciales mas comunes son:

v Maple v MathCAD
v Mathematica v Cabri Geometry
v MatLab v Cabri 3D

La mayoria de los programas comerciales tiene muy buen soporte, archivos
de ayuda que incluyen ejemplos demostrativos para su uso, ayuda en linea,
etc.

Se recomienda que busque informacién en Internet de estos programas si tiene
el interés de adquirirlos para que pueda conocer primero qué pueden hacer
por usted en el aula o para preparar materiales didacticos.

Puede buscar la pagina de cada uno de los softwares que encuentre en Inter-
net y solicitar informacién sobre cémo puede adquirirlo, cuanto cuesta una
licencia para un profesor, para un estudiante, para una escuela, etc., y cudnto
cuesta instalarlo en cierto nimero de computadoras.

Al seleccionar un software debe considerar qué temas del programa de es-
tudio del curso en el cual planea utilizarlo se pueden explicar mejor con el
uso de ese software, si tiene otras opciones mds convenientes (en cuestién del
manejo del software, tanto para usted como para los estudiantes), entre otras
cuestiones como las condiciones del laboratorio de cémputo (no olvide los
requerimientos tecnolégicos del software), el horario disponible del mismo,
etc.

7.2.1 Recomendaciéon

Se recomienda que siempre obtenga software de una manera legal. No arries-
gue su equipo con software pirata.

Es mejor conseguir software libre si no desea o no puede costear el uso del
software comercial, sea para uso personal o escolar.

Si usted no conoce un software libre con una aplicacién particular, busque
informacién en Internet’, pregunte a otros profesores, a investigadores en esa
area, etc., pero NUNCA se arriesgue utilizando software pirata.

7Visite, por ejemplo, www.wikipedia.org, y busque software matemitico o algo parecido.
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Ocho

Apéndices

Las computadoras son iniitiles. Solamente te pueden dar respues-
tas.

— PaBLo P1casso
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Ap. A ALGEBRA BASICA

8.1.1 Leyes de los exponentes

Regla 1. x™ . x" = x™*" Regla 5. x7 —

L\ — A
Regla2. (x-y)" =x"-y Regla 6. 10 = 1 x#0
Regla 3. (x™)" = x™™"

8 ") Regla 7. im =x"
X

x\™M O xm

Regla 4. (y) = i Regla 8. /a7 = x"/7

8.1.2 Productos notables y factorizacién

e x(y+z)=xy+xz

o (x+y)2=x2+2xy+y?
o (x+y)P=x+322y+3x>+¢°
o (xty)(x—y) =x*-y

o (x+a)(x+b)=x>+(a+b)x+ab

o x" _yn — (x—y) (xn—l+xn—2y+xn—3y2+,“_|_xyn—2_|_yn—1)
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Ap. B GEOMETRIA ANALITICA

Sistemas de Ejes coordenados

Distancia entre dos puntos: La longitud D del segmento PQ siendo P(x}, )
y Q(xq,yq), es:

D = /(g — %2 + (9 — )’

Punto de di@én: Las coordenadas del punto M (xm,ym) que divide al seg-
mento PQ con P(xp,yp) vy Q(x4,Y4), en la razén r son:

v — X Xp _TYqtYp
T 14y S
Punto medio: Las coordenadas del punto medio M(%,7) del segmento PQ
con P(xp,yp) y Q(xg,Y4), son:

__Xq‘i‘xl; __]/q+]/p
T Y=
Pendiente: La pendiente m de la recta pasa por los puntos P(x1,y1) y Q(x2,¥2),
es:
_2-n
X2 — X1

m

Condicién de paralelismo: Si m; y my son las pendientes de las rectas ¢; y
{5, entonces, my = my implica que ¢1 || £5.

Condicién de perpendicularidad: Simj y m; son las pendientes de dos rectas
{1y 4y perpendiculares (/1 L ¢3), entonces,

1
m = ——
1 —

Angulo entre dos rectas: Si ¢ es el éngulo entre las rectas /1, /5, con pendien-
tes my y mp respectivamente, entonces:

np —mq

t = —
an¢ 14+ mq-my

Férmula de Herén: El 4rea del tridngulo con lados de longitud a, b, ¢, respec-
tivamente y semiperimetro p es:

A=\Jp-(p—a)(p-b)(p—0)

Nota: El semiperimetro es igual a la mitad del perimetro:

a+b+c
2
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La Linea Recta

Ec. Recta F. Punto-pendiente: La recta pasa por el punto P(x1,y;) con pendi-
ente m:

y—yr=m(x—x)

Ec. Recta F. Dos puntos: La recta pasa por los puntos P(x1,y1) y Q(x2,2):

y—y= (M) (x —x1)

X2 — X1

Ec. Recta F. Pendiente-ordenada al origen: La recta tiene pendiente m y corta
al eje y en el punto B(0,b):

y=mx-+b

Ec. Recta F. Simétrica: Las intersecciones con los ejes son A(a,0) y B(0,b):

XY _
a+b 1

Ec. Recta F. General: La ecuacién de cualquier recta se puede escribir con:
Ax+By+C=0
donde A y B no son simultdneamente cero.

Ec. Recta F. Normal: Util para calcular la distancia de un punto a una recta:

A X+ B + < =0
VATE JaipR! Vi

Distancia de un punto a una recta: La distancia del punto P(x1,y1) a la recta
{: Ax+By+C=0,es:

. Ax;+By; +C

D
Pe VA? + B?
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La Circunferencia

Ec. Circunferencia F. ordinaria: Centro en el origen y radio r:

Ec. Circunferencia F. ordinaria: Centro en el punto C(k, k) y radio r:
(x=h?+(y—k?=r
Ec. Circunferencia: Forma general:
2+  +Dx+Ey+F=0

Si el centro de la circunferencia es el punto C(h,k) y su radio es r se

cumple:
D = —2h
E = -2k
F = W+k—7

La Pardbola

Ec. Parabola vertical E. ordinaria: Vértice en el origen:
? =4 py
Si p > 0 la parédbola abre hacia arriba. Si p < 0 abre hacia abajo.
Ec. Pardbola vertical F. ordinaria: Vértice en el punto V(h,k):
(x—h)* =4p(y—k)
Si p > 0 la pardbola abre hacia arriba. Si p < 0 abre hacia abajo.
Ec. Parabola horizontal F. ordinaria: Vértice en el origen :
y? =4dpx

Si p > 0 la pardbola abre hacia la derecha. Si p < 0 abre hacia la
izquierda.

Ec. Pardbola vertical F. ordinaria: Vértice en el punto V(h,k):

(y—k?=4p(x—h)

Si p > 0 la pardbola abre hacia la derecha. Si p < 0 abre hacia la
izquierda.

Otras férmulas: Pardbola con vértice en el punto V (I, k):
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Parabola Vertical Horizontal
Lado Recto 41p| 4|p|
Foco F(h,k+p) F(h+p,k)
Directriz y=k—vp x=h—p
Ec. General x>+ Dx+Ey+F=0 y>+Dx+Ey+F=0
D —2h —4p
E —4p —2k
F h? + 4 pk kK> +4ph
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Ap. C TRIGONOMETRIA

Definiciones
v/ sing =7 vV csca =
y
g x 7
y v cosa = — v/ seca = —
r x
Y v/ cota ==
vt — 2 cotuw
o ana = = Y
x
Identidades reciprocas
. 1 sina
1) sina = 4) tana =
cscu cosa
2) cosa = ! 5) cota = Cf)sa
sec sina
1
3) tana =
cotu
Propiedades de las funciones trigonométricas
1) sina = cos(90° — a) 4) cota = tan(90° — «)
2) cosa = sin(90° — w) 5) csca = sec(90° —a)
3) tana = cot(90° — &) 6) seca = csc(90° —a)
Identidades trigonométricas pitagéricas.
1) sina +cos?a =1 3) csc?a =14 cot?a

2) sec?a =1+ tan®w
Identidades de suma y diferencia de dngulos.

1) sin(a + B) = sina cos B + sin f cosa
+ ) = cosa cos B — sina sin

2) cos(«
3) sin(
(

)
a — ) =sina cosp —sin B cos
) =

p

4) cos(x — cosa cos B+ sina sin B
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tana + tan B

5) tan(a + p) = 1—tana tan B

tana —tan B

6) tan(a — p) = 1+ tana tan B

cota cotp—1

7) cot(a+p) = cota + cot B

cota cotp+1

8) cot(a—p) = cot B — cotu

Suma de funciones trigonométricas.

1) sina +sin B = 2 sin (anr’B) cos (a_’B)

2
2) sina —sin = 2 sin (zx—ﬁ) cos (“;[3)

3) cosoc+cos/3=2cos(

S

+ N
-
~——
w»

@,

5
N
-
N
=
N———

4) cosoc—cos,Bzzsin<

Leyes de senos y de cosenos.

1 a b c ab sinvy
sine sinf  siny ]
5) A= ac sinf
2) a> =b?>+c?—2bc cosu 2
besina
3) b* =a*+c? —2ac cosf >
4) > =a*>+b*>—2abcosy
Donde: A es el drea del triangulo con lados 4, b, c.
Otras Identidades trigonométricas.
1) sin(2a) =2 sina cosa 6) tan(%) _ 1;zgzz
2) cos(2a) = cos®a — sin® &
«
2 tanw 2 tan {
3) tan(2a) = ———— 7) tana = ﬁ
1—tan“«a 1 — tan2 (ﬁ)
2

1—I—cosoc
cos :\/

1—cosa
sm :\/

8) sina = 2 sin (%) cos (

o

2

)

9) cosa = cos’ (%) — sin? (

o

2

)



230

Apéndices

Ap. D

(GEOMETRIA PLANA

Figura

Perimetro (P =

) Area (A =)

Volumen (V =)

Tridngulo
Rectangulo
Cuadrado
Paralelogramo
Trapezoide

Circulo
Prisma*
Cilindro

Cono

Esfera

a+b+c
2b+2h
4]
2(a+0)
a+b+c+d

27y
N/A
N/A

N/A

N/A

dr

N/A

N/A
N/A
N/A

N/A

N/A
Agh
mw-r:h
Agh
3
4rtr

3

3

* Con bases paralelas.

Notacion:

v a,b,cd
v h
vl

v bi,by
r

v Ay

= altura.

= 4rea de la base.

= longitudes de los lados.

= longitud del lado del cuadrado.
= longitudes de las bases.

= radio de la base (circular).
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Ap. E LOGARITMOS

Definicion 8.5.1

LoGAriTMO

Sean a, x niimeros reales positivos con a > 0,a # 1. El logaritmo de x en la base a es
el niimero de veces que se debe multiplicar el niimero a para obtener como resultado el
nimero x.

log,x =y & a = x

La funcion y = log, x se conoce como la funcién logaritmica en la base a.

De la definicién de logaritmo se deduce inmediatamente:

1

i. log,1=0,puesa’ =1 ii. log,a=1,puesa =a

Las propiedades maés basicas de los logaritmos son:

i. log,(u-v) =log, u+log,v iii. log,(u") =nlog, u
log;, x

.. u ; — b

ii. log, (5) =log,u —log, v iv. log, x = log, a

De las propiedades de los logaritmos se deduce:

1
i. log, (u) = —log,(u), porque log,(1) = 0.
ii. log,(a*) = x, porque a* = a*
iii. a1°8.() = x, porque y = log,(x) = ¥ =48 =«
Estas tres propiedades ayudan mucho a simplificar expresiones exponenciales
y logaritmicas.

Una forma de explicar la simplificacién de expresiones exponenciales es que
el estudiante observe que en los tiltimos dos casos se repite la base a:

log,(¢") =x = logy(#") =«
Puede imaginar que en este caso se cancela la base por estar repetida.
En el siguiente caso podemos suponer lo mismo:

2198.(%) — 5 - ¢10g7;(X) —

Esto puede ayudarte a recordar como simplificar las expresiones logaritmicas
y exponenciales a los estudiantes.
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Ap. F FORMULAS DE DERIVACION
Se utiliza la notacién Z—Z para la derivada.

Las siguientes son las férmulas de derivacién de funciones algebraicas.

. dc . d(o") _1dv
. —=0 . =no" 1 =
Lo vie = o' o
.. dx du dv
ii. — =1 i i
dx Vil d (E) - Ydx " dx
i d(u 4 U) B dl dl dx \v v?
odx dx  dx .. dy dy do
viii, —= = —= . —
. d(c-0) do dx dv dx
iv. =c—
dx dx . dy 1
ix. == = —
o) oo o
V' Tax  Max T Vdx dy

Las siguientes son las férmulas de derivacién de funciones trascendentes.

; d(sinv) *cosvd—v < d(arccotv) -1 do
odx dx ' dx 1402 dx
ii. d(cosv) = _sinydl i d(arcsec v) 1 do
dx dx ' dx T oVo? —1 dx
.. d(tanv) 5 dv
W T Y i d(arccsco) -1 dv
. d(cotv) , dv dx vy/v2 -1 dx
iv. —— = —osciu
; wiii, 2n0) _ 1 do
v, lsect) _ seco tanv 22 o dx v dx
dx dx
_ d(csco) do v d(log, v) _ log, e dv
vi. = —cscv cotv — dx v dx
dx dx
. %
Vil d(arcsinv) _ 1 do . d(a?) o lnad—v
dx V1— 2 dx dx dx
Vi d(arccosv) -1 dv i de’) 0 do
’ dx V1 — o2 dx " odx 0 dx
. d(arctanv) 1 do .. d(u?) o1 N\ do
e dx T 1+02dx VI Ty f(v‘u —Hnu-u)%

Algunos autores prefieren la notacién: f’(x) para la derivada de la funciéon

y=f(x).
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Ap. G TABLA DE INTEGRALES

A continuacién se da una pequefia tabla de integrales.

i. /(dv+dw)=/‘dv+/dw XV. /in In 212
_ a? —v2  2a a—v

ii. /advza/.dv xvi /L—larctan (2)
a2+ a a

iii. /dx:x . / do 1 <z)_g)
xvil. | —— = —1n
- v2—a2 2a v+a
iv. /v”dv: v

n+1 xviii

=

/L = arcsin (2)
S22 a
do
: _ 2 L2
/ . x1x./\/m—ln(v+ via)
a’do =
Ina XX. /\/az—vzdv AN
2
a

vii. /ev dv=¢" v
— arcsin (7)
2 a

<
—
< &
|

5

=

Vi.

N

viii. /lnvdv =ovlnv—v

. v
XXi. /\/vziazdv =5 v?+a? +
. . 2
= _ a
ix. /smvdv CcOs v > In (v+ /vzia2>
X. /cosvdv:sinv xxil. [udv=u-v— [vdu
Xi. / sec2vdo = tano Sustituciones Trigonométricas
- ) v Va?—u? — hagase
Xii. /csc vdv = —cotv U=asinz — acosz
v Va?+u? — hégase
Xiii. /secvtanvdvzsecv U —atanz — a secz
v Vu?—a? — hagase
Xiv. /secvdvzln(secv—l-tanv) U =dsecz — atanz

Cada una de las formulas debe incluir una constante sumada al final.
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Aclaraciones

Enseguida se muestra informacién que puede ser relevante para cuando usted
lea este libro.

v Todos las direcciones de Internet que se encuentran en el libro son cor-
rectas para la fecha de edicién del mismo. Sin embargo, pueden quedar
inactivas o cambiar en cuanto a la informacién que contienen, segtin se
menciona en este libro, conforme avanza el tiempo.

v La direccién de correo electrénico del autor! es correcta y éste seguira
utilizando la misma cuenta de correo electrénico para cualquier aclaracién,
sugerencia o correccion.

v La pégina personal del autor, al 23 de noviembre de 2008, es:
http://yalma.fime.uanl.mx/"efrain/

Esta misma direccién seguird utilizando al menos hasta diciembre de
2009.

Las siguientes lecturas sugeridas se enlistan para aquellos profesores que de-
seen profundizar mds en las teorias del aprendizaje, ensefianza de las ciencias,
de las matematicas y de la planeacion, elaboracién y seleccién de herramientas
tecnolégicas para la ensefianza de las matematicas.

Los primeros libros estan disponibles a través de Internet. Cada uno incluye
la direccién desde donde se puede descargar.

Lecturas sugeridas

Autor: Committee on Science and Mathematics Teacher Preparation, National Re-
search Council

Titulo: EDUCATING TEACHERS OF SCIENCE, MATHEMATICS, AND TECHNOLOGY:
NEw PRACTICES FOR THE NEW MILLENNIUM

Editorial: National Academic Press (http://www.nap.edu/catalog/9832.html)

Ediciéon: 1ra edicién. 2 001.

1Lea la seccién de los créditos al final del libro.
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Autor: Steve Olson and Susan Loucks-Horsley

Titulo: INQUIRY AND THE NATIONAL SCIENCE EDUCATION STANDARDS: A
GUIDE FOR TEACHING AND LEARNING

Editorial: National Academic Press (http://www.nap.edu/catalog/9596.html)

Edicién: 1ra. edicién. 2000.

Autor: Steve Leinwand, Gail Burrill

Titulo: IMPROVING MATHEMATICS EDUCATION: RESOURCES FOR DECISION
MAKING

Editorial: National Academic Press (http://www.nap.edu/catalog/10268.html)

Edicién: 1ra. edicién. 2001.

Autor: Mathematical Sciences Education Board, National Research Council
Titulo: THE PREPARATION OF TEACHERS OF MATHEMATICS
Editorial: National Academic Press (http://www.nap.edu/catalog/10055.html)

Edicion: 1ra. edicion. 1996.

Autor: Maxine Singer, Jan Tuomi
Titulo: SELECTING INSTRUCTIONAL MATERIALS
Editorial: National Academic Press (http://www.nap.edu/catalog/9607. html)

Edicién: 1ra. edicién. 1999.

cada referencia“.

La descarga de estos libros es gratuita en las paginas que se acompafian en

2

Los siguientes libros puede comprarlos en una libreria.

Autor: George Polya
Titulo: Co6M0 PLANETAR Y RESOLVER PROBLEMAS
Editorial: Ed. Trillas

Edicién: 1ra Edicién en Espariol. 1965

2Primero debe abrir una cuenta en www.nap.edu
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Autor: George Polya

Titulo: MATHEMATICAL DiscOVERY: ON UNDERSTANDING, LEARNING AND
TEACHING PROBLEM SOLVING

Editorial: John Wiley & Sons
Edicién: Ed. Combinada. 1981

Autor: George Polya

Titulo: MATHEMATICS AND PLAUSIBLE REASONING. VOL. 1. INDUCTION AND
ANALOGY IN MATHEMATICS

Editorial: Princeton University Press

Edicién: 1ra. Edicion. 1954

Autor: George Polya

Titulo: MATHEMATICS AND PLAUSIBLE REASONING. VOL. 2. PATTERNS OF PLAU-
SIBLE INFERENCE

Editorial: Princeton University Press

Edicién: 1ra Edicién. 1986

Autor: George Polya
Titulo: MATHEMATICAL METHODS IN SCIENCE
Editorial: The Mathematical Association of America

Edicién: 1ra. Edicién. 1977

Autor: B.L. Van der Waerden

Titulo: GEOMETRY AND ALGEBRA IN ANCIENT CIVILIZATIONS
Editorial: Ed. Springer - Verlag

Edicion: 1ra. Edicién. 1983
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Autor: Marc |. Rosenberg

Titulo: E-LEARNING: ESTRATEGIAS PARA TRANSMITIR CONOCIMIENTO EN LA
ERA DIGITAL

Editorial: McGraw Hill

Edicién: 1ra. edicién en Espafiol. 2002

Autor: Betsy Bruneau Jones

Titulo: ESTRATEGIAS PARA LA RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS DE
MATEMATICAS

Editorial: Addison—Wesley Publiching Co.

Edicion: 1ra edicién. 1985

Autor: Gerald S. Craig

Titulo: SCIENCE FOR THE ELEMENTARY SCHOOL TEACHER
Editorial: Ginn and Company

Edicién: 2da edicion. 1958
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Notas finales

Andrea: Infeliz la tierra que no tiene héroes.
Galileo: No, Infeliz la tierra que necesita héroes.

— Bertolt Brecht (La vida de Galileo)

Este texto no pretende ser la solucién a los problemas del aprendizaje de
las matemadticas. Simplemente es una pequefia aportacién en el intento por
mejorar la imagen que se han formado la mayoria de los estudiantes acerca
de las matemadticas y en general de las ciencias exactas.

El problema de la educacién, no solamente en México, sino en muchos otros
paises, es muy complejo porque intervienen muchos factores que estan fuera
del control de las personas que toman decisiones con el fin de mejorar la
educacién de los jovenes.

El profesor tiene a su disposicién la materia prima mds preciosa que pueda
encontrar en nuestro universo: la mente de nuestros nifios y jovenes que es-
peran a ser moldeadas y preparadas para aprender a tomar decisiones y a
actuar de una manera creativa.

El autor esta convencido de que los estudiantes se pueden entusiasmar por
las matematicas tanto como se entusiasman por los deportes o por la musica.
El truco estd en que el profesor se sienta enamorado de lo que hace, que crea
que el estudiante también debe enamorarse de las matemdticas y de preparar
sus clases para que eso ocurra.

Nadie puede ensefiar lo que no se sabe o no conoce. No se pueden ensefiar
matemdticas de una manera sencilla cuando solamente se conocen las reglas
sin conocer su justificacion. Mucho menos cuando no se conocen aplicaciones
interesantes de los temas que deben estudiar en un curso particular.

Recuerde que usted es un profesional de la educacién, y como todo profe-
sional, debe capacitarse continuamente, a menos que quiera quedar rezagado
utilizando los métodos anticuados, ineficientes, inadecuados y que la mayoria
de los estudiantes aborrece.

Espero que este material sirva para entusiasmar a mds profesores por apren-
der realmente matemadticas, entender el porqué de los procedimientos y a
divulgar estos conocimientos entre profesores, estudiantes y las demds per-
sonas que pueden tomar provecho de este conocimiento, que heredamos de
nuestros maestros, algunos de ellos excelentes maestros, como mi maestro, Dr.
Julio César Sanjudn Gonzélez. Yo sé que a él le hubiera dado mucho gusto ver
este material. Espero que a usted le sea de gran ayuda y le sirva de inspiracién
para prepararse aun mas.

Efrain Soto Apolinar.
efra.soto.a@gmail.com
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Profesor, agradezco sus comentarios y sugerencias a la cuenta de correo electrénico:

efra.soto.a@gmail.com
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