Matrices Algebra lineal SEL I

Profs. Claudio del Pino & Cristian Mardones

1. Clasificacion de los SEL:

Consideremos el SEL formado por m ecuaciones lineales en n variables xy, zs, ..., %, :
a11T1 + 122 + Ce + A1nLy = b1
2121 + 229 + e + A92p,Th = bg
(%)
Am1T1 + QT2 + ..+ AppTy = bm
donde :

1. A es la matriz de los coeficientes.

2. (A|b) es la matriz aumentada del sistema.
Nota: En la matriz escalonada (A | b) puede existir o n6 una fila de la forma:
(0 0 ... 0]c)dondec#0

1. Cuando en la matriz escalonada (4 | b) existe una filadelaforma (0 0 ... 0]c),
con ¢ # 0, el sistema (x) es inconsistente. En este caso S = ().

2. Cuando en la matriz escalonada (A | b) NO existe una filadelaforma (0 0 ... 0|c),
con ¢ # 0, el sistema es consistente.

Teorema 1.1 (Rouché-Frobenius)

1. El sistema (%) es consistente <= p(A) = p(A | b)

a) El sistema () es consistente con solucion dnica < p(A) =p(A|b) =n =
numero de variables

b) El sistema (%) es consistente con infinitas soluciones < p(A) = p(A |
b) <n

2. El sistema (*) es inconsistente < p(A) < p(A | b)
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1.1. Resoluscion de SEL: Método de eliminacion de Gauss

3r+ 1y — 2 =95
Ejemplo 1.1 Resolver el sistema 2z + 4y + 3z =2
r —3y—4z=3

3 1 —11]5
° Matriz aumentada del sistema: | 2 4 312
1 -3 —41|3

¢ |Paso 2| Determinar una matriz escalonada equivalente a la matriz aumentada.

(3 1 —1]5 1 =3 =43 | Ew(-3) |1 -3 —4| 3 B
o 4 3l2| B2 4 32 Ep(=2) |0 10 11|—4 Es(—1)
|1 -3 —4|3 3 1 —11]5 ~ 0 10 11|—4

(1 -3 —4| 3

0 10 11|-4 |=U

0 0 0| 0

Luego: p(A) = p(A|b) = 2 < 3 = n numero de variables —> El sistema es consis-
tente con infinitas soluciones.

° Formar el SEL asociado a la matriz escalonada(U):

Ec(l) z— 3y — 42z =3
Ec(2) 10y + 11z=—4
Ec(3) 0 =0

Este sistema es consistente con infinitas soluciones.

o Resolviendo este sistema (por ejemplo, se resolvera en términos de 2)

se obtiene:
4+ 11
» de la ecuacion 2: y = — +10 <
. Tz + 18
= reemplazando en la ecuacion 1: z = 0

Luego, el conjunto solucion del sistema dado es

S:{ (7z+18 _4+112’ Z) tal que zeR}

10 7 10
Algunas soluciones particulares del sistema:
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5’ 5 5 5
2’ 2 2" 2

r+y—z=1
204+ 2y + 2z =2
r—y —oz=1
v+ y —4z=-1

Ejercicio 1.1 Resolver el sistema

Respuesta: p(A) = p(A | b) = 3. Luego el sistema es consistente con soluciéon tnica:

4 8 8 4
Z——g,y—g,x——?).Luego,S—{ (—3’ 3 _g) }

T+ y+z—-—w=2
20 — y +w=5
3z + 2z +w=1
20 +2y+ 22z —w=3

Ejercicio 1.2 Resolver el sistema

Respuesta: 3 = p(A) < p(A | b) = 4 = El sistema es inconsistente.

Observacion 1.1

Los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos son aquellos en los que todas las
constantes son 0. Estos sistemas son siempre consistentes, y su conjunto solucion
se puede encontrar usando el método de Gauss.

a11T1 + 12T + a13%3 + + A1nTp = bl
a21T1 + A929T9 + 92373 4+ ... + Aon Ty = bQ
a31xq + a32T9 + 3373 -+ + a3nTy = b3

Am1T1 +  GmaT2 + Qp3T2 + ..+ AT, = bn

Observacion 1.2

Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo (S.E.L.H), SIEMPRE tiene la solucion
T, =29 = ... =2, = 0. Llamada solucion trivial.

20 =3y + z =0
Ejemplo 1.2 Resolver el sistema = + y — z =0
dr + 2y 4+ 32 =0

° Este SEL tiene 3 ecuaciones lineales, y 3 variables.

2 -3 110
Matriz aumentada del sistema: | 1 1 =110
4 2 310

Depto. de Matemdatica, Fisica y Est. 24 Universidad Catdlica del Maule



Matrices Algebra lineal SEL I

Profs. Claudio del Pino & Cristian Mardones

o Determinar una matriz escalonada equivalente a la matriz aumentada.
(2 -3 1|0 1 1 =1[0] Ep(-2) [1 1 -1/0

1 1 —11]0 E”(N_l) 2 =3 1|0 E(—4) |0 =5 3]0 ES{(:?’)

4 2 3|0 4 2 3|0 ~ |0 -2 7|0

(1 1 —1|0] Ex(-1) [1 0 —-17|0 By (=) (1 0 —17]0 ] Es(18)
1 =180 | Ey(2) |0 1 —18|0 | "2V 2/ [ 0 1 —18|0 | Es(—17)

0 -2 7|0 ~ 00 —290 00 10 ~

(1.0 0]0

01 0[0|=U

00 1]0

Luego: p(A) = p(A | b) = 3 = El sistema es consistente con solucion tnica.

o Formar el SEL asociado a la matriz escalonada(U):

Ec(1)
Ec(2)
Ec(3)

Este sistema es consistente con solucién dnica.

o Resolviendo este sistema se obtiene: z = 0, y = 0, 2 = 0 (Solucién
trivial)
Luego, S = {(0,0,0)}

2. Analisis de S.E.L
Ejemplo 2.1

20 +my=m —1

Analizar los valores de m tal que el sistema mz + 8y —m + 2

S€a

a) Consistente con soluciéon tnica.
b) Consistente con infinitas soluciones.

c) Inconsistente.

Solucién:
. . 2 m|{m-—1
o Matriz aumentada del sistema: [ m 8 |m42 1
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° Aplicando operaciones elementales filas:

m 2 m m—1
2 m|m—1] Ep(-2) N By(-2) [ 2
m 8 m—l—Z} 2 166—m* | —m*+3m+4

2 2

~Y

~Y

o Valores de m importantes para el estudio

em?—16=0=m=4,m=—4
e m?—3m—4=0=m=4,m=—1

° Analisis de los valores de m:

a) Para m # +4 el S.E.L tiene solucion dnica.
b) Para m = 4 el S.E.L tiene infinitas soluciones.
c) Para m = —4 el S.E.L es inconsistente.

x + ky =5

Ejercicio 2.1 Analizar los valores de k tal que el sistema ke + 2y = 1

sea

a) Consistente con solucion tnica.
b) Consistente con infinitas soluciones.

c) Inconsistente.
Respuesta:

a) Para k # 0, k # 2 el S.E.L tiene solucion unica.

b) No existen valores de k tal que el sistema sea consistente con infinitas solucio-
nes.

c) Para k=0, k=2 el S.E.L es inconsistente.

T +3y+ z= 5
Ejercicio 2.2 Analizar los valores de k tal que el sistema 2x + by + kz = 8| sea
3r+ ky —5z2=-1

a) Consistente con solucion tnica.
b) Consistente con infinitas soluciones.

c) Inconsistente.

Depto. de Matemdatica, Fisica y Est. 26 Universidad Catdlica del Maule

m m—1
0 m>—16|m*>—3m—14

|



Matrices Algebra lineal SEL I

Profs. Claudio del Pino & Cristian Mardones

Respuesta:

a) Para k # 1, k # 10 el S.E.L tiene solucion unica.
b) Para k = 1 el S.E.L tiene es consistente con infinitas soluciones.

c) Para k = 10 el S.E.L es inconsistente.
Ejercicio 2.3 Considerar el siguiente SEL:

2x + 2y + z =2K

4x + 2Ky — 5z = 4
(2K —2)z+ 2y  +2K%*2=2K?

-2z +(2-2K)y+ 6z =M

a) Resolver el sistema para K =0, M = —4.
b) Analizar los valores de K y M tal que el sistema sea:

m consistente con solucién tnica.
» consistente con infinitas soluciones

®m inconsistente

Respuesta:
a) Para K =0y M = —4
11 2
S=4q-,2,—2
{ 6'6 3 }
b) Analisis de los valores de K'y M

» Para K #2, K # —g y M = 2K — 4, el SEL tiene solucion unica.

3
Para K # 2, K # 5y M # 2K — 4, el SEL es inconsistente.

» Para K =2y M =0, el SEL tiene infinitas soluciones.

Para K =2y M # 0, el SEL es inconsistente.

3
» Para K = —5 Yy para todo M, el SEL es inconsistente.
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1. Considerar el siguiente SEL:

r — 3y —4z =3
ar+ 3y — az =0
r +3ay—10z=b

Analizar los valores de a y b tal que el sistema sea:

a) consistente con solucion tunica. (de ser posbile encuentre la solucion)
b) consistente con infinitas soluciones

¢) inconsistente
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