Algebm lineal TRF
Profs. Claudio del Pino & Cristian Mardones

1. Clasificacion de los S.E.L:

Consideremos el SEL formado por m ecuaciones lineales en n variables x1, 2, ..., 2, :
airy + apr: + ...+ apr, = b
asri + anry + ... + apr, = b
11 + ApmaXo + ... + G, = by

donde :

1. A es la matriz de los coeficientes.

2. (A | b) es la matriz aumentada del sistema.
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Nota: En la matriz escalonada (A | b) puede existir o né una fila de la forma:
(0 0 ... O‘C) donde ¢ # 0

1. Cuando en la matriz escalonada (A | b) existe una filadelaforma ( 0 0 ... 0 ‘ ¢),
con ¢ # 0, el sistema (%) es inconsistente. En este caso S = ().

2. Cuando en la matriz escalonada (A | b)) NO existe una fila de la forma
( 00 ...0 ‘ c ), con ¢ # 0, el sistema es consistente.
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Teorema 1.1 (Rouche-Frobenius)

1. El sistema (x) es consistente <= p(A) = p(A | b)

a) El sistema (%) es consistente con solucién tnica <
p(A) = p(A | b) =n = numero de variables
b) El sistema (%) es consistente con infinitas soluciones <
p(A) = p(A[ D) <n
2. El sistema (x) es inconsistente <=

p(A) < p(A] D)
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2. Ejemplos claves

3r+ Yy — 2 =5
Ejemplo 2.1 Resolver el sistema 2z + 4y + 3z =2
r —3y—4z=3

3 1 —1|5
o Matriz aumentada del sistema: | 2 4 3|2
1 -3 —4|3

e |[Paso 2| Determinar una matriz escalonada equivalente a la matriz aumen-
tada.

3 1 —1]5 1 =3 —4[37] Ey(=3) [1 =3 —4| 3

o 4 32| B la 4 3o Eip(—=2) |0 10 11|—4 Es(=1)
1 -3 —43 3 1 —1/5 ~ 0 10 11|—4

1 -3 —4| 3

0 10 11|—4 | =U

0 0 0] 0

Luego: p(A) = p(A|b) = 2 < 3 = n nimero de variables = El sistema es
consistente con infinitas soluciones.

o Formar el SEL asociado a la matriz escalonada(U):

Ec(l) z— 3y — 4z =3
Ec(2) 10y + 112 = —4
Ec(3) 0 =0

Este sistema es consistente con infinitas soluciones.

e |Paso 4| Resolviendo este sistema (por ejemplo, se resolvera en términos
de z) se obtiene:

4411
= de la ecuacion 2: y = — +10 :

: Tz +18
= reemplazando en la ecuacion 1: x = 70
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Luego, el conjunto solucién del sistema dado es

{(7z+18 4411z

S = )
10 10

, z) tal que ZER}
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r+y—z=1
20+ 2y + 2 =2
r —y —oz=1
3r+ y —4z=-1

Ejemplo 2.2 Resolver el sistema

° Este SEL tiene 4 ecuaciones lineales, y 3 variables.

1 1 -1} 1
Matriz aumentada del sistema: 2 2 =2
1 -1 =5| 1
3 1 —4|-1

e |[Paso 2| Determinar una matriz escalonada equivalente a la matriz aumen-
tada.

1 -1 17 Ep(-2) [1 1 -1] 1 1 1 —-1] 1 E(—1)
2 1|2 Ei(-1) |0 0 3|—-4| Ex(-1) |0 0 3|—4 Q%E
—1 =5 1| Eu(-3) |0 —2 —4| 0 ~ 0 —2 —4| 0 2
1 —4|-1] ~ 0 —2 —1|—4 0 0 3|—4
1 —1] 1
—2 —4
0 3|—a|=Y
0 0| 0]

Luego: p(A) = p(A | b) = 3 — El sistema es consistente con solucién
Unica.

o Formar el SEL asociado a la matriz escalonada(U):

Ec(l) z4+ vy —z2z=1
Ec(2) —2y—4z= 0
Ec(3) 3z=—4
Ec(4) 0=0

Este sistema es consistente con solucion tunica.

4 8
° Resolviendo este sistema se obtiene: z = Y=g 7= -3

8 4
Luego, S =4 ( =3, =, —=
Hee { ( 3 3) }
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r+y+z—-—w=2
20 — y +w =5
3x + 2z +w=1
20 +2y+ 2z —w =3

° Este SEL tiene 4 ecuaciones lineales, y 4 variables.

Ejemplo 2.3 Resolver el sistema

1 11 —1|2

. : 2 -1 0 1|5
Matriz aumentada del sistema: s 01 111
2 22 —1/3

e |[Paso 2| Determinar una matriz escalonada equivalente a la matriz aumen-
tada.

11 —1[27 Ep(-2) [1 1 1 -1 2 1 1 1 —1] 2
-1 0 1/5| Ei3(=3) |0 =3 =2 3| 1| Ey(-1) |0 -3 -2 3] 1
01 1(1| Eu(-2) [0 -3 -2 4|-5 ~ 0 0 0 1|/-6
2 2 13 ~ 0 0 0 1|-1 0 0 0 1|-1
E34—1)

1 1 —1] 2

-3 -2 3| 1

0 0 1/-6| Y

0 0 0| 5

Luego: 3 = p(A) < p(A | b) = 4 = El sistema es inconsistente.
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Observacion 2.1

Los sistemas de ecuaciones lineales homogeneos son aquellos en los que todas
las constantes son 0. Estos sistemas son siempre consistentes, y su conjunto
solucién se puede encontrar usando el método de Gauss.

ail’ + ADED) + a13T3 4+ ... + aipnly, = bl
as + a9292x9 + 92313 4+ ... + aoanly — bg
as311 + as3ax9 + as3xs 4+ ... + aspnty, = b3
Am1T1 + @22 + Q3T + ...+ ATy = bn

Observacion 2.2

Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo (S.E.L.H), SIEMPRE tiene la
soluciéon x1 = 29 = ... = z,, = 0. Llamada solucién trivial.
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20 =3y + z =0
Ejemplo 2.4 Resolver el sistema x + y — z =0
dr 4+ 2y + 32 =0

° Este SEL tiene 3 ecuaciones lineales, y 3 variables.

2 -3 1|0
Matriz aumentada del sistema: | 1 1 —1|0
4 2 3|0
° Determinar una matriz escalonada equivalente a la matriz aumen-
tada.
2 -3 1]0 1 1 -1]0| Fp(=2) [1 1 —=1/0
11 —1jo ] PeCED Ty g g Ei3(—4) |0 =5 30 Esa(=3)
4 2 3|0 4 2 3|0 ~ 0 -2 7]0
I 1 —=1/0] Ex(=1) [ 10 —=17]0
0 1 —18|0 | FEx(2) 01 —-18|0 | =U
0 —2 710 ~ 00 —29/0

Luego: p(A) = p(A | b) = 3 = FEl sistema es consistente con solucién
Unica.

S ={(0,0,0)}
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3. Analisis de S.E.LL

r+3y+ 2= 5
Ejemplo 3.1 Analizar los valores de k tal que el sistema 2z + 5y + kz= 8
3r+ky —bz=-—1

sea
a) Consistente con solucién tunica.
b) Consistente con infinitas soluciones.

¢) Inconsistente.

Solucién:
13 1] 5
o Matriz aumentada del sistema: | 2 5 k| 8
3 k —5|-1

o Aplicando operaciones elementales filas:

3 1 5

13 1| 5 1

25 k| 8| Ey(-3)|0 -1k-2 -2 Bk = 9)
|3k —5| -1 ~ 0 k—9 —8 |—16

13 1 5

0 —1 k—2 —2

0 0 k2—11k+10| —2k+2

° Valores de k£ importantes para el estudio
ek —11k+10=0=k=1,k=10
o 2k+2=0=%k=1

° Analisis de los valores de k:

a) Para k # 1, k # 10 el S.E.L tiene solucién tnica.
b) Para k =1 el S.E.L tiene es consistente con infinitas soluciones.

c) Para k = 10 el S.E.L es inconsistente.

Depto. de Matemdtica, Fisica y Est. 10 Universidad Catdlica del Maule



Algebm lineal TRF
Profs. Claudio del Pino & Cristian Mardones

Ejemplo 3.2 Considerar el siguiente SEL:

2T + 2y + 2z =2K

dx + 2Ky — b5z =4
(2K —2)z+ 2y +2K?2=2K*
—2r  +(2-2K)y+ 62 =M

a) Resolver el sistema para K =0, M = —A4.
b) Analizar los valores de K y M tal que el sistema sea:
» consistente con solucion unica.
» consistente con infinitas soluciones
= jnconsistente
Solucién:
a) Para K =0y M = —4
11 2
S=<—-,=-,—=
{ 6’6 3 }
b) Analisis de los valores de Ky M

3
Para K # 2, K # 5 M = 2K — 4, el SEL tiene solucion tunica.

3
Para K # 2, K # 5 M # 2K — 4, el SEL es inconsistente.

Para K =2y M = 0, el SEL tiene infinitas soluciones.
Para K =2y M # 0, el SEL es inconsistente.

3
Para K = 5 para todo M, el SEL es inconsistente.
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7. Considerar el siguiente SEL:

xr— 3y —4z =3
ar+ 3y —az =0
r +3ay—10z=0b

Analizar los valores de a y b tal que el sistema sea:

a) consistente con solucién unica. (de ser posbile encuentre la solucion)
b) consistente con infinitas soluciones

¢) inconsistente
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