Matemdtica Documento 6: Modelos exponenciales
Prof. Claudio del Pino O.

Tema: Modelos exp-log.

Capacidades:

Manejar conceptos y propiedades de las funciones
exponenciales y logaritmicas y resolver situaciones
problematicas contextualizadas que son mode-
ladas por estas funciones.

Temas: Funcion exponencial. Funcion logaritmica. Algu-
nas propiedades de los logaritmos. Algunos modelos de crec-
imiento/decrecimiento.
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1. Introduccion

Dos de la funciones mas importantes que se presentan en el
estudio de las aplicaciones de la matematica son la funcion
exponencial y = a”, y su inversa, la funcion logaritmica
y = log, x.

La relevancia de estas funciones radica en el hecho que muchas
y variadas situaciones de la realidad, pueden ser modeladas
por ellas: sonoridad de un sonido, crecimiento de pobla-
ciones, evolucion de la temperatura de un cuerpo, desin-
tegracion de elementos radioactivos, magnitud de sismos,
medicion del aprendizaje, acumulacion de intereses bancar-
108, etc.
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2. Problema inicial: Interés compuesto

Si se hace un depdsito de $C' en un banco que ofrece un
i % de interés compuesto anualmente, determinar el modelo
funcional del monto acumulado, M, después de t anos.
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Monto acumulado a partir de $1000 con interés del 5 % compuesto anualmente
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3. Funcion exponencial

Prof. Claudio del Pino O.

Una funcion exponencial con base a, tiene la forma

f(x)=a", cona >0, a#1
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Propiedades de la funcién exponencial

= El dominio de una funcién exponencial es R, su recorrido
es RT.

= La funcion exponencial es biyectiva.

= La grafica de toda funcion exponencial intersecta al eje
Y en (0,1) debido a que a’ = 1, para todo a # 0. Con
el eje X no hay interseccion.

» La funcién exponencial es creciente cuando a > 1 y de-
creciente cuando 0 < a < 1.

= Una base que se utiliza con frecuencia en las funciones ex-
ponenciales es el numero irracional e, donde e ~ 2, 71828.
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4. Funcién logaritmica

Como se acaba de recordar, toda funcion exponencial
f:R — R

r —y=f(z)=a

es biyectiva, y por lo tanto tiene inversa:
f1. Rt — R

v —y=f"()
esta funcion inversa recibe el nombre de funcién logaritmica,
y se anota como log, x. Asi entonces,

Una funcion logaritmica con base a, tiene la forma f(x) =
log, z, cona >0, a#1

x

x
)\3’

f(x)=log,x, a>1 flz)=log,z, 0 <a<1
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Propiedades de la funcién logaritmica

» El dominio de la funcién logaritmica es R™, el recorrido

es R.

= La funcion logaritmica es biyectiva.

= La grafica de cualquier funcion logaritmica intersecta al
eje X en (1,0) debido a que log, 1 = 0. Con el eje Y no
hay interseccion.

» La funcion logaritmica es creciente cuando a > 1 y de-
creciente cuando 0 < a < 1.

= Como la funcion logaritmica es la funcion inversa de la
exponencial, y viceversa:
log, x =b<=a’ =1z

= A los logaritmos con base e se les llama logaritmos natu-
rales y se denotan por In, a los de base 10 se les denomina
logaritmos comunes y se les simboliza por log. Es decir,

log,x =Inx logigz =logx
Luego,
y = logx = x = 107
y=Inx — = ¢eY

S
|
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4.1. Algunas propiedades de los logaritmos

Para valores apropiados, se cumple que:

L.
log,(bc) = log, b + log, c
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2.

b
log, { - ) =log,b—log,c
c
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3.
log, b = clog, b
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4. Si
log, b =log, c

. entonces b = ¢
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5.log,1 =0
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6.
log,a’ =b

En particular, log 10" =z y Ine* = .
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7.
alogab — b

Inz —

En particular 108% = 2 v e x
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8. Cambio de base:

log.b
log, b= 80
log.a
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5. Algunos modelos de crecimiento/decrecimiento

5.1. Modelo de crecimiento/decrecimiento exponencial (geométrico)

Principio: Una poblacion de tamano P crece a una tasa
que es proporcional al tamano de dicha poblacion.
Luego, si P = P(t) representa el nimero de individuos de
una determinada poblacion en el tiempo ¢, entonces la fun-
cién que modela esta situacion es:

P = Pyt

donde P = FPyent = 0.
Cuando k > 0, P crece y cuando k < 0, P decrece.

Crecimiento exponencial (k> 0) Decrecimiento exponencial(k < 0)
Grifico de y = 2e%03® Grifico de y = 6e= 2032
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5.2. Modelo de crecimiento logistico

Principio: Una poblacion de tamano P crece a una tasa
que es proporcional al producto del tamano de dicha
poblacion con la diferencia entre el tamano mazrimo posi-
ble de la poblacion y el tamano de dicha poblacion.
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Luego, si P = P(t) representa el nimero de individuos de
una determinada poblacion en el tiempo ¢, entonces la fun-
cion que modela esta situacion es:

p_ M P,
 Py+ (M — By)e kMt
donde P = Py ent = 0. M representa el maximo nimero
de individuos que la poblacion puede alcanzar.

Es claro que la funcién de crecimiento también se puede
escribir como:

M M — B
= 1—'_ Ae_kMt dOnde A = TO

Crecimiento logistico

¥

:DB ----------------------------------------------------------------------------------

B0

1]

40

20

0

o 10 20 30 40 S50 €& TOo B8O 80 *

20 - 100
20 + 80e—0.01-100-t

Grafico de y =

Instituto de Matemdtica y Fisica 19 Universidad de Talca



Matemdtica Documento 6: Modelos exponenciales
Prof. Claudio del Pino O.

5.3. Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

Este modelo permite conocer como evoluciona la temper-
atura de un objeto.

Principio: La razon de cambio de la temperatura T = T'(t)
de un cuerpo con respecto al tiempo t es proporcional
a la diferencia entre la temperatura T' del cuerpo y la
temperatura t,, del medio ambiente.

Luego, si T' = T'(t) representa la temperatura de un cuer-
po en el instante ¢, entonces la funciéon que modela esta
situacion es:

T=T() =ty + (tg —ty)e ™

donde t es la temperatura inicial del cuerpo (es decir, cuan-
do t = 0), t,,, es la temperatura del medio ambiente y k es
una constante positiva que depende de la situacion en estu-
dio.

Ley de Newton (enfriamiento) Ley de Newton (calentamiento)
7 X

40 a0 T

as as
20 a0
2 2

5
20
is
io
g
o r
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6. Ejemplos
1. En la relacién ¢ = 1,5e 2% se pide:
a) Encontrar el valor de ¢ cuando ¢t = —0,001.

b) Encontrar el valor de ¢ cuando i = 1.
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Matemdtica
Prof. Claudio del Pino O.
Desarrollo:
a)t = —0,001 = i =15e7200(=0.00) — 4~
1.8
)i=1 = 1=15c" = ¢x0,002
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2. Resolver la siguiente ecuacion logaritmica

logg (x — 6) + logg (z +6) =2
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Desarrollo:

Como el dominio de la funcion logarftmica es R, se tiene
que las soluciones de esta ecuacion, de tenerlas, deben
cumplirz —6 >0y x4+ 6 > 0, es decir, x > 6.

logg (x — 6) + logg (z +6) = 2
logg(x — 6)(z +6) = 2
logg(z? — 36) = 2

x°—36 = 8§
z* = 100
r = £10

Como x debe ser mayor que 6, la unica solucion de la
ecuacion propuesta es r = 10.
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3. Supodngase que una poblacién experimental de moscas de
la fruta aumenta de acuerdo con la ley de crecimiento
exponencial. Si al inicio hay 100 moscas y 4 dias después
hay 600 moscas:

a) Determinar la funcion que modela la situacion plantea-
da.
b) ; Cuantas moscas habran en el décimo dia?

¢) i Después de cuantos dias habran 20000 moscas?
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Desarrollo:

a) La funcién que modela esta situacion tiene la forma
P = P(t) = Pye*, donde P representa el tamaiio de
la poblacion de moscas y t la cantidad de dias tran-
scurridos.

Como P(0) =100: 100 = Pe*'=PR = PB=
100. Luego, P = 100e*
Como P(4) = 600: 600 = 100e*! = k=~ 045
Por lo tanto, la funcién que modela la situacion es
P = P(t) = 100’4

b) Para el dfa décimo: P = 100e%*1% ~ 9002. Luego, en
el dia décimo hay, aproximadamente, 9002 moscas.

¢) 20000 = 100e"# = ¢ ~ 12. Luego, después de
12 dias hay, aproximadamente, 20000 moscas.
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4. El numero de bacterias, y, en un cultivo en un tiempo ¢
(en dias) estd dado por la funcién y = 50e*

a) ;Cudl es el nimero de bacterias en el instante inicial
(t=10)7

b) En qué momento el nimero de bacterias sera el doble
del inicial?
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Solucion:

a) Cuando t = 0, se tiene y = 500 = 50e" = 50.
Luego, en t = 0 hay 50 bacterias.

b) La colonia tendra 100 (que corresponde al doble del
original) bacterias cuando t satisfaga la relacion: 100 =
50e?!.

De donde, € = 2, aplicando logaritmo natural se
tiene: 2t = In 2, luego t = 0, 346

Por lo tanto, en aproximadamente 0, 346 dias = §, 32
horas la colonia se duplica.
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Matematica

5. Suponer que una habitacion se mantiene a una tempera-
tura constante de 70° y que un objeto se enfria de 350°
a 150° en 45 minutos. ;Qué tiempo se necesitara para
enfriar dicho objeto hasta una temperatura de 80°7
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Solucion:

Sean t la variable que representa el tiempo (medido en
minutos) y 1" la variable que representa la temperatura
(en °C) del objeto en el instante t.

Luego, de la Ley de enfriamiento de Newton y como la
temperatura del medio ambiente es de 70° y la temper-
atura inicial del objeto es de 350°:

T =70 + (350 — 70)e™, es decir T' = 70 + 280e "
Como en t = 45, T = 150°, se tiene que : 150 = 70 +
280e "4,
De donde k =

2806—0,02825

Ahora bien, para encontrar el tiempo ¢ en el cual el cuerpo
llega a la temperatura de 80°, reemplazamos 1" por 80
en la relacion precedente y despejamos t. Al hacerlo, se
obtiene que t =~ 119 minutos.

In(2/7)

~ 0,028. Por lo tanto: T" = 70 +

Por lo tanto, aproximadamente después de 119 minutos,
la temperatura del cuerpo es de 80°.
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7. Desafio

Calcular el valor de cada una de las siguientes expresiones:

1
| 1—1—1 + 1 1—1—1 —+ + ] 1+ !
t o) T 3 ! 2015

logs 2 - log, 3 -logs4 - ... logsns 2015
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