Matemdtica Contenidos: Extremos y puntos criticos de una funcion.

= Definicion. Sea f una funcién definida en D C R.

1. f tiene un maximo relativo (o local) en x = ¢, si el punto (¢, f(c)) de la gréfica, es un
punto mds alto que cualquier punto de la grafica prézimos a ¢ (por ambos lados).

Es decir, existe un intervalo abierto I, del dominio de f, que contiene a ¢, tal que

f(x) < f(c), para todo z € I.

2. f tiene un maximo absoluto en = = ¢, si el punto (¢, f(c)) de la grafica, es un punto mds
alto que cualquier punto de la grafica.

Es decir,
f(z) < f(c¢), paratodo x € D.

3. f tiene un minimo relativo (o local) en = = d, si el punto (d, f(d)) de la gréfica, es un
punto mds bajo que cualquier punto de la grafica prézimos a d (por ambos lados).

Es decir, existe un intervalo abierto I, del dominio de f, que contiene a d, tal que

f(d) < f(z), paratodo x € I.

4. f tiene un minimo absoluto en x = d, si el punto (d, f(d)) de la grafica, es un punto mds
bajo que cualquier punto de la grafica.

Es decir,
f(d) < f(x), para todo x € D.

» Actividad. En los siguientes graficos, identificar los extremos relativos y absolutos:

Grafico 1 Grafico 2

= ; Que condiciones puede cumplir un punto donde una funcién alcanza un extremo?. Los puntos
donde una funcién puede alcanzar un extremo (candidatos a extremos) reciben el nombre de
puntos criticos de la funcion.
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Matemdtica Contenidos: Extremos y puntos criticos de una funcion.

Respuesta:

s Extremos absolutos de una funcion.

Para empezar recordemos el teorema (para funciones continuas):

Toda funcion continua en un intervalo cerrado alcan-
za sus extremos absolutos (minimo absoluto y méximo
absoluto).

s Regla o procedimiento para determinar los extremos absolutos de una funcion continua f en un
intervalo cerrado [a, b]:

e Determinar los puntos criticos de f
Estos se determinan:
1. Raices de la ecuacién f'(z) =0
2. Valores de x para los cuales no existe f'(x), pero si f(z).
e Evaluar f en cada punto critico que se encuentra en el intervalo |a, b[, y calcular f(a) y
f(b):
e El maximo absoluto de f es el valor més grande de los valores encontrados en el paso anterior.
El minimo absoluto de f es el menor de los valores encontrados en el paso anterior.

» Un ejemplo: Determinar los extremos absolutos de la funcién f(x) = zi 7 en el intervalo
x
[—0.5,2].

En primer lugar observemos que como f es continua en el intervalo propuesto, ella tiene extremos
absolutos en este intervalo. Para encontrarlos, sigamos el procedimiento senalado:

Paso 1 Busqueda de puntos criticos.
1—a®
@i
2. Valores de z para los cuales no existe f'(x), pero si f(z). En este caso no hay.
Luego, el tnico punto critico interior al intervalo (dominio de la funcién) es x = 1.

Paso 2 Evaluar f en cada punto critico que se encuentra en el intervalo [a, b], y calcular f(a)

y f(b):

L. f'(z)=0 — 0 = r=—-lox=1.

v | f(x)

—-0,5| —04 Pto. terminal
1 0,5 Pto. critico

2 0,4 Pto. terminal
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Respuesta: f tiene maximo absoluto en x = 1 igual a 0,5 y minimo absoluto en z = —0,5 igual
a —0.4.
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Gréfica de f(z) = — 1
x

» Actividad de autoevaluacién: Estudiar los extremos absolutos de la funcién g(z) = 2z — 32%/3 en
el intervalo [—1,2].

Ejercicios

1. Determinar los extremos absolutos de las siguientes funciones en los intervalos indicados:

T
2

a)y = :;i en I =[-4,4 b)y=Yr(8—=x)enl=]0,8 c)y==xe *enl=]0,2
d)y="%en ] =1[1,3] e)y=x—2coszenl =[-m7] fly=e®—ec*®enl=]|0,1]

2. Si a y b son ntimeros positivos, encontrar el méximo valor de f(z) = 2%(1 — x)? para 0 < z < 1.

3. Hacer el esbozo del gréafico de una funcién que satisfaga las condiciones indicadas:
a) Dominio= [0, 5], maximos relativos en x = 1, en x = 3 y en x = 4, minimo absoluto en
x = 5, minimos relativos en x = 0, x = 2 y x =3.5, y sin maximo absoluto.
b) Dominio= [—3, 3], ¥y que tenga méximo en un punto en el cual la funcién no es derivable.

¢) Dominio= [3,10], y su maximo absoluto se alcance en infinitos puntos.
4. Problemas con enunciado.

a) Encontrar dos nimeros no negativos cuya suma sea igual a 12 y tales que su producto sea
un maximo absoluto.

b) Encontrar dos nimeros no negativos tales que su suma sea igual a 12 y que la suma de sus
cuadrados sea un minimo absoluto.
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c) Un fabricante de cajas de cartén desea elaborar cajas abiertas a partir de trozos rectan-
gulares de cartén con dimensiones de 10cm por 17 cm, cortando cuadrados en las cuatro
esquinas y doblando los lados hacia arriba. determinar la longitud del lado de los cuadrados
que se deben cortar de modo que la caja tenga el mayor volumen posible. Solucién: Lado
del los cuadrados cortados 2.03cm.

d) Los puntos A y B estén en las orillas de un rio recto de 3km de ancho y estén ubicados en
riberas opuestas (uno frente al otro). Un punto C estd en la mismo orilla que B pero a 2
kilémetros rio abajo. Una compania telefénica desea tender un cable de A a C donde el costo
por kilémetro del cable es de $10000 y el del cable subacuatico es de $12500. Determinar el
punto P en la misma orilla que B y C de modo que el tendido que va de A a P y luego de
P a C, tenga el menor costo posible. Solucién: P debe estar en B.

e) Un terreno rectangular se encuentra en la orilla de un rio y se desea delimitarlo de modo
que no se utilice cerca a lo largo de la orilla del rio. Si el material para la cerca de los los
lados cuesta US$12 por metro colocado y US$18 por metro colocado para el lado paralelo
al rio, determinar las dimensiones del terreno de mayor drea que se limitar con US$5400 de
cerca. Solucion: Lado paralelo al rio 150 metros y longitud de cada lado no paralelo al rio,
112.5 metros.

f) Estimar las dimensiones del cilindro circular recto de mayor volumen que se pueda inscribir
en un cono circular recto de 5cm de radio y 12cm de altura. Solucion: Radio del cilindro,

13—Ocm. Altura del cilindro, 4cm.

g) Una persona tose cuando hay un objeto extrano en su traquea. La velocidad de la tos
depende del tamano del objeto. Suponga que una persona tiene una traquea cuyo radio es
20 mm. Si un objeto extrano tiene un radio r (en milimetros), entonces la velocidad V' (en
milimetros por segundo), necesaria para eliminar el objeto mediante la tos estd dada por:

V=V()=k20r*—-7%); 0<r<20
donde k es una constante positiva. jPara que tamano del objeto se necesita la velocidad
maxima con el fin de removerlo?

h) Un articulo en una revista de sociologia afirma que si ahora se iniciase un programa especifico
de servicios de salud, entonces al cabo de t anos, N miles de personas adultas recibiria
beneficios directos, donde

t3
N:§—6t2+32t; 0<t<8

., Para qué valor de t es maximo el niimero de beneficiarios?

5. La masa m de agua que a 0°C' ocupa un volumen de 1 litro, ocupara a T°C un volumen V en
litros dado por la funcion:

V=V(T)=10"(-6,8-10*T*+85-107'T? - 6,4-T +10°) con 0<T <10
Recordando que la densidad rho de una sustancia homogénea es:

=y
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a) Encontrar la temperatura 7' para la cual la densidad p del agua es maxima.

b) Bosquejar V(t) para 0 < T < 10.
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