Matematica Contenidos: Extremos relativos.

= Intervalos de crecimiento y de decrecimiento
Definicién: Sea y = f(x)
v [ es creciente, en sentido estricto (11), en I C Dom(f), si y solo si,
Vo, xe € I, 21 < 20 = f(21) < f(x2)
v’ f es decreciente, en sentido estricto (})), en I C Dom(f), si y solo si,

Vo, x0 €1, 21 < 29 = f(x1) > f(22)

+ . + .
s s
g1 1
Tt Tt
61 61
st st
41 41
R 3 -t

creciente crecfente x

I I " b
3 4 [ -fi

3

decreciente

Intervalos de crecimiento: | — 3,55, 0,46], 3,84, +o0]
Intervalos de decrecimiento: | — oo, —3,55[, ]0,46, 3,84]

» El estudio del comportamiento de una funcién f(x) (creciente/decreciente) se puede realizar, analizando el signo
de f'(z).
Teorema. Sea y = f(x) funcién derivable en un intervalo I (o en todo R).
v Si f/(x) > 0 para todo x € I entonces f es creciente (en sentido estricto) en T

v Si f/(x) < 0 para todo x € I entonces f es decreciente (en sentido estricto) en I

’ Para determinar los intervalos de crecimiento/decrecimiento se debe resolver las inecuaciones: f/(z) > 0, f'(z) < 0‘

decrecidy '; decreciente
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Matematica Contenidos: Extremos relativos.

» Ejemplo: Sea f(z) = 22% — 922 + 12z — 3. Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Pl)  fl(z) =622 182+ 12=6(z — 1)(z — 2)

P2) a) f/(2)=0=6(z-1)(z—-2)=0=2=1 o z=2
b) No existe = tal que f/(z) no estd definida.
Luego, los puntos claves de f’(x) son: 1, 2

P3) Signo de f’(x) en cada sub-intervalo.

r<l1 1 l<ax <2 2 x> 2
signo de f/(z) = 6(x — 1)(z — 2) + - +
Comportamiento de f H f es creciente ‘ ‘ f es decreciente ‘ ‘ f es creciente

Luego, f es decreciente en

y=2x%-9x%+12x-3

Gréfico de y e i/’
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» Actividades: Estudiar intervalos de crecimiento y decrecimiento de a) y = z%¢®, b)y=zlnz

= Método de la 1ra. derivada para calcular extremos relativos de una funcién.

Paso 1. Hallar f'(z).
Paso 2. Hallar los puntos criticos de f. Los valores criticos, determinan subintervalos en Dom(f).

Paso 3. Estudiar el comportamiento de f en torno a cada valor critico de f.

Sea & = ¢ un valor critico de f. Se calcula f’(z) para un valor de z muy cerca por la izquierda de x = ¢, y
luego f'(z) para un valor de z muy cerca a la derecha de z = c.

o Siel valor de f'(z) cambia de + a —, entonces f tiene un Méximo relativo en = = c igual a f(c).
o Siel valor de f'(x) cambia de — a 4, entonces f tiene un minimo relativo en x = c igual a f(c).

e Si el signo de f/(z) no cambia, entonces la funcién no tiene ni mdximo ni minimo relativo en x = c.

4
» Ejemplo. Sea y = f(x) = x + ——, determinar extremos relativos de f.
T

1

Solucién:
o 4 _(x—|—1)2—4_(sc—|—3)(x—1)
PLA@ =1 2 = e — @iy
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Matematica Contenidos: Extremos relativos.

P2: Valores criticos de f
*) f(x)=0=z=-30x=1.
(*) El denominador de f’(z) se hace cero cuando x = —1, de manera que f'(—1) no existe. Se omite z = —1
como valor critico, ya que en —1 la funcién f no estd definida. Ver notal
Asi, los valores criticos son —3 y 1.

P3: Los valores criticos dividen el eje real en tres tramos, se analiza el signo de f’(z) en cada uno de ellos (criterio
de la primera derivada)

(—4) (0) (2)
T < -3 -3 -JI<zr<l1 1 x>1
f'(x) >0 f'(x) <0 f'(x) >0
4 4
Max rel min rel
P4: Conclusion: Como la derivada de f cambia de + a — al pasar por —3, entonces en £ = —3 hay un maximo
local, este valor méximo es f(—3) = —5.

También, f’ cambia de — a + al pasar por z = 1, se concluye que en = 1 hay un minimo local, y este valor
minimo es f(1) =3
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Graéfico de y y sus extremos relativos
= Autoevaluacién: Estudiar extremos relativos de a) y = 100 4 823 + 2%, b) y = 2/3(x + 3)2/3

= Actividades finales

X __1
o Py=e

Estudiar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

1. Para cada una de las siguientes funciones a) y =

)
b) Determinar sus extremos relativos.
¢) Encontrar los valores de x donde la funcién crece més rdpidamente.
d) Con la informacién precedente (a) y (b), hacer un esbozo de su gréfico.
2. Estudiar los extremos relativos para cada una de las siguientes funciones:
a)y=2+3z—2% b)y=a?— 62> c)y= (22 -1)3
a)y=a"(x+2)* b)y=322—2 c)y=axe "

)
dy=ava+3 e y=Ina'+27) f)y= 5732
gly=e"+2" h)y= i) y = sin(2z) -z

INota: Para estudiar intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, se considera = = —1.
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3. Determinar los valores de a, b, ¢ y d tales que la funcién definida por y = ax® + bx? + cx + d tenga extremos
relativos en los puntos (1,2) y (2, 3).

4. El siguiente es el gréfico de la derivada de una funcién y = g(z).

V:

L 24
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Gréfico de y' = ¢'(z)
Determinar:

a) intervalos de crecimiento y decrecimiento de y = g(x).
b) extremos relativos de y = g(x).

¢) intervalos de crecimiento y decrecimiento de y' = ¢'(x).
d) extremos relativos de y' = ¢'(x).

5. Algunos problemas.

a) Determinar las dimensiones de un rectdngulo de drea 100m? cuyo perimetro sea el menor posible.
b) Encontrar el punto de la recta y = 4z + 7 que se encuentra més cerca del origen.

¢) Con 1200e¢m? de material se construye una caja de base cuadrada y abierta en su parte superior. Deter-
minar las dimensiones de la caja de mayor volumen, que se puede construir bajo estas condiciones.

d) Determinar las dimensiones del rectdngulo de drea maxima que puede inscribirse en un semicirculo de
radio 7.

e) La reaccién a dos drogas como funcién del tiempo (medido en horas) estd dada por:
Ri(t) =te™,  Ro(t) =te 2

Debido a las caracteristicas de cierta enfermedad, se optard por aquella droga que tenga una reaccién
méaxima mayor ;Qué droga se debe elegir?

f) Un bidlogo realizé un estudio sobre los factores que influyen en el crecimiento o decrecimiento de una
poblacion de peces presentes en un lago natural. El cientifico llegé a la conclusién que en verano, producto
de la visita humana al lugar, la cantidad de peces presentes en el lago se modela por la funcién

f(t) =4+ te k

donde ¢ es el tiempo medido en semanas (¢t = 0 es el primer dia de verano) y f(¢) es el nimero de peces
en miles.

1) Establecer el modelo en forma precisa (encuentrar el valor de k), si se sabe que después de una semana
de comenzado el verano hay 4.600 peces en el lago ;Cudntos peces hay después de 4 semanas?

2) Para el modelo encontrado en (a) jdespués de cudntas semanas el nimero de peces en el lago es
maximo? ;Cudndo la cantidad de peces estara aumentado, cudndo disminuyendo?

3) Calcular . h’in f(t) e interpretar el resultado en el contexto del problema.
— 400
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g) La fuerza R de reaccién del cuerpo humano a una dosis D de cierto medicamento estd dada por

R:R@»:D?(k—D)

donde k es una constante positiva. Demostrar que la maxima reaccién se alcanza cuando la dosis es k
unidades.

h) Una enzima es una proteina que puede actuar como catalizador para aumentar el ritmo al que se desar-
rolla una reaccion en las células. En una reacciéon determinada, una enzima se convierte en otra enzima
denominada producto. Este ultimo actia como catalizador para su propia formacién. La tasa R a la que
se forma el producto (con respecto al tiempo) estd dada por la funcién

R = R(p) = kp(L —p),

donde L es la cantidad inicial de ambas enzimas, p es la cantidad de la enzima producto y k es una
constante positiva. ;Para qué valor de p serd maxima la tasa a la que se forma el producto?
1) Un instituto de salud piblica mide la probabilidad que una persona de cierto grupo muera a la edad = y

emplea la formula
P = P(x) = \ze 2,

donde A es un parametro tal que 0 < A < e. Hallar el valor méximo de P(x) e interpretar el resultado.
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