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Documento de estudio N° 1

Transformada de Laplace:
Definicién y propiedades

1.1 Introduccion

La Transformada de Laplace® es un instrumento ttil para resolver EDO. La gracia de
las T'dL es que ellas permiten transformar un EDO en un problema algebraico, el cual
una vez resuelto (con técnicas algebraicas, obviamente), se puede regresar al ambiente
de las EDQ’s para encontrar la soluciéon buscada.

1.2 Integrales impropias

Antes de pasar a la definiciéon de T'dL recordemos que el simbolo

“+o00

f(t)dt, (1.1)

a

representa una integral impropia, que se define (y calcula) por medio de un limite:

/:xf(t)dt— lim /aMf(t)dt (1.2)

M —+oc0

Recordar que cuando el limite de (1.2) existe (finito) se dice que la integral impropia
(1.1) converge (o existe).

1.2.1 Ejemplo 1:

+o0
Estudiar la convergencia de / e 3% dx.
0

* En lo que sigue, anotaremos por Transformada de Laplace, simplemente, T'dL

1
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Desarrollo:

—+o0 b 1
/ e 3 dr = lim e 3 dr = lim _5673:1:
0

b—+400 0 b—+400

b

1
] = lim —=(e™®—-1)==
0

+o0
Por lo tanto, la integral impropia / e 3% dx es convergente, pues su valor es finito
0

=3
1.2.2 Ejemplo 2:

+00
Determinar si integral / xe'dx es convergente o divergente.
0

Desarrollo:

+o00 b
/ zedr = lim re'dr = lim [(:c —1)e” \g ] = lim ((b—1)e’ +1) = 4+o0
0

b——+o0 0 b—+00 b——+oo

Por lo tanto, la integral impropia propuesta es divergente (no existe).

1.3 Transformada de Laplace

Sea f:[0,+o00[— R y suponga que f:oo e st f(t)dt converge para ciertos valores
de s, entonces para dichos valores se define la nueva funcion F(s) que se denomina
la Transformada de Laplace de f, de la siguiente manera:

+o0
F(s) = LLF(H)}(s) = / e f(t)dt

Nota 1.1. A continuacién se calculan, a modo de ejemplo, las T'dL de algunas funciones
béasicas:
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1.3.1 Ejemplo 1

Sea, para todo t € R: f(t) = ¢, ¢ constante, entonces:
+oo
L{c}(s) = / e tedt
0

+oo
= c/ e stdt
0

M

= ¢ lim e *tdt
M—+o0 /g
| (G_SM 1)
= ¢ lim + -
M—+oc0 —S S
1
= c¢-—, siempre que s > 0. (;Por qué?)
s
Luego,
Lic}(s) =S, paras>0 (1.3)
s

1.3.2 Ejemplo 2

Sea, para todo t > 0: f(t) = t, entonces:

L{E}(s) = /0 st

= lim e *'tdt, integrando por partes
M—+o0 0

e—st .t €_St M
= lim — ‘
M—+00 s 52 0

. (€SM M efsM 1 )
= lim — +

M—+00 s 52 52

pero lim Me*M =0 vy lim e*M =0
M—+o00 M—+o00
1
= -, siempre que s > 0
s
Luego,
1
L(t)(s)=—, paras>0 (1.4)

s
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1.3.3 Ejemplo 3

Prof. Claudio del Pino O.

Sea, para todo ¢ > 0: f(t) = e“, entonces:

400
L{e"}(s) = / e . etdt
0

O sea que,

“+oo
= / et q¢
0

M

= lim e(=s Aty
M—+o00 0

) (e(erc)t) M
= lim ‘
M—+4o00 \ —S 4 ¢C 0

n. (S =)
= lim —
M—+400 \ —S5-+cC —s+c

1
= - : I — <0
o siempre que (—s + ¢)
1
L{e"}(s) = S baras>c (1.5)

1.3.4 Ejemplo 4

Sea, para todo t > 0: f(t) = cos(at), entonces:

+00
L{cosat}(s) = / e *'cos at dt
0
M
= lim e ' cosatdt, integrando por partes (2 veces)
M—+o0 0
efst M
= lim | ———(—scosat+ asinat) ’
M—+o0 \ 82 + a? 0
se=sM e~ sM s
= lim | —= 5 cosalM + ———sinalM + — 5
M—+00 s +a s“+a s +a
s
= 21 siempre que s > 0
s+ a
yvaque lim e *McosaM = lim e *MsinaM = 0.
M—+oco M—+oco
Luego,
s
L{cos(at)} (s) = ———=, paras>0 1.6
feos(at)} () = . » (1.6
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1.3.5 Ejemplo 5

Determinar la transformada de Laplace de

2 si O0<t<bh
ft)=43 si 5<t<10
et si t>10

Desarrollo:

F(s) = /ooe_Stf(t)dt

0

5 10 ')
= / et 2dt + et 3dt + / e ste?t dt
0 5 10

5 10 e’}
- 2 / e Stdt + 3 / e Stdt + / =9t gt
0 5 10

2 e~ bs R 36—105 6(2—s)t
= <— - > + < — ) + lim [
s 5 s s b—oo | 2 — 5
2
S
2
S

)

e 5s 3e—10s e(Q—s)b 6(2—8)10
2—s 2—s

Por lo tanto,

LN =2 - 2T T a2

1.4 Autoevaluaciéon

Usando la definicion de transformada de Laplace, encontrar la transformada de
Laplace de f(t) = t*

Nota 1.2. Como es de suponer, es posible calcular la T'dL para diversas funciones
adicionales. Un listado de las T'dL que mas se utilizan, se encuentran, mas adelante, en
una tabla que las resume.

Nota 1.3. Como la T'dL se define en base a una integral, que es una transformacion
lineal, ella también es una trasformacién lineal. En efecto:

Depto de Matemdtica, Fisica y Fstadistica 5 UCM
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1.5 Linealidad de la Transformada de Laplace.

Teorema 1.2: Sean
o f:]0,+00[ = R, funcion con T'dL F(s) para s > a

e g:[0,+00] — R, funcion con TdL G(s) para s > b
entonces si a, f € R:

L{af(t) + Og(t)}(s) = aL{f(t)} (s) + BL{g(t)} (s) = aF(s) + FG(s)

para s > max{a,b}.

Demostracidn:

+o0
£ (af(t) + Bg(t) (s) = / et (af (t) + B(t))dt

= a/0+w e S f(t)dt + 5/:00 e g(t)dt
= aL{f(t)}(s) + BL{g(t)}(s), paras>max{a,b}

1.5.1 Ejemplo
Encontrar la T'dL de f(t) = 2e™" + 3sin(2t)

Desarrollo: Es claro que, por linealidad de la T'dL
L{2e7" + 3sin(2t)}(s) = 2L{e "} (s) + 3L{cos(2t) }(s) (1.7)

Usando (1.5) y (1.6), se tiene que

1 S
s+1 3 s2+4
2 n 3s
s+1 s2+4
relacion que es valida para s > max{—1,0} = 0.

1.5.2 Autoevaluacion

1) Usando la propiedad de linealidad de la T'dL, encontrar la T'dL de

L(2e7" 4+ 3cos(2t))(s) = 2

1
ft)= -5+ = cos? t

2) Comprobar su resultado usando el sitio WIMS

Depto de Matemdtica, Fisica y Fstadistica 6 UCM
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1.6 Listado de transformadas de Laplace de funciones
especiales

A continuacion se entrega, para efecto de posteriores consultas, un listado con las T'dL
de las funciones que aparecen con mayor frecuencia.

Listado de T'dL de funciones especiales

f(t) F r(us)
(1) t", neN SnJ'rl
(1a) 1 %
(10) ¢ 5_12
0| - =
(3) sin(at) #“GQ
(4) cos(at) Ws(ﬂ
(5) sinh(at) 2a2
(6) cosh(at) ; E Z2

nl

(7) t"e*, neN T
(8) t sin(at) e
9) t cos(at) %
(10) e sin(bt) (STZW
(11) e cos(bt) ﬁ

Nota 1.4. Para referirnos a estas formulas, usaremos la notacion F(n), donde n es la
formula referida de esta tabla.

Nota 1.5. Observar en tabla anterior, que las T'dL de las principales funciones siempre

son funciones racionales. Este punto es justamente, el que facilita el método de resolver
EDO usando TdL.

Depto de Matemdtica, Fisica y Fstadistica 7 UCM
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1.7 TdL para derivada de f

Teorema 1.3: Sea f(t¢) una funciéon con derivada continua para ¢ > 0y de orden
exponencial ¢ (ver siguiente nota), cuando t — +o00, entonces existe L{ f'(¢)} para
s>c,y

L{E(t)} = sC{E(t)} — £(0) = sF(s) — £(0) (1.8)

Nota: f es de orden exponencial ¢, cuando existe M > 0, tal que |f(z)| < Me® para
t>0.
Demostraciéon: Es claro que:

+o0
c(roy= [ e
0
calculando por partes esta integral, eligiendo
u=e* y dv = f'(t)dt

se obtiene

400

Loy = [ e - @] s eyt

0

Como

. tlir+n e s f(t) =0, cuando s > ¢ (;por qué?)
—400

o [ f(t)]i=0 =0
o [Cetf(t)dt = F(s)
se obtiene el resultado buscado. ]

Nota 1.6. El resultado anterior se extiende naturalmente para calcular las T'dL de
derivadas de mayor orden. Por ejemplo, aplicando (1.8) a f”(t) y luego a f’(t)se tiene:

L0y = LSO = L4710} = f'O
= s(sL{f(t)} — £(0)) — f'(0)
s"L{f(t)} — s£(0)) — £(0)

Por lo tanto,

L{f"(t)} = s*F(s) — s£(0)) — f'(0) (1.9)

Asi entonces (1.8) y (1.9), se generalizan en el siguiente

Depto de Matemdtica, Fisica y Fstadistica 8 UCM
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1.8 TdL para las derivadas de orden superior de f

Teorema 1.4: Suponiendo que f admite derivadas continuas hasta orden n y
satisfacen las mismas condiciones del resultado (1.8), para el mismo valor de ¢,
entonces para s > ¢

£ (t) = s"F(s) — s" 1f(0) — ... — s"2f(0) — f®~1(0) (1.10)

Junto al listado de féormulas anteriores, existen varias propiedades de la T'dL, que son
importantes en la aplicacién de estas transformaciones en la resolucion de EDO’s. A
continuacion se entrega un listado de ellas:

1.9 Propiedades generales de la TdL

(1) | Definicion F(s) = L{f(t)}(s) = [, e f(t)dt
(2) [ Linealidad L{af(t) + Bg(t)} = aL{f ()} + BL{g(t)}
(3) | Dilatacion L(f(at)) =1F(2), a>0
(4) | Derivacion L{f'(t)} =sL{f(t)} — f(0)
L{f"(0)} = s>L{f (1)} — s(0) — f'(0)
L{fM()} = S”f{f(t)} — 5" 1f(0) — " 2f(0) — ... — f"U(0)
(5) | Integracion E{fo fu)u} = ;[Z{f(t)}
(6) | Dualidad L{tf(t)} = —F'(s)
L{" ft)} = (=1)"F™)(s)
(7) | Traslacion en s L{ef(t)}=F(s—a)=L{ft)}(s —a) = L{f(t) }sos—a
(8) | Traslacion en t (1) | L{f(t —a) - U(t —a)} = e “L{f(t)} = e *F(s)
(9) | Traslacion en t (2) | L{f(O)U(t —a)} = e L{f(t+a)}
LUt —a)} =<+

Nota 1.7. Para referirnos a estas propiedades, usaremos la notaciéon P(n), donde n es
la propiedad referida de esta tabla.

1.9.1 Ejemplo 1

Usando las formulas y propiedades de la T'dL , encontrar la T'dL de la funcion:
f(t) =e ™ + 4tsint — 1%
Solucién: Es claro, por linealidad de la T'dL :
L{ft)} = L{e ™} +4L{tsint} — L{t"*} (1.11)
Ahora bien:

Depto de Matemdtica, Fisica y Fstadistica 9 UCM
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e Porla F(4): L{e "} = -

s+7

e Por la F(10): L{tsint} = %5

e Porla F(7) o P(7): £{t'%e%} = (5_1?:,!)11

Por lo tanto, reemplazando en (1.11), se tiene:

L{f(t)} = . + (52%_91)2 + (s ioi!g)n

s+ T

1.9.2 Ejemplo 2
Usando que L£{t*}(s) = %, encontrar L{t*}(s).

Solucién: Usando la Propiedad de derivacion:

L{f" ()} = s"L{f()} = sf(0) = f'(0),
luego, )
12-8—3:525{#}—5.0—0

de donde
24

L{t*} = =
1.9.3 Ejemplo 3
Usando la Propiedad de traslaciéon en s, encontrar
1) L{e“t?}
2) L{e"sint}
Solucién:

1) En este caso, f(t) =t*y F(s) = % (F(9)).
Usando la propiedad indicada:

at 2 . o —
L{e" t* } =F(s—a) G_a)p
f@®)
Por lo tanto,
2
L att2 —
{e"7} G_a)
2) De manera similar, se tiene
1
L{e"sent} = F(s—a) = oot s>a

f(®

Depto de Matemdtica, Fisica y Fstadistica 10 UCM
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1.9.4 Ejemplo 4

Usando la propiedad de Dualidad, calcular £{¢*sin(bt)}.

Solucién: Poniendo f(t) = sin(bt), se tiene que F(s)
Ahora, por la propiedad de Dualidad:

_ b
= 2R

L{t*senbt} = (—1)*F"(s).

Pero F'(s) = —(SQ%F%)Z, y F'(s)= 2(%31—2,);;’22), s > 0. Por lo tanto:
_ 2b(3s* — b?)
E{t2 SlH(bt)} = m

1.9.5 Autoevaluacion

1) Determinar: £{5t + 2 — e* — cos(5t)}(s)
2) Encontrar la TdL de f(z) = e 2*(sin(t) + sin(2t))

3) Comprobar sus resultados usando el sitio WIMS

1.10 Actividades complementarias

1) Usando la definicion correspondiente, encontrar la TdL de f(t) = (1 + ).
Sol.: L{F(D}(s) = 1+ 25 + 475> 4

s

2) Usan la definicion correspondiente, encontrar la TdL de la funcion cuya gréfica es

Sol.: L{f(t)}(s) =€ ({ + )

3) Encontrar, usando la definicién correspondiente, la T'dL para cada una de las
siguientes funciones:

Depto de Matemdtica, Fisica y Estadistica 11 UCM
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a) f(t)=1-2t _J1 st 0<t<3
JIO=1 s >3
b) f(t)=t—8+¢ d) f(t) = t?e 3
Solucién:

a) F(s)= o c) F(s) = ! (1+2e7) + ie’&‘s
s s 52
—752+9s—1 2

) F(s) s2(s—1) ) Fs) (s+3)3
4) Usando la propiedad de dualidad, encontrar £{t*e™}. Sol.: F(s) = (szi)5

5) Encontrar, usando el Listado de TdL y las Propiedades generales de la TdL , las
TdL para cada una de las siguientes funciones:

a) f(t) = e’ cosh(2t) e) f(t) = sin(at) cos(bt)

b) f(t) = 3sin(4t) — 2 cos(5t) f) f(t) = sin*(t)

¢) f(t) =t —42+5 g) f(t) =sin*(t)

d) f(t) =e >+ 1) h) f(t) = e 'sin*t

Solucién:
a) F(s) — _s-1 o) Fls) — as® + a(a® — b?)
) Fls) (s—1)*>—4 )F()_[32+(a+b)2][s2—|—(a—b)2]

—25% 4+ 125* — 325 + 300 242

b) F(s) = (2 + 16) (32 1 25) f) F(s) = FEYr
553 —8s+ 6 6

C) F(S):T g) F(S): (32+1)(82+9)

24+ 4(s+ 42+ (s+4)! 2
d) Fls) = (s +4)° b) (s+1)(s®+2s+5)

Depto de Matemdtica, Fisica y Fstadistica 12 UCM
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