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Matemdtica (2014-2) Programacion lineal (Clases)

1. Introduccion

La programacién lineal es un método de resolucion de problemas que se ha desarrollado para ayudar a
profesionales de distintos ambitos a tomar mejores decisiones. Desde su aparicion a finales de la década
de 1940, la programacién lineal (PL) ha demostrado que es una de las herramientas mas efectivas para
describir un gran numero de situaciones reales en las siguientes areas: militar, industrial, agricola, de
transporte, de la economia, de sistemas de salud, e incluso en las ciencias sociales y de la conducta,
donde se trata de asignar o compartir determinados recursos sélo disponibles en cantidades limitadas.

Un factor, importante en el amplio uso de esta técnica es la disponibilidad de programas de computado-
ra muy eficientes para resolver problemas extensos de PL. La programacion lineal tiene en el analisis,
planificacién y control operativo de sistemas eléctricos de generacion y transporte de energia, uno de
sus campos de actuacion mas destacados. Cuestiones como, generacion de energia a minimo coste, con-
trol de stock, mantenimiento de equipos, transporte y distribucion, abastecimientos de combustibles
a centrales de generacion, planificacion de nuevos equipamientos generadores, control de inversiones,
etc, son s6lo unos pocos ejemplos que se resuleven por medio de la programacion lineal.

Algunos ejemplos de aplicaciones clasicas de la programacién lineal son:

1) Se quiere elaborar una dieta diaria para un colectivo de personas de tal forma que se suministre
a cada individuo una cantidad minima de varios ingredientes nutritivos provenientes de ciertos
alimentos distintos. El problema es hallar las cantidades a comprar cada dia de cada alimento
de tal forma que el coste total sea minimo.

2) Un fabricante desea elaborar un programa de produccién y una politica de inventarios que
satisfaga la demanda de ventas en periodos futuros. De forma ideal, el programa y la politica
permitiran a la compania satisfacer la demanda y al mismo tiempo minimizar los costos totales
de produccion e inventarios.

3) Un gerente de mercadotecnia desea determinar la mejor forma de asignar un presupuesto de
publicidad fijo entre diversos medios tales como radio, television , periédicos y revistas. Al gerente
le gustaria determinar la combinacién de medios que maximiza la eficacia de la publicidad.

4) Un analista financiero debe seleccionar una cartera de inversiones a partir de diversas alternativas
de inversion en bonos y acciones. Al analista le gustaria establecer la cartera que maximice el
rendimiento sobre la inversion.

2. Programacion lineal
Los problemas de programacion lineal comparten dos caracteristicas:

1) La maximizacién o minimizacién de alguna cantidad: funcién objetivo.
2) Existen limitaciones o restricciones sobre las variables de la funcién objetivo.
El nombre de programacién lineal se debe basicamente a dos propiedades:
1) La funcién objetivo es una funcion lineal de las variables involucradas en el problema.

2) Las restricciones o inequaciones son lineales en las variables del problema.
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2.1.

Ejemplos de problemas de programacién lineal

Ejemplo 1. Unos grandes almacenes encargan pantalones y chaquetas deportivas a un fabricante.
El fabricante dispone de 750 m de tejido de algodén y 1000m de tejido de poliéster para la
confeccién. Cada pantalon precisa 1m de algodén y 2m de poliéster. Para cada chaqueta se
necesitan 1,5m de algodén y 1m de poliéster. Los almacenes fijan el precio del pantalén en
50€ y el de la chaqueta en 40€ . ;Qué nimero de pantalones y chaquetas debe suministrar el
fabricante a los almacenes para que estos consigan un beneficio maximo?

Solucion.

a) Primero debemos asignar las variables de nuestro problema:

x = numero de pantalones a ser suministrados.

y = numero de pantalones a ser suministrados.

b) En segundo lugar determinamos la funcién objetivo

¢) Ahora determinamos las restricciones que deben satisfacer las variables. Para ello usamos
los datos del problema, los cuales podemos resumir en la siguiente tabla.

f(z,y) = 50z + 40y.

pantalon | chaqueta | disponibilidad
algodon 1 1,5 750
poliéster 2 1 1000

Entonces las restricciones son:

z+ (1,5)y < 750

Ademas, como el niimero de pantalones y chaquetas es no negativo, tenemos dos resoluciones

mas:

En resumen, el método de programacion lineal consiste en buscar la solucion del siguiente pro-

< 2z + 3y < 1500

2x +y < 1000.

x>0 y y=>0.

blema:
Maximizar 50z + 40y
Sujeta a 2+ 3y < 1500
2x+y < 1000
y r,y = 0.
2
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Ejemplo 2. Se trata de elaborar una dieta diaria para dos personas de tal forma que se suministre
a cada individuo una cantidad minima de dos ingredientes nutritivos I; y I,. Supongamos que
existen en el mercado dos alimentos distintos A; y A, a unos costes unitarios ¢; y ¢s, vy que
se quiere programar una dieta que contenga al menos b; y b, unidades de los dos ingredientes
nutritivos. Si el alimento A; contiene a;; unidades del ingrediente I;, i = 1,2 y j = 1,2. Hallar
las cantidades a comprar cada dia de cada alimento de tal forma que el coste total sea minimo.

Solucion.

a) Primero debemos asignar las variables de nuestro problema:

x = numero de unidades del alimento A;

y = numero de unidades del alimento A,

b) En segundo lugar determinamos la funcién objetivo

flz,y) = az + cy.

¢) Ahora determinamos las restricciones que deben satisfacer las variables. Para ello usamos
los datos del problema, los cuales podemos resumir en la siguiente tabla.

unidades minimas de

Ay | Ay | ingredientes nutritivos
Iy | aiy | ap by
Iy | as | ax by

Entonces las restricciones son:

a1 x + appy > by

a1 T + a2y > by

Ademas, como el nimero de unidades de los alimentos es no negativo, tenemos dos restric-

ciones mas:

x>0 y y=>0.

En resumen, se busca la solucion del siguiente problema:

Méximizar

Sujeta a

y

1T + Cy

anx +apy = b

an™ + axpy > by
z,y > 0.
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En general, el método de programacion lineal consiste en buscar la solucién de un problema de la

forma:
Méximizar/Minimizar c1T1 + Coxy + - - - + cpxy,
Sujeta a a1 + appxs + -+ appx, Q by
A1 T1 + G22%2 + -+ + A2pTy,  F by
U121 + Am2T2 +---+ AmpnTn * bm
y r; & oy
donde

3.

c; € Rparai=1,2,...,n.
bj € Rparaj=1,2,...,m.
a;; € R.

Q,#,x,&; € {<,>,<, >}

TiE]R.

Resolucion de problemas de programacion lineal

En esta seccién y en lo que sigue nos concentraremos en los problemas de programacion Lineal de dos
variables. Para resolver de manera correcta un problema de este tipo la idea es seguiente. Primero,
debemos determinar la region factible, es decir, el conjunto solucién de las inecuaciones. En segundo
lugar debemos hallar las coordenadas del punto en la regién factible que méximiza/minimiza la funcién
objetivo de acuerdo al planteamiento del problema que se este estudiando.

El método que utilizaremos es el llamado método de punto esquina.

3.1.

Método de punto esquina

Los pasos para obtener la solucion al problema de programacion lineal por medio del método de punto
esquina son los siguientes.

1)

Establecer cudl eje del plano cartesiano representa a cada variable (antes de empezar a graficar,
es necesario que asignes a ambas variables el eje que la representard).

Representar las restricciones de manera grafica

Identificar la regién factible (el conjunto de restricciones graficadas en el plano cartesiano nos
indica la region en donde se encuentran el conjunto de soluciones y la solucién éptima a nuestro
problema. Para ello es necesario resaltar o sombrear el drea que respeta las especificaciones dadas
por las restricciones.

Establecer en la grafica los puntos esquina dentro de la regién factible y sus coordenadas (un
punto de la regién factible es esquina si satisface al menos dos inecuaciones)

Evaluar las coordenadas en la funcion objetivo.

Seleccionar el punto que cumpla con el objetivo de nuestro problema, si se busca maximizar, la
mejor solucion sera la de resultado mayor, si se busca minimizar sera la de menor resultado.
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4. Ejemplo resuelto

Aplicaremos el método grafico y el método de punto esquina para resolver el problema planteado en
el Ejemplo 1. Aplicando el método grafico obtenemos que la regién factible es la de la figura siguiente.

375,250)

200 + 2z+ 3y = 1500

200 400

Por lo tanto los puntos equina son cuatro y sus coordenadas son:
(0,0), (500,0), (375,250), (0,500).
Ahora, evaluando la funcién objetivo f(z,y) = 50z + 40y en estos puntos obtenemos:
£(0,0) =50(0) + 40(0) = 0€

£(0,500) = 50(0) 4 40(500) = 20000€
£(375,250) = 50(375) + 40(250) = 28750€
£(500,0) = 50(500) + 40(0) = 25000€

Por lo tanto, la solucion éptima es fabricar 375 pantalones y 250 chaquetas para obtener un beneficio
de 28750€ .
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