Capitulo 10

Traslaciéon y Rotacion

10.1 Introduccidn.

La necesidad del estudio de Lugares Geométricos de puntos mas complejos en un
sistema de referencia que en otroy las inter relaciones entre ellos, hace necesario
definir la traslacion paralela de los ejes coordenados y también la rotacién en torno

a un punto dado, que muy bien puede ser el origen o el nuevo origen una vez
efectuada la traslacion.

Las ecuaciones resultantes en uno u otro caso, con respecto a las variables de los
ejes iniciales versus las nuevas variables, es lo que presentaremos a continuacion y
ocuparemos posteriormente cuando sea el caso.

10.2 Traslacion.

Sea un punto P de coordenadas (z,y) con respecto de los ejes rectangulares X e
Y. Vamos a obtener las ecuaciones que relacionan las coordenadas (z’,y’) del
mismo punto P con respecto al nuevo referencial tambien rectangular X'e Y”.

Sean los nuevos ejes X’ e Y’ obtenidos por una traslacion paralela y en el mismo
sentido conrespecto a los ejes X e Y, al nuevo origen (h, k). (fig.1)
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De inmediato de la fig.1 se tiene: r=1a"+h

y=y +k



Estas dos ecuaciones son llamadas las ecuaciones de traslacion paralela de los ejes.

Ejemplo 1
Demostraremos que la pendiente de una recta dada, no varia cuando se efectua una
traslacion paralela de los ejes Xe Y.

Dada larecta Ax + By + C =0, B # 0 es claro que la pendientees m = — %

efectuando la traslacion al nuevo origen (h, k), entonces resulta la ecuacion de la
recta A +h)+ By +k)+C=0 & Az’ + By + (Ah+ Bk+C)=0
también es claro que lapendiente de ésta recta en el sistema X' e Y, es
m = — 4, como se pretendia.

10.3 Rotacion.

Sea un punto P de coordenadas (z,y) con respecto de los ejes rectangulares X e
Y. Vamos a obtener las ecuaciones que relacionan las coordenadas (z',y’) del
mismo punto P con respecto al nuevo referencial tambien rectangular X’e Y’ pero
rotado un angulo « en torno al origen, con respecto al eje X en el sentido
positivo.(fig. 2).
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En AOAP : = pcos(a+ 0) = pcos b cosa — psenf sen « (1)
y = psen(a+0) = psendcosa+ pcosbsena (2)

pero,en AOA'P : z' = pcos@ e y' = psen, entonces resultaen (1) yen (2)

x=ux'cosa—y'sena

y=ux'sena+y'cosa

de estas Ultimas ecuaciones tambien se obtienen:



' = xcosa+ysena

y'= —xsena+ycosa

Estas Gltimas cuatro ecuaciones, son las que regulan una rotacion de los ejes
coordenados, en un angulo « en torno al origen.

10.4 Ejercicios Resueltos

1. Dadalarecta 3x + 2y + 5 = 0, determine la ecuacion de ella referida a los nuevos
ejes X’'e Y’ que son paralelos con respecto alos ejes X,Y y con el nuevo origen
enel punto (2, — 3).

Solucion.

De inmediato las ecuaciones de traslacionson: z =2’ +2 e y =y’ — 3 luego
resulta 3(z’ +2)+2(y' —3)+5=0 &3z’ +2y' +5=0
2. Dadas las rectas 2x—3y+6=0 A 4z + 3y — 12 =0, determine el nuevo

origen donde se deben trasladar los ejes X e Y de modo que las ecuaciones de las
rectas dadas carezcan de terminos libres.

Solucién.

El nuevo origen se obtiene resolviendo el sistema formado por las rectas dadas, asi
las nuevas ecuaciones en este nuevo sistema, serdn dos rectas por el origen y
careceran de términos libres.

: - 8 .
Al resolver el sistema indicado, resultan: xr=1¢e y = 3 luego las ecuaciones de
- 8 .
traslacion son z=2z2'+1¢e y=y'+ 3 de donde se obtienen 2z’ — 3y =0
A 42 + 3y = 0.

3. Considere una rotacién de 45° en el sentido positivo, para graficar la hipérbola
xy = 2, indigue sus elementos principales.
Solucion.
Ecuaciones de rotacion:
r = %(l./_y/) Ay = T(;c +y'), dedonde

12 72
2 ' Yy
también: z’ T(x +y) A I:W(_ery)
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Ecuaciones de losejes X' e Y'son: —x +y=0y z+y=0

4. Transformar por giro la ecuacion z +y — 1 =0, referida a un nuevo sistema
ortogonal de modo que el nuevo sistema ortogonal tenga el mismo origen que el
anterir y sus ejes dimidian los angulos formados por los ejes anteriores.

Solucion.

Notese que el giro es de 45°, con lo que, las ecuaciones de rotacion son:
=5 —y) Ay=Z5@" +y)

_ _ V2
yremplazandoen z +y—1=0resulta 2’ = %~.

5. Transformar la ecuacion 322 + 4y? — 3z 4 4y — 11 = 0, por traslacion paralela
de los ejes, de modo que la ecuacion referida al nuevo sistema de coordenadas no
tenga términos de primer grado.

Solucion.

Sean las ecuaciones de traslacion = =z’ +h

y=y' +k



Vamos a determinar h y k de modo que la nueva ecuacion caresca de términos de
primer grado, asi

3(z'+h) +4(y' + k)’ —3(z'+h)+4(y' + k) — 11 = 0, de donde

32" + 4y”* + (6h — 3)a’ 4 (8k + 4)y' + 3h* + 4k* — 3h + 4k — 11 = 0, luego
se debe tener:

1
6h—3=0®h:§

k+4=0< k= —

N | =

Asf, la ecuacion queda: 122'* + 16y/> — 95 = 0

6. Hallar las nuevas coordenadas del punto ( — 1, 3) cuando los ejes coordenados son
trasladados primero al nuevo origen (4,5)y después se gira un &ngulo de 60°.

Solucion.
) z=2'"44 Ny=9y'+5
2) 2/ =12"cos60° —y"sen60° A y' = 2"sen60°+ y"cos60°

Remplazando (2) en (1)setiene: x—4=—-2"—-"—y
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Resolviendo el sistema para x” e 3" se obtienen:
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7. Eliminar el término en zy, en la ecuacion z? —zy = 1

Solucion.
Para eliminar el término en xy, efectuamos una rotacion en un angulo @ adecuado
Sean: = = x'cosf — y'sen b
y = x'sen 6 + y'cos 0, remplazando en la ecuacion resulta:

(2'cos 0 — y/sen 0) — (x'cos 0 — i sen 0)(x'sen 0 + y'cos 0) = 1, de donde
2'%(cos? 0 — sen 0 cos 0) + 1% (sen20 + sen 0 cos 0) — x'y (sen 20 + cos 20) = 1



se debe tener sen20 +cos20 =0 < tg20 = — 1 < 20 = 135° = sen 20 = %
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A cos20 = b de aqui que : senf = (

V2

cos = (

finalmente la ecuacion queda: (1 — v/2) /% + (1 + v/2)y/* =

8. Demuestre que la distancia entre dos puntos del plano cartesiano no se altera con la
transformacion de coordenadas.

Demostracion.
Sean: z=a'"+h Ny=y +k
' =1a"cosh —y'sen® Ay =x"senb+ y"cosb, de donde se obtiene
x=1a"cosd —y'send+h N y=u1a"senl+y"cosf+k
Por otra parte sean :  Py(x1,41) Y Pa(x2,y2) enel sistema XY
donde 1z =2{cost —ysenf+h AN y=zisenld+yicosd+k
y x9 = xhcosh —yhsen® +h N y=xhsend+ yycos 6+ k

d= \/(531 —22)? + (g1 — 32)°

= [(z{cos O — y]sen O — xljcos O + ysen §)? + (xsen § + yicos O — x/sen
0 — yycos0)? ]5
Km// 1;1)2(5@”29 + 00829) T (?Jé’ o yll/)Q(Senz@—f— 00820)]%

\/ z))" + (yy — vi)?

10.5 Ejercicios Propuestos

1. Hallar las nuevas coordenadas de los puntos (2, 3), (5,6), (1,2) cuando los ejes se
trasladan al punto ( — 2,3) como nuevo origen, coservando la direccidn y sentido.

Respuesta.
(47 0)7 (77 3)7 (37 - 1)

2. (Cudles son las coordenadas de los puntos (1, —2),(5 — /2, 3\/_
cuando los ejes se giran 45°, en el sentido antihorario?

Respuesta.



(_ \éiv - 3\2/5)7(112\/§a \gi) (274)'

3. ¢Cual es el &ngulo de rotacion que transforma el punto (3,4) del sistema XY, en
el punto (5, 0) del sistema X'Y”, cuyo centro de giro es el origen del sistema XY?

Respuesta.
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4. Las coordenadas de un punto son (3,6).;Cuéles son las coordenadas del mismo
punto cuando los ejes se giran 30° y el origen se traslada al punto (2, — 6)?

Respuesta.

(1+ 3‘[9 ~3V/3)

5. Transformar la ecuacion 5x? + 4zy + 8y*> — 36 = 0 refiriéndola a unos nuevos
. : , 1 .
ejes que forman con los antiguos un angulo 6, tal que tgf = — 2 siendo el
centro de giro el origen del sistema XY

Respuesta.
42"% 4+ 9y'* = 36

6. Una curva esta representada por la ecuacion z? 4 y?> —4x — 6y + 7 = 0. ¢Cuél es
su ecuacion cuando se trasladan los ejes al nuevo origen O’(2,3)?.

Respuesta.
2 +y* =6

7. ¢Cual serd el origen al que hay que trasladar los ejes para que la ecuacion
22 + 9% — 22y + 3y + 1% = 0 se transforme en otra que carezca de término en xy
y de término independiente?

Respuesta.
3 3
(5 — %)

8. Determine el angulo que deben girar los ejes para que la transformada de la
ecuacion 7z% — 6+/3 zy + 13y? = 16 carezca de término en zy.

Respuesta.
30°

9. Por una rotacion de 45° de los ejes coordenados, cierta ecuacién se transformé en
42'* — 9y'* = 36. Hallar la ecuacién original.



Respuesta.
5x% — 26zy + 5y +72=0

10. Por una traslacion de los ejes coordenados al nuevo origen (3,3) y después una
rotacion en un angulo de 30° las coordenadas de cierto punto P se transforma en el

punto (7,6). Hallar las coordenadas de P, con respecto a los ejes coordenados
originales.

Respuesta.
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