Capitulo 8

Aplicaciones de las funciones
trigonométricas

8.1. Angulos

Un 4ngulo es la figura generada por la rotacién de una semirrectal en torno a su extremo,
desde una posicion inicial hasta una posicién terminal. La posicion inicial de la semirrecta se
llama lado inicial del angulo, la posicién final se llama lado terminal del dngulo y el punto
fijo en la rotacién (extremo de la semirrecta) se llama vértice del angulo.

Cuando la rotacion del lado inicial es en sentido contrario a las manecillas de un reloj, se
dice que el angulo es positivo. Cuando la rotacién es en el sentido de las manecillas de un
reloj, el angulo es negativo.

1Una semirrecta es la parte de una recta situada a un lado de un punto fijo de ella.
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lado terminal

lndo inicial 4

Angulo positivo

lado inicial B

G‘

lado terminal 4

Angulo negativo

8.2. Medidas de angulos

Para medir déngulos se usan las unidades de grados (sexagesimales) y los radianes.

8.2.1. Grados sexagesimales

N )

Angulo recto Angulo extendido Angulo completo
90° 180° 360°
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El angulo completo (lado inicial coincide con el lado terminal, y el lado terminal ha rotado una
sola vez) mide 360°. De aqui, un angulo extendido mide 180° y un angulo recto corresponde
a 90°.

Como se sabe, un grado equivale a 60 minutos, lo que se anota: 1° = 60" y cada minuto a 60
segundos, lo que se anota: 1’ = 60”

8.2.2. Radianes

La mediciéon de un angulo en radianes se realiza de la siguiente manera: Sea « un angulo

AOB

A

S

Sea s la longitud del arco subtendido por una circunferencia centrada en O y de radio r,
entonces:

s
Medida de « (en radianes) = —

,
Lo que se anota:

s
a=—rad
r

Un radian es el tamano del dngulo central de una circunferencia que intersecta un arco de
la misma longitud del radio de la circunferencia.

Asi, el angulo recto mide gmd, es decir, 90° = gmd = g

N )

Angulo recto Angulo extendido Angulo completo
/2 T 27
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8.2.3. Relacidn entre las medidas de dngulos en grados (sexagesi-
males) y radianes.

50°

0°, 360°

%
W

240° 3! T 3°
270"

Angulo en Grados — Angulo en Radianes
180° B ™ '

o

~ 57,296° = 57°17'45".

2. 1 radian =
T

3. 1 grado = 1;;00 rad ~ 0,017453 radianes.

En base a lo precedente se pueden establecer reglas para transformar angulos medidos en
grados a radianes y viceversa:

n ° = a-i rad
180

180\ °
n arad = (a-—)
T

Observacién: En general cuando un angulo estd medido en radianes, esta unidad no se
indica. Por ejemplo, 3rad = 2, mrad = 7, etc.
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8.3. Funciones trigonométricas definidas para angulos

Sea «la medida de un éngulo AOB (O A lado inicial, OB lado terminal). Se ubica este angulo,
en su posiciéon normal, en un sistema de coordenadas, esto quiere decir que su vértice se ubica
en el origen del sistema de coordenadas y su lado inicial sobre el eje X. Sea P = (a,b) un

punto en el lado terminal (OB) y r = va? + b*:

6“}’

=
L/

-6 —4 i—z 0 2 4 & 4
| -z
b r
|
Plabide —
B -6

Entonces, las funciones trigonométricas para el angulo « se definen de la siguiente manera:

. ordenada de P b csc OP
1mn - = — — — _
@ OP r @ ordenada de P b
B abscisa de P _a B OP o
cos @ = OP oy esea= abscisa de P a
¢ ordenada de P b ¢ abscisa de P a
n = = — ey — —
an«a abscisa de P a cte o ordenada de P b
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8.4. Funciones trigonométricas en un triangulo rectangu-

lo.
B 7t Bfa,b)
o i - b’ € i
3} 4
Py o
A Lo A =X
i i €
) b cateto opuesto c hipotenusa
sin o = - = : csca=- =
c hipotenusa b cateto opuesto
a cateto adyacente r hipotenusa
Ccos @ = — = : csc o= — =
c hipotenusa a cateto adyacente
b cateto opuesto a  cateto adyacente
tan a = — = ctga=—-=
a  cateto adyacente b cateto opuesto

8.5. Resolucion de un triangulo
C
\\
~

A B

Como se sabe un tridngulo posee seis elementos: tres lados y tres dngulos (usualmente de-
notados por a, b, ¢ los lados y «, 3,7 los angulos). En los problemas cldsicos de aplicacién
de trigonometria aparece un tridngulo del cual se conocen algunos de sus elementos (a lo
menos tres, entre los cuales debe haber un lado) y se deben encontrar algunos (o todos) de

los restantes. Este proceso se denomina resolver el triangulo. Las diferentes combinaciones
de datos conocidos son cuatro:
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1. Caso I: un lado y dos angulos.
2. Caso II: dos lados y el angulo comprendido entre ellos.
3. Caso I1II: dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.

4. Caso IV: tres lados.

Para resolver un tridngulo arbitrario, se usan los teoremas enunciados en la siguientes seccién.
En la seccién de Ejemplos, se presenta un ejercicio resuelto para cada uno de estos casos.

Nota: Al resolver un tridngulo rectangulo, la situacién es mas simple, pues ya se conoce un
angulo (el angulo recto). En este caso se usan las relaciones de la seccién (8.4).

8.6. Relaciones en un triangulo arbitrario.

Sea el AABC cualquiera, de angulos «, 3, y lados a, b, ¢; ver figura.

C
AN

Entonces:

8.6.1. Teorema de los senos

sina  sinf8  sinvy

a b c

Observacién:
El Teorema de los senos, en general, se utiliza al resolver un triangulo, del cual se conocen:

= Dos lados y uno de los dngulos opuestos a uno de ellos.

= Dos angulos y un lado.
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8.6.2. Teorema de los cosenos

b? + ¢? — 2bccos a
2) b* = a*+c —2accos
3) ¢ = a*+b*—2abcosy

—_
~—
Q
[\
I

Observacion:
El Teorema de los senos, en general, se utiliza al resolver un triangulo, del cual se conocen:

s Los tres lados.

= Dos lados y el angulo comprendido entre ellos.

8.7. Algunos términos usados en problemas de aplica-
cién
8.7.1. Angulos de elevacion y depresiéon

Si un observador mira un objeto que se encuentra sobre su horizontal, el angulo que forma la
horizontal con la visual del objeto se llama dngulo de elevacion del objeto. Cuando el objeto
se encuentra por debajo de la horizontal, el angulo recibe el nombre de dngulo de depresion.

horizontal del observador

horizonital del obzervador

a angulo de elevacién [ angulo de depresion

8.7.2. Direccién de un punto con respecto a una posicién

Se llama direccion de un punto B con respecto a una posicién A al angulo agudo que el
segmento P() forma con la recta norte-sur que pasa por la posicion A. Por ejemplo, en la
siguiente figura la direccion A a B se anota: N 40° E.
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409

5

Direccién A a B: N 40° E

Otros ejemplos de direcciones son:

D

33°

s

Direccién C a D: S 33° O

459

5

Direccién R aT: N 45° O
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8.8. Ejemplos
1. Expresar?
a) a = 125° en radianes
b) B = g en grados

c) el dngulo v = 2 en grados, minutos y segundos

d) en grados, el dngulo § = 18° 34’ 22"

Solucion:
T 25T
= 125° = 125° . = — ~ 2181661564
a) o 5 5 180° 26 , 18166156
T m 180°
b = - =" = 36°
) 8 5 5 T

c) Para este caso se procede de la siguiente manera:

2
9. 180°

11459156

114° + 0,59156°

114° + 0,59156 - 60/ pues 1° = 60/
114° + 35,4936

— 114° + 35 + 0,493’

— 114° + 35 + 0,4936 - 60" pues 1/ = 60"
— 114° + 35 + 29.616"

~ 114° 35 29.6"

f)/

i1

d) Como 1" = (g5)° v 1”7 = (55)' = (5555)°, se tiene:

= 18"+ () + (5500)°
~ 18°+0,5667° + 0,0061°
= 18,5728

2. En un circulo trigonométrico senalar los segmentos cuyas longitudes correspondes a las
funciones trigonométricas de un angulo de 30°.

Solucioén:

En el siguiente circulo trigonométrico

2Recordar que cuando un dngulo estd expresado en radianes la unidad (rad) no se escribe.
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se tiene que:

. Sin30°:g—g:ATB:AB
. cos30°:8—2:OTA:OA
= tan 30° = gi = gg = ClD = CD, pues AOAB ~ AODC
= ctg 30° = Zé = gg = GlF = GF, pues AOAB ~ AOGF
= sec 30° = gi = gg = OlC = OC, pues NAOAB ~ AODC
= csc 30° = Zg = g? = OlF = OF, pues AOAB ~ AOEF

3. El minutero de un reloj tiene 12 cm de largo. Determinar la distancia que recorre su

punta después de 35 minutos.

Solucion:

Lo primero que se hara es traducir el texto en un dibujo para facilitar la interpretacion.
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Ahora hay ver cuianto mide el angulo central, se sabe que el reloj se divide en 60
minutos y que la circunferencia tiene 360°, por tanto dividimos 360°/60 y se tiene que

cada minuto recorrido por la manecilla representa 6°, por tanto se multiplica 6°-35 y
tenemos 210° que es el angulo central buscado.

Ahora pasamos los grados en radianes para poder aplicar la relacién entre el arco el

180 7
radio y el angulo central: 210°= 210 - —rad = % ~ 3,6652

™

Entonces: 0 = 3 = s=40-r=23,60652-12 = 43,9824
r

Por lo tanto, la distancia que recorre la punta del reloj después de 35 minutos es igual
a 43,9824cm.

4. Dos circunferencias concéntricas tienen radios de 5em y 6em. Calcular el area del sector
achurado en la siguiente figura:

Solucion:

El drea A de un sector circular con édngulo central o (en radianes) y radio r es A =
A(r,a) = ar?.
Es claro que el area del sector achurado es:
s s 22
AT A7) = e
6 5 5 5 3T 1277 88
Por lo tanto, el drea buscada es igual a 2,88cm?.

Encontrar el valor de las 6 funciones trigonométricas para un angulo «, que tiene al
punto (—3,—4) en su lado terminal.

Solucioén:

En este caso (a,b) = (—3,—4) y r = Va? + b = \/(—3)2+ (—4)? = 5. Por lo tanto:

|
o~

sin b 4 csc r 5 5
o= -=—— = —— 0= = —— = ——
r 5) 5! b —4 4

a -3 3 r 5) 5)

COSs oy =—=——=—— csCoy=— = —— = ——
T 5 5 a -3 3

‘ b -4 4 ¢ a -3 3
n = == — = — = = = —

R S e A R

Instituto de Matemdtica y Fisica 191 Uniwversidad de Talca



Capitulo 8: Aplicaciones de las funciones trigonométricas Ejemplos

2pq
2 — g2’
Solucion:

6. Sitana = determinar el valor de cos a.

La informacién entregada, establece que si se coloca en angulo o en un tridngulo
rectangulo, se tiene:

-

<pPg

cL

p’- ¢
Para encontrar la funcién trigonométrica pedida se requiere el valor de la hipotenusa.
Si se la designa por z:

= (pP— )2 + (2pq)°
= p4 2p* « + gt + 47
@ = pt+2p°¢ + ¢
= (P47
r = pP+q°
2 9
Por lo tanto: cosa = %
pe+q
7. Resolver el tridangulo rectangulo ABC' (recto en C') si b = 56,8 y ¢ = 79,5.
Solucion:
B
B
79.5 4
o 0
A 56.8 c

Calculo de o:

cosq = ?g i =0,7145 = «a=arccos0,7145 = «a=444°

Y

Calculo de (:
B=90°—-444° = [=456°

Calculo de a: Para calcular a se usa el Teorema de Pitagoras:

a=Vc—02=1/79,52 - 56,82 =3094 = a=556
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8. Desde un avién situado a 300 metros sobre el nivel del suelo se hacen observaciones de
un lago obteniendo los resultados que se muestran en la siguiente figura

4

300m 4qpe
Jae

Calcular la longitud del lago.
Solucién:

Se debe calcular la longitud indicada por X (longitud del lago) en la figura. Para ello,
en primer lugar se calcula la longitud Y, y con este valor se encuentra el valor de X:

= Calculo de Y: tan 70° = ?)Yﬂ De donde Y = 109,2m

300 300
s Céleulo de X: tan 40° — _
Ao de A tan Y+ X 1092+ X

. De donde X = 248,3m.

Por lo tanto la longitud del lago es de 248,3m.

9. Una escalera de 3,2m de largo se apoya en una pared (vertical) de forma tal que su
base esta a 0,7m de ella. ;A qué altura toca la escalera la pared?, ;qué angulo forma
la escalera con ella?.

Solucioén:

5

o7

Para encontrar x, se usa el Teorema de Pitagoras: x = /3,22 — 0,72 = 3,1
Como sina = g% = 0,21875 se tiene que a = 12,63° = 12°38'8, 25"

Luego, la escalera toca a la pared a una altura de 3,1m y ella forma con la pared un
angulo de 12°38'8, 25",
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10. Un arbol quebrado por el viento, forma un triangulo rectdangulo con el suelo. ;Cudl era

11.

la altura del arbol, si la parte que ha caido hacia el suelo forma con éste un angulo de
50° y si la parte del tronco que ha quedado en pie tiene una altura de 20 m ?

Solucioén:

20

507
B - L

Altura del arbol= AC + BC. Luego hay que calcular BC. En el tridngulo rectdangulo

ABC se tiene que, sin50° = 2%, luego BC = 2 ~ 26,1

Luego, la altura del arbol era 20 + 26,1 = 46,1 m.

El frente de un terreno da sobre una diagonal y tiene las dimensiones que se indican
en el esquema. Calcular los metros que tiene el frente y el area que ocupa.

35m

Solucién:
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Se traza el segmento AC (horizontal) y se forma el tridngulo rectangulo ABC. En este
triangulo:

o _ AC _ 20 __
cos30° =45 = AB= _— =231

Luego el frente del terrenos es de 23,1m.

Para obtener el drea del terreno, se calcula el area del AABC'y el area del rectangulo
(terreno menos AABC).

En el triangulo ABC: BC' = 20 - tan 30° = 11,55.
Area del terreno = $-20-11,55 4+ 20- (35— 11,55) = 115,5 + 469 = 584,5

Luego el 4rea del terreno es 584,5m?

12. Desde un punto, situado a cierta distancia de una torre de 160m. de altura, se mi-
de su angulo de elevacion resultando éste de 58°. ;A qué distancia estd el punto de
observacion?

Solucion:

Una representacion gréfica de la situacién es:

160 m.

58

160 160
tand8° = — = 16~— = 2100
x x

Por lo tanto, el punto de observacion estda a 100 m. de la torre.

13. Calcular la altura de un edificio que se observa desde un punto en que el angulo de
elevacién es 62° y, alejandose 7bm. de ese punto, el angulo de elevacién es ahora 34°.

Solucion:

Una representacion gréfica de la situacién es:
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£2° 340
¥ T5m.

Observando la figura anterior, se obtiene:

x x
= 188=— 0,67 =
y+75 y 7 y+ 75

Despejando = en ambas ecuaciones e igualando se tiene 1,88y = 0,67y + 50,25, de donde
y = 41,5m. Reemplazando este valor de y, se tiene que x = 78.

tan 62° = = y tan34° =
)

Por lo tanto, la altura del edificio es de 78m.

14. Una catedral esta sobre una colina, como se ve en la figura. Cuando el extremo superior
de la catedral se ve desde la base del cerro, su angulo de elevacion es de 48°. Cuando
se ve a una distancia de 200 mts de la base de la colina, su angulo de elevacion es de
41°. La pendiente de la colina forma una dngulo de 32° con la horizontal.

le—200 mts.—»!

a) Determinar la distancia desde la base de la colina al extremo superior de la cate-

dral.

b) Calcular la altura aproximada de la catedral.

Solucion:

a) Calculo de BC: (En AABC)

sin(7°)  sin(41°)
200  BC
BO - 200 sin(41°)
sin(7°)
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BC = 1076,76mts.

Calculo de EC: (En ABEC)

sin(48°) EC

1032,78
EC = 1032,78 - sin(48°)
EC =~ 767,5mts.

Luego, a distancia desde la base de la colina al extremo superior de la catedral
es de 1032.78mts. (o bien, si se considera como base de la colina el punto E,

757.5mts.)
b) En AABC: sin(122°) B sin(16°
1032,78 ~ CD
oD — 1032,.78 - 8in(16°)
sin(122°)

CD =~ 335,68mts
Luego, la altura aproximada de la catedral es de 335.68mts.

15. Resolucion de triangulos.

a) Caso I (un lado y dos dngulos.)
Resolver el triangulo ABC dados a = 38,124, o = 46°31,8 y v = 79°17,4".
Solucién:

Se debe encontrar b, c y (.

Para encontrar  usaremos la relacién: o + 3 + v = 180° de donde:
B=180°— (a+v) = [ =180°— (125°49'12") = 54°10'48"
luego (5 = 54°10/48”

Se usa el Teorema de los senos para calcular b:

sinf  sina . asin3  38,124sin 54°10'48"
b a ~ sina sin46°31'81”

= 42,59
luego b = 42,59

Analogamente, se encuentra que ¢ = 51,62
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b)

Caso II (Dos lados y el déngulo comprendido.)
Resolver el A ABC, dados a = 2526,4, ¢ = 1387,6 y 3 = 54°24'12".
Solucién:

Se debe calcular b, oy 7.

El lado b se encuentra usando el Teorema del coseno: b?> = a® + ¢® — 2accos 3, de
aqui se obtiene b = 2056.

« se encuentra, usando el Teorema de los senosy 7y con la relacién a+ G+~ = 180°.
Se obtiene: av = 92°18'42" y v = 33°17'6". (Verificarlo).

Caso III (dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos).
Resolver el tridngulo ABC, dados: b = 67,246, ¢ = 56,915 y 3 = 65°15'48".
Solucién:

Como b > ¢, el problema tiene una solucién, la que se obtiene usando también el
Teorema de los senos. a = 64°30", ~ = 50°14'12" y a = 66,828. (Verificarlo)

Caso IV (tres lados).

Resolver el triangulo ABC, dados a = 643,84, b= 778,72 y ¢ = 912,28
Solucién:

Aqui se deben encontrar los tres angulos.

Para hallar uno de ellos, digamos «, se usa el Teorema de los cosenos a® = b* +
c® —2bccosa, de donde
b+ —a?

2bc
de donde cosa = 0,72080 y a = 43°52'47" y el resto del ejercicio es analogo al
caso II: = 56°58'1", ~ =79°94".

COS ¥ =
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8.9. Ejercicios
1. Expresar en grados y radianes:

a) Siete décimos de 4 dngulos rectos.
b) Cinco cuartos de dos dngulos rectos.

¢) Dos tercios de un angulo recto.

2. Expresar

a) o = 3,8° en radianes

c

)

b) 6 = 167 en grados
) El angulo v = 4,5 en grados, minutos y segundos
)

d) Expresar en grados el angulo § = 104° 26’ 38"

3. El péndulo de un reloj mide 1.3m y oscila a lo largo de un arco de 15cm. Encontrar el
angulo central y el area del sector a través del cual el péndulo se mueve en uno de sus
balanceos.

4. Una persona de 1,78m de altura observa que el angulo de elevacién de la copa de un
arbol es de 20°. Si la persona se encuentra ubicada a 10, 5m de la base del arbol, ;cual
es la altura del arbol?. (Ver siguiente figura).

5. El radio de la tierra es, aproximadamente 6380 km. ;Cudntos kilometros se desplaza
una persona que viaja desde una ciudad A a otra B, si ambas estan ubicadas sobre el
mismo meridiano, a 43° 51" y 38° 127 de latitud sur respectivamente.

6. Resolver los siguientes tridngulos rectangulos:
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a) a = bem, B = 30°
b) b =82cm, y=57°

c) b=2m, c=5m

7. Determinar los metros de alambrado que son necesarios para cerrar el terreno triangular
en la siguiente siguiente figura:

8. Un barco se encuentra a 500m de la costa. Desde el barco el angulo de elevacion de
la parte superior de un acantilado es de 30°. Sobre el acantilado hay un faro. Desde
la parte superior del faro el angulo de depresiéon del barco es de 58°. A partir de esta
informacion, jes posible determinar la altura del faro?. En caso afirmativo, calcular la
altura del faro.

AAAAAAAAN @ a a =
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Desde un tren que viaja hacia el norte por una via recta, el maquinista observa una
columna de humo en direccién N 20°20" E. Después de recorrer 145 m. observa la
misma columna de humo en direccién S 71°41" E. ;A qué distancia estaba el humo del
primer punto de observacién?, ;jdel segundo?, jde la via férrea?.

Desde una torre de observacién de 25 m. de alto, un hombre observa desde una posicién
situada a 2 m. bajo el extremo superior de la torre que el angulo de elevacién de la
copa de un arbol es de 12°40" y que el angulo de depresién de su base es de 72°20’. Si
las bases de la torre y del arbol estan a un mismo nivel horizontal, ;Cual es la altura
del arbol?.

Desde un globo de 1000 m. altura, los dngulos de depresién de dos ciudades son 11°50/
y 84°10°. ;A qué distancia estd una ciudad de la otra?.

. Qué angulo forma la falda de un cerro con la horizontal si un arbol de 22.3 m. de alto,
que crece en la falda, se ve bajo angulo de 19°30" desde un punto situado a 44.1 m. de
la base del arbol? (la distancia se considera a lo largo de la falda del cerro y bajando
en direccién de la maxima pendiente).

Un astronauta se encuentra en d6rbita circular alrededor de la Luna a una altura de
116 km. de la superficie lunar. El observa desde su nave que el dngulo de depresion del
horizonte lunar es de 29°30’. Calcular el radio de la luna.

Un barco parte de un puerto y navega 15 millas nauticas hacia el Este. Luego navega
18 millas nauticas en la direccion S 27° E. jA qué distancia del puerto se encuentra y
en que direccién?

Dos boyas se encuentran (alineadas) al sur de un faro de 178 m. de altura. Sus angulos
de depresién desde la parte superior del faro son 18°22" y 11°36’. ;A qué distancia,
entre si, estan las boyas?.
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Capitulo 8: Aplicaciones de las funciones trigonométricas Ejercicios

16.

Dos barcos parten de un puerto al mismo tiempo. El primero navega N 15° O a 25
nudos (un nudo es una milla ndutica por hora). El segundo navega N 32° E a 20 nudos.
Al cabo de 2 horas, ja qué distancia se encuentran uno del otro?

8.10. Respuesta a los ejercicios

1.

10.

11.

12.

13.

7 5
a) 252°, g b) 225°, 25 ) 60°, g

4
a) a ~ 0,0663 b) 5 = 2880° c) v~ 257° 49’ 51,6” d) 0 ~ 104, 4439°
. Angulo central ~ 6,6°, &rea del sector= 973cm?

La altura del arbol es, aproximadamente, 5,6m
La persona viaja una distancia de 629, 1 km
a) 7 =060° b=>5-sin30°=25=b=25cm, c=5- cos30°="2~433=

c =~ 4,33cm.
Comprobacién: (2£2)? 4 (2,5)% = 25 = 5

c) a=+29m ~538m, v =068,19°=68°1124", v =21,8° = 21°4%
Para cercar el terreno se requieren, aproximadamente, 916m
La altura del faro es, aproximadamente, 222,8m

El humo estaba a 137,74m del primer punto de observacion, a 50,42m del segundo y a
47.86m de la linea férrea

La altura del arbol es aproximadamente 24,7m
Las ciudades distan, aproximadamente, 4,9km
El dngulo que forma la falda del cerro con la horizontal es de 158,10°

El radio de la luna es, aproximadamente, 148 30km
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14. El barco se encuentra a 28,1807 millas del puerto en la direccién S 55°18'40,75" E
15. La distancia entre las boyas es, aproximadamente, 320,4m

16. Después de dos horas la distancia entre los barcos es de 1600 millas nauticas.
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