CAPITULO

4

Polinomios y teoria de ecuaciones

4.1. Polinomios y teoria de ecuaciones

Un polinomio real en x, o simplemente polinomio en x es una expresion algebraica de la
forma

A" + Ay 12" 4 a4 ag

donde los coeficientes ag, aq, - - -, a,, son nimeros reales y n es un nimero entero no negativo.
Se deja al estudiante el estudio de la suma, diferencia, multiplicacién y divisién de polinomios.
Si p(z) es un polinomio, p(z) = 0 se llama ecuacién polinomial. Los ceros o raices de p(x)
son las soluciones de la ecuacién p(z) = 0.

4.2. Propiedades

1. Teorema del resto: Si un polinomio cualquiera, p(x), se divide por un polinomio de
grado 1 ménico, x — a, entonces el resto, r, de tal divisién es p(a).

2. Algoritmo de la divisién: Dados p(z) y ¢(x) polinomios, ¢(z) # 0, existen dos
unicos polinomios s(x) y r(x), llamados cuociente y resto, respectivamente, tales que
p(z) = s(z)q(x) + r(x), donde grado r(x) < grado g(z) 6 r(x) = 0.

3. Teorema del factor: Si «a es una raiz de p(z), entonces x — « es un factor de p(z).
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Nota: El reciproco del teorema del factor también es valido, es decir, si £ — « es un
factor de p(x), entonces a es una raiz de p(x).

Si p(x) es de grado > 3, entonces siempre puede representarse como un producto de
factores lineales y/o cuadréticos de las formas ax +0b, cz®+dx +e, con a, b, c, d, e reales,
respectivamente.

Toda ecuacién polinomial real p(z) = 0 con grado de p(x) > 1, tiene por lo menos una
rafz (real o compleja).

. Toda ecuacién polinomial de grado n tiene contando multiplicidades n y solamente n

raices (reales o complejas).

Division sintética: Es una forma cémoda y simple de realizar una divisién entre un poli-
nomio cualquiera y un polinomio de la forma x — a. Este método se ilustrara més adelante
en base a ejercicios.

4.3.

Raices de polinomios

Relacion entre raices y coeficientes

Sip(z) =ag+ a1x + -+ + ap_12"' + a,x", entonces
suma de raices de p(x) = —ay_1/ay

suma de productos de raices = a,_2/a,
tomadas de dos en dos

suma de productos de raices = —a,_3/a,
tomadas de tres en tres

producto de las raices = (—=1)™(ao/an)

Raices racionales: Si p(z) = ag+a1x+- - +a,_ 12" ' +a,z" tiene coeficientes enteros,
y si @« = £ es una raiz racional de p(z), entonces p divide o es un factor de ag y ¢ de

q
Q.

Raices irracionales: Si a-++/b es una rafz de p(z) con coeficientes racionales, entonces
a — /b también lo es.

Raices complejas: Si z = a + bi es raiz de p(x), entonces Z = a — bi también lo es.
Luego todo polinomio real de grado impar tiene por lo menos una raiz real.

Raices positivas: p(z) no puede tener més raices positivas que el nimero de cambios
de signos que hay en p(x).

Instituto de Matemdtica y Fisica 48 Universidad de Talca



Matematica Capitulo 4

» Raices negativas: p(x) no puede tener més raices negativas que el niimero de cambios
de signos que hay en p(—z).

» Raices nulas: Si p(x) tiene al 0 como raiz, entonces z es factor de p(z).

» Multiplicidad: Si « es raiz de p(z) se dice que a es de multiplicidad m, m € N, si y
solo si (z — a)™ divide a p(z), pero (z — o)™ no lo divide.

= Acotacién de raices: En los ejemplos se mostrard un procedimiento para resolver el
problema importante en teoria de ecuaciones y que consiste en lo siguiente: Dado p(x)
con coeficientes reales, se desea encontrar dos ntimeros reales m y n tales que si « es
raiz de p(x) entonces n < a < m.

4.4. Ejemplos

1. Determinar el resto, 7, de la divisién entre p(x) = 325 — 22 — 2% v z +1

Solucidn: Segin Teorema del resto, 7 = p(—1) = 3(—1)% — 2(=1)* — (=1)* =2

2. La dwision sintética permite encontrar, de manera simple, el cuociente y el resto de
la divisién de un polinomio cualquiera, p(x), y un polinomio de la forma x — a. Por
ejemplo si p(x) = ag + a1x + azx?, se dispone en la primera fila los coeficientes de p(x)
segin potencias decrecientes de z, y se procede a completar la tabla como sigue:

a2 ay Qo
@ oas ala) + aasg)
as  a + aas ap + a(a; + aasg)

s(x) = by + byx , con by = az, by = a; + aasy es el polinomio cuociente.
r(x) = ap + aa; + aay) es el resto de la divisién.

Este proceso se generaliza a cualquier p(z), por ejemplo si p(z) = 3% — 22% + 1 se
divide por x + 3.

3 0 —2 01
-3 -9 27 —-75 225
3 =9 25 75 |226]|resto

s(z) =32% =922+ 252 — 75y r(z) =226 =p(-3)

3. Determinar si p(x) = 2% + 323 + 322 + 3z + 2 es divisible por x + 2. Ademdés, calcular
el cuociente de esta division.
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Solucién: El resto de la divisién entre p(z) y x + 2 es cero, en efecto

1 3 3 3 2
2 -2 —2 —2 =2
1 1 1 1 [0] =p(-2) resto

y el cuociente de tal divisién es s(x) = 23 + 22 +z + 1

4. Probar que los nimeros 1, _12\@ y _1_2‘/31 son raices del polinomio p(x) = 23 — 1

Solucién: Tenemos, que p(1) = p(_HT\/‘;") = p(_l_T‘/‘a") = 0, luego son raices de p(z).

5. Si p(z) = 223 — 1122 + 122 + 9, probar que 3 es una raiz de p(x) de multiplicidad 2.
Solucién: 3 es de multiplicidad 2 pues (z — 3)?, divide a p(z) y (z — 3)® no divide a
p(z) (verificarlo).

6. Encontrar todas las raices racionales de p(z) = 22?4 523 — 72* — 6x + 4

Solucidn: Si « es raiz racional de p(z), entonces « es de la forma §’ conp, g€ Z, ¢q#0

posibles p | £1, +2, +4 (divisores de 4)
posibles ¢ | £1, +2 (divisores de 2)
posibles § +1, £1/2, £2, +4

Probando estos niimeros se encuentra que:
2 5 =7 —6 4

—1] -2 -3 10 —4
2 3 —10 4 [0]= —1esraiz

luego, p(z) = (z + 1)(22% + 32? — 10z + 4)

2 3 —-10 4
2] 1 2 -4
2 4 -8 [0] = 1/2esraiz

Luego, p(z) = (z + 1)(z — 1/2)(22* + 4x — 8). Resolviendo la ecuacién cuadrética,
222 +4x — 8 = 0, se obtienen las restantes raices que resultan ser irracionales, a saber:
r=—14++/5, x = —1—+/5. En consecuencia, las raices racionales de p(z) son z = —1
yr=1/2

7. Hallar todas las raices de p(z) = 42° — 42° + 172* — 202 — 1522

Solucién: Se procede a hacer un analisis de la naturaleza de raices:

p(z) tiene 2 raices nulas (x = 0 es una raiz doble) ya que z? es factor de p(z).
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Al ver los signos de p(z) = + — + — — | se observa que hay 3 cambios de signo, luego,
p(x), tiene 3 6 1 raiz positiva, (tiene al menos una raiz positiva).

Al ver los signos de p(—z) = + + +— , se observa un cambio, luego p(x) tiene una raiz
negativa, (tiene exactamente una raiz negativa).

p(z) es de grado 6, luego tiene 6 raices (reales o complejas).

Esta informacion se sintetiza en el siguiente cuadro que muestra las cantidades de raices
y las posibles combinaciones de cada tipo:

Nulas | + | — | Complejas
2 311 0
2 111 2

Las posibles raices racionales son: +1, +3, +5,+15, +£1/2, +3/2, £5/2, +15/2,
+1/4, £3/4, £5/4, £15/4.

Como p(—1) > 0y p(—1/4) < 0, hay una raiz real entre —1 y —1/4 (cambio de signo
en p(x)), luego usando divisién sintética se obtiene que z = —1/2 es raiz (hacerlo).
También se tiene que p(1) < 0y p(2) > 0 (verificarlo), luego p(x) tiene otra raiz entre
1y 2igual a 3/2. Se deja al estudiante verificar usando divisién que 0, —1/2, 3/2, v/5i
y —+/5i son las raices de p(z).

8. Acotar las raices de la ecuacién p(x) = 62° + 272* — 10023 — 200z — 50 = 0

Solucién: Se efectiia la divisién de p(z) por un polinomio cualquiera de la forma x—m.
Se tantean diferentes valores para m hasta encontrar un cuociente en que ninguno de
sus coeficientes sea negativo y para el cual también el resto sea positivo. Entonces toda
raiz de p(x) es menor que m. Asi m es una cota superior de las raices de p(x).

Para acotar inferiormente las raices de p(x) se acotan superiormente las raices de p(—z),
ya que si n es una cota superior de las raices reales de p(—x), entonces —n es una cota
inferior de las raices reales de p(x)

Para m = 1 se tiene:

6 27 —100 0 —200 —50
1 6 33
6 33 —67

El proceso se detiene aqui por que salié un coeficiente negativo en el cuociente, lo que
indica que deber haber una cota mayor que 1. Luego tomando m = 3 se tiene:

6 27 —100 0 —200 -50
3 18 135 105 315 345
6 45 35 105 115 295
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Luego 3 es una cota superior para las raices de p(x).

Ahora acotamos superiormente las raices de p(—z). Como p(—z) tiene por coeficiente
principal un nimero negativo, -6, el andlisis se realiza con —p(—x). Tomando n = 7 se
tiene :

6 —27 —100 0 —-200 -50
7 42 105 35 245 315
6 15 5 35 45 265

Por lo tanto, 7 es cota superior de las raices reales de p(—x), asi —7 es cota inferior de
las raices reales de p(z).

El 6 no sirve (verificarlo) . Luego, todas las raices reales de p(x) se encuentran entre
-7y 3.

9. En cursos mas avanzados, sobre todo en cédlculo y en ecuaciones diferenciales, es una
gran ventaja tener la capacidad de expresar el cuociente de dos polinomios como la
suma de dos o mas cuocientes menos “complicados” denominados fracciones parciales.

p(x)

Se centrard la atencion en cuocientes de la forma 72 donde p(x), g(x) son polinomios
p(x)

reales. Si el grado de p(z) es menor que el grado de ¢(x), entonces qg—i) se denomina
fraccion propia.

(

q
parciales. Después de factorizar completamente ¢(z) sobre los reales, sigue:

Cualquier fraccion propia reducida p(—g se puede descomponer en la suma de fracciones

a) Si g(z) tiene un factor lineal que no se repite, de la forma az + b, entonces la

descomposicion en fracciones parciales de % contiene un término de la forma
A
, A constante
ar +b

b) Si q(x) tiene un factor lineal, que se repite k veces, de la forma (ax + b)*, entonces

la descomposicion en fracciones parciales de Iq% contiene los términos de la forma:

Ay N A, T Ay
ar+b  (ax+b)? (ax + b)*

Donde, Ay, A, ... A son constantes.

c¢) Si q(x) tiene un factor cuadratico que no se repite, de la forma az? + bz + c,
entonces entonces la descomposicion en fracciones parciales de % contiene un

término de la forma :

Ax + B

m, A Yy B constantes
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d) Si g(z) tiene un factor cuadratico, que se repite k veces, de la forma (ax?+bx+c)F,
entonces la descomposicién en fracciones parciales de ’% contiene los términos

de la forma:

All’ + Bl AQZE + BQ i Akl’ -+ Bk
ar? +bxr +c  (az?+bx + c)? (ax? + bx + )k

Ay, As, ... Ay, B, By, ... By, constantes.

El siguiente ejemplo ilustra lo anterior:

2_ . .
10. Descomponer i br_—82+5 __ ey fracciones parciales.

z—2)(z2—z+1)
Solucién: Observar, en primer lugar, que el factor cuadréatico del denominador es
irreducible con respecto a los niimeros reales; entonces, aplicando la parte (a) y (¢), se

tiene:
502 —8xr+5 A N Bz +C
(z—2)(22—24+1) -2 22—z+1
De donde
502 —8x+5  A(@*—z+1)+ (Bx+O)(z —2)
(x—2)(a2—2+1) (x —2)(x2 —z+1)

Usando el hecho que: Si dos fracciones con idéntico denominador son iguales, entonces
los numeradores también lo son. Asi, para todo x

572 —8r+5=A(x* —x+ 1)+ (Br + C)(z — 2)

Asignando a x tres valores distintos, por ejemplo x = 2, x = 0, x = 1, se obtiene A = 3,
C = —1y B =2, respectivamente. Luego:

522 —8r + 5 3 2c — 1

(x —=2)(22 —z+1) m—2+x2—x—|—1

4.5. Ejercicios
1. Determinar las constantes A, B, C' para que se cumpla

Az* + Bx + C ) 9 3
- B 1,2
G- D@—2@=3) 2-1 z-2 g_g domdereR {123}

2. Sip(z) = 23+ ba?® + cx + d, determinar valores reales para b, ¢, d tales que se cumpla,
simultaneamente, las dos condiciones siguientes :

» r(z) = 2x + 2 debe ser el resto de la divisién de p(z) por x* — 1
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» El producto de las raices de p(z) debe ser 5.

3. Encontrar el cuociente y el resto al dividir:

(a) p(x)=52%—2 por = + 1
(b) plx)=2"+32°+22° +32 —x+1 porzt—z+1
(c) p(z)=—a*+ T2% — 42 por x — 3

4. Descomponer en fracciones parciales :

(a) 3 —+ x2 — 13z + 11 (b) 52 + 3z +6 (C) 23 + 7z +5
2 +2x — 15 23 + 222 + 3z 2+ 40?7+ 4
42® + 52 — 9 Tx —4 1

(d) 3 — 62 —9 () (z? + 22+ 1)(z — 3) (®) -

5. Encontrar los valores de a y b de manera que p(r) = 3x® — 422 + ax + b sea divisible
2
por z* — 1.

6. Determinar a y b de modo que p(z) = 2% + ax? + bx — 8 sea divisible por z — 1, y que
al dividirlo por x — 2 el resto sea 4.

7. Si el polinomio p(z) = z* + az® + ba? — 18z — 12 se divide por (z + 1)(z + 3) el resto
es 2x + 3, determinar a y b.

8. Sea p(z) = x* + ba® — 132 — 14z + 24. Determinar b € R de modo que —2 sea raiz de
p(z). Calcular las raices restantes.

9. En cada caso comprobar, por division sintética, que el valor indicado para « es raiz del
polinomio p(z) y determinar las otras raices reales (si existieran).

(a) plx)=42>+32> —Hx—2 a=1
(b) plx)=2*—-T22+13z -3 a=3
() p(z)=a2®+322—4 a= -2

10. Sea p(z) = 22° + 10x* — 142® — bx? + az. Si p(1) =0y p(—5) = 0, determinar a y b y
escribir p(x) como producto de factores de primer grado (si fuere posible).

11. Comprobar que 3 es una raiz multiple de p(x) = 32* — 3723 + 14722 — 2072 + 54. ; Cual
es su multiplicidad?

12. Determinar:

a) Las rafces de p(z) = 2% — 723 — 122% + 1762 — 320 si tiene una raiz multiple.
b) Las raices de p(z) = 2% — Tox* + 162> — 322 + 152 — 25 si i y 1+ 2i también lo son.
¢) Las raices de p(z) = 2° — 2* — 52° + 22 + 62 + 2 si v/2 y 1 + /2 también lo son.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

d) Un polinomio de grado minimo con coeficientes enteros que tenga las raices 5 y
2 — 3i.

e) un polinomio de grado minimo con coeficientes reales que tenga las raices dife-
rentes 1 y —3 y la raiz doble 2.

f) Un polinomio p(x) de grado 4, con coeficientes reales tal que p(2i) = 0, p(2) =6
y la suma de sus raices sea 2.

Calcular las raices racionales de:

33 + 1122+ 81 —4=0

523 — 322 — 551+ 33 =0

27 =328 + a5 -3t + 23 —322+2-3=0
ot 203 + 1122 =22 -3 =0

325 — 4x* — 623 + 422 =0

f) 22% — 5a° 4+ 32 — 1323 + 1622 + 122 =0

a

S

SN
—_— — — — —

e

Determinar un polinomio p(z) con coeficientes enteros, de menor grado posible y que
satisfaga las condiciones que se indican en cada caso:

a) p(1=+5) =0, p(1+i)=0y p3)=0
b) p(1+2i) =0p(v5) =0y p(1) =3

Calcular todas las raices y factorizar completamente p(z) sobre los nimeros reales.
Hacer, previamente, un analisis de la naturaleza de las raices

p(z) = 22* — 5% + 152 — 450 — 27

Mostrar que p(z) = z* + 323 — 42% — 5z — 5 tiene una rafz positiva y determinar entre
que enteros consecutivos se encuentra, justificar.

Determinar entre que enteros consecutivos existe una raiz real negativa del polinomio
p(z) que se indica a continuacién. Calcularla con una aproximaciéon de dos decimales:

p(z) = 42° — 252* + 142® 4 1662% — 2942 + 63

El costo de fabricacién de cierto producto estd dado por ¢(z) = 32 + 42 +4x +3 y su
precio de venta viene dado por p(x) = 2* — 23 — 2, donde x representa la cantidad de
productos fabricados. Determinar el nimero de productos que se deben vender para
que la ganancia sea nula.

Una caja rectangular tiene aristas x, 22 y 2°. Determinar el polinomio que representa
a la suma de todas sus aristas y el polinomio que representa al area total. Calcular los

lados de la caja si la suma de sus aristas es %
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20. Para aumentar el volumen de una pieza ciibica se incrementa un lado de la pieza en 1m,
la altura en 50cm y el otro lado al doble. Determinar todas las posibles medidas de la
nueva pieza, sabiendo que queda con un volumen de 126m3. Justificar adecuadamente
su respuesta.

4.6. Respuesta a los ejercicios de niimero impar

)
» 3) (a) Cuociente = 5(z° — 2t + 2% — 22 + 2 — 1) , resto = 3
3) (c) Cuociente = —z? + 42? + 8z + 24 | resto = 72
" 5)a=-3,b=14
" 7T)a=4,b=-2
= 9) (a) (=7+VIT)/8,y (-T—-VIT)/8
9) (c) 1y-2
= 11) Multiplicidad 2
= 13) (a) -2 (doble) y 1/3
13) (c) Sélo 3
13) (e) 0 (doble) y el 2
= 15) —1, 3, 3i, -3i. La factorizacién en R: 2(z — 3)(z? + 9)(z + 1/2)
)

Posibles medidas: 3 ,

)

» 19) Suma aristas: S(z) = 4(x + 2? + z3); Area total: A(z) = 2(2® + z* + 2°) ;
111
478
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