CAPITULO

7

Derivacion de Funciones

Sea f una funcién definida al menos en un intervalo abierto que incluya al nimero z. Si

flz+h) - flz)
h

lim
h—0

existe (finito), se llama la derivada de f en x,y se denota f'(x).

Otras notaciones de uso frecuente para la derivada de y = f(z) son: g—g, %(f(x)), v, f'(z).
Nota: Toda funcién derivable en un punto es continua en ese punto. El reciproco de esta
observacion no es wvdlido.

7.1. Foérmulas basicas de derivacion

1. (¢)) =0, ¢ constante, es decir,

La derivada de una funciéon constante es igual a cero.
2. (z") =na"!', neR

3. (¢f(z)) =cf'(x), ¢ constante, es decir,

La derivada de una constante por una funcién es igual a la constante por la derivada
de la funcion.

1. (f(@) £ g(@))' = f(z) + ¢(x), es decir,
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La derivada de la suma o diferencia de funciones es igual a la suma o diferencia de las
derivadas de las funciones.

5. (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + ¢'(x) f (), es decir,
La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada de la primera funcion
por la segunda mas la derivada de la segunda funcién por la primera.

6. (M)/ _ '(w)g(x) = f(x)g'(x)
g(x) lg()]?
La derivada del cuociente de dos funciones es igual al cuociente entre la derivada del
denominador por el numerador menos el numerador por la derivada del denominador
y el denominador al cuadrado.

, es decir,

En lo que sigue y es funcion de u, y u es funcién de x.

L dy_ dydu
“dr  dudx
8. C%ﬁ(u”) = nu”flg—g, es decir,

La derivada de una potencia es igual al exponente por la base elevada al exponente
menos 1 y todo esto multiplicado por la derivada de la base.

9. dix(logb u) = %logb e%
10. C%(a“) = a"(In a)%
11. dix(sin u) = u'(cosu)
12. d%;(cos u) = —u'(sinu)
13. d%c(tan u) = u/(sec? u)

7.2. Derivadas implicitas y sucesivas

Si una relacion define en forma implicita a y como funcién de x, entonces se puede evaluar
dy : R .. :
o mediante derivacion implicita. Hay que tener presente, por ejemplo, que
d n n—1 dy
_ =n —_
T (y") = ny"
Puede utilizarse el método de derivacién logaritmica para derivar y = f(z) cuando f(z)

consiste en productos, cuocientes, potencias o cuando f(z) es de la forma u”, donde tanto u
como v son funciones de x.
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Debido a que la derivada f’(x) de una funcién y = f(x) es en s{ misma una funcién, se le
puede derivar en forma sucesiva para obtener la segunda derivada f”(z), la tercera derivada
f"(x) y otras derivadas de orden superior.

7.3. Interpretaciéon de la derivada

En lo que sigue se supone que la derivada existe.

» Geométricamente, la derivada f’(z) da la pendiente de la recta tangente a la curva
y = f(x) en el punto (z, f(z)). La ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z)
en un punto especifico de ella, (a,b), esy —b = f'(a)(z — a)

» En una ecuacién de movimiento rectilineo s = s(t) , en donde s es la posicién en el

tiempo t, entonces la derivada % da la velocidad en el tiempo ¢.

» También se puede interpretar la derivada Eil_g como la razén de cambio o la tasa (ins-
tantdnea) de cambio de y con respecto a x

dy ., Ay ., cambioeny
— = lim lim ——

dx Az—0 Az Az—0 cambio en x

= En Economia se utiliza el término marginal para describir las derivadas de tipo es-
pecificos de funciones, por ejemplo:

e Sic= f(q) es una funcién de costo total (c es el costo total de ¢ unidades de un

producto), entonces la tasa de cambio g—g se denomina costo marginal.

Se interpreta el costo marginal como el costo aproximado de una unidad adicional
de produccién. (El costo promedio por unidad, ¢, estd relacionado con el costo
total ¢ mediante ¢ = ).

e Una funcién de ingreso total, r = f(q), da el ingreso r de un fabricante por la
venta de ¢ unidades de un producto. (El ingreso r y el precio p estén relacionados
mediante r = pq). A la tasa de cambio g—g se denomina ingreso marginal.

Se interpreta el ingreso marginal como el ingreso aproximado que se obtiene por
la venta de una unidad adicional de produccién.

e Sir es el ingreso que recibe un fabricante cuando se vende la produccion total g,

elaborada por m obreros, a un precio p por unidad, entonces a la derivada c%ZT:L se
denomina producto de ingreso marginal y estéa dada por:

dr  dq n dp

dm ~ dm \* qdq
El producto de ingreso marginal proporciona el cambio aproximado en los ingresos
que se producen cuando el fabricante contrata un trabajador extra.
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e Si C' = f(I) es una funcién de consumo, en donde [ es el ingreso nacional y C' es

ac ac

el consumo nacional, entonces g7 ©s la propension marginal al consumo. 1 — a7
es la propension marginal al ahorro.

['(x)

» Para cualquier funcion la tasa de cambio relativa de f(x) es o) que compara la tasa

de cambio de f(z) con la propia f(x). La tasa de cambio porcentual es e

7.4. Monotonia, valores extremos, concavidad y puntos
de inflexion de una funcion

7.4.1. Monotonia

» Funcidn creciente: Sila funcién y = f(x) es derivable en ]a, b, entonces f es creciente
en Ja, b, siy sélosi f'(z) > 0 en |a, b. La gréifica de f asciende de izquierda a derecha.

» Funcidén decreciente: Si la funcién f es derivable en ]a, b[, entonces f es decreciente
en Ja, b[, siy sélosi f'(z) < 0en la,bl. La grafica de f desciende de izquierda a derecha.

7.4.2. Valores extremos

» Méaximo (Minimo) Absoluto: Una funcién f definida en [a,b] tiene un maximo
(minimo) absoluto en el punto xq, si y sélosi f(z) < f(zo) (f(x) = f(xo)), para todo
x en [a,b]. En tal caso f(x¢) se llama valor maximo o simplemente méximo (minimo)
absoluto de f.

» Maximo (Minimo) Local o Relativo: Una funcién f tiene un maximo (minimo)
relativo en el punto xg, si y sélo si f tiene un méximo (minimo) absoluto en z, en
algin entorno de z.

» Necesidad para la existencia de valores extremos: Sea f definida en [a, b], ex-
cepto tal vez en un nimero finito de puntos de [a, b]. Si f(x) es un maximo o minimo
relativo, entonces xy debe satisfacer una de las siguientes condiciones:

L. f'(zo) =0
2. f'(zo) no existe, pero f(xg) existe.

3. o es uno de los extremos del intervalo [a, b]

Nota: Esta afirmacion no dice que puntos dan extremos relativos, simplemente indica
donde se deben buscar. A este tipo de puntos se les llama valores criticos de f.

» Suficiencia para la existencia de valores extremos:
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e Criterio o Prueba de la primera derivada: Si a € Dom f y es un valor critico
del tipo 1. 6 del tipo 2. precedentes, y f’(x) cambia de positiva a negativa al crecer
x y pasar por a, entonces f tiene un maximo local en z = a. Si f’(z) cambia de
negativa a positiva cuando x aumenta y pasa por a, entonces f tiene un minimo
local en x = a.
Si f'(x) no cambia de signo cuando x aumenta y pasa por a, entonces f no tiene
extremo en r = a.

e Criterio o Prueba de la segunda derivada: Si f’(a) =0y f”(a) < 0, entonces

f tiene un méximo local en z = a. Si f'(a) =0y f”(a) > 0, entonces f tiene un
minimo local en x = a.
Nota: Este método no se puede aplicar cuando f’(a) =0y f”(a) = 0. En estas
condiciones, en x = a puede haber un maximo, o un minimo local, o ninguno de
ellos. La prueba de la primera derivada siempre entrega informacién al respecto
y puede utilizarse.

7.4.3. Concavidad y puntos de inflexion

Se utiliza la segunda derivada para determinar si existe concavidad y para identificar los
puntos de inflexién.

Si f” > 0 en un intervalo, entonces f es concava hacia arriba en ese intervalo y su gréfica se
“curva”hacia arriba.

Si f” < 0 en un intervalo, entonces f es concava hacia abajo en ese intervalo y su gréfica se
“curva’”hacia abajo.

Un punto de una grafica en donde cambia la concavidad se denomina punto de inflexién. El
punto (a, f(a)) de la grafica es un posible punto de inflexién si f”(a) = 0, o bien, si f”(a)
no existe.

7.5. Estudio de funciones y sus graficas, trazado de
curvas

Para trazar la gréfica de una curva se pueden utilizar muchos medios auxiliares:
1. Estudio del dominio de f (ver capitulo 3)

2. Intersecciones con los ejes coordenados
Con el eje X: Hacer y = 0 en la ecuacion de la curva.

Con el eje Y: Hacer x = 0 en la ecuacion de la curva.

3. Simetrias

Con respecto al eje X: Reemplazar y por —y en la ecuacion. Existe simetria si se obtiene
una ecuacion equivalente.
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d.
6.
7.

7.6.

1.

Con respecto al eje Y: Reemplazar x por —z en la ecuacion dada. Existe simetria si se
obtiene una ecuacién equivalente.

Con respecto al origen: Sustituir x por —z, e y por —y en la ecuacion dada. Existe
simetria si se obtiene una ecuacion equivalente.

Asintotas
Horizontales: La recta y = b es una asintota horizontal para la grafica de una funcion
f si ocurre cualquiera de las situaciones siguientes:

lim f(x)=0b, obien lim f(z)=">

T—+00 T——00

Verticales: La recta © = a es una asintota vertical para la grafica de una funcién f si

lim f(z) = 400 (0 —00), ocuando lim f(z) = 400 (0 — 00)

z—at

Monotonia, intervalos de crecimiento y de decrecimiento
Valores extremos

Concavidad, intervalos de concavidad hacia abajo o hacia arriba

Aplicaciones de la derivada

Aplicaciones de maximos y minimos: Optimizaciéon En un sentido practico la
mayor utilidad del célculo es que permite maximizar o minimizar cantidades. Por ejem-
plo, se puede maximizar utilidad, minimizar costo, maximizar capacidad, minimizar
esfuerzo, etc. En todos estos casos, el objetivo principal es obtener el éptimo de una
funcién.

La parte crucial de un problema de optimizacién consiste en expresar la cantidad
que se desea maximizar o minimizar como funcién de alguna variable implicada en el
problema.

Los problemas que se trataran, en este curso, seran tales que si en él intervienen dos
variables, digamos = e y, ellas estaran relacionadas, es decir, serd posible hallar una
relacion entre x e y que podra usarse para eliminar una de las dos.

Una vez planteada la funcion, en una variable y que modela el problema, se determinan
los valores criticos y se prueban usando el criterio de la primera o de la segunda deri-
vada. Si el interés se centra en los extremos absolutos, deben examinarse los extremos
del dominio de la funcién que, generalmente, es un intervalo.

Debe tenerse presente que no todo valor de la variable es admisible, restriccion que al-
canza a los maximos y minimos, por ejemplo, las longitudes no se consideran negativas,
si se habla de cantidad maxima de personas, ésta sera entera no negativa, etc.
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2. Diferenciales Si y = f(x) es una funcién derivable de x, se define la diferencial de v,
anotada dy, por

dy = f'(x)dx

en donde dzx es cualquier nimero real y Ax representa el cambio en la variable z.

Si dx esté cercano a 0, entonces dy es una aproximacién de Ay (cambio en y), es decir,
para Az =~ 0, se tiene que Ay ~ dy.

Puede utilizarse dy para estimar el valor de una funciéon empleando la relacién

flx +dx) =~ f(x)+dy

Aqui, f(x + dz) es el valor que se desea estimar; se eligen x y dx para que sea facil de
calcular f(z) de manera que dz sea pequena.
7.7. Ejemplos

1. Si f(z) = 2¢% +¢® + e encontrar f'(x)

Solucion:

(2633 +62 +ex2)/

= (267 + (&) + (e
2(ex)/ +0+ ez2 . ($2)/

= 2% + 2pe”

f'(x)

2. Sidx? —9y? =4, hallar i/
Solucion: Derivando implicitamente tenemos:

d d
— (42 —9y*) = —(4
7, 4" = 9y7) )
(42) = (99%)" = 0
8r—18yy’ = 0
y = 4x
Yy
3. Hallar y"” en el punto (1,e), si y = z2%e”
Solucién:
y = 2we® + x%e”
= e*(2x + 2?)
Y= e(2x+x) e”(2 + 2xz)
= (4 + 2* +2)
y" = e"(4r + 2?4+ 2) + (4 + 27)
= e"(6z + 2> +6)
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Paraz =1, y = e, se tiene y” =e'(6-1+ 1%+ 6) = 13e ~ 28,38

4. Siy = f(z) = 2%, calcular ¢/ en el punto = = e.

Solucion:

y = 2% / In
lny = Inz”

Iny = zlnx /i

dx
(Iny) = (zlnz)

Derivando implicitamente y aplicando férmulas bésicas (9 y 5), queda
1 1
—y =2'lnz+z(lnz) =1lnzx+z— =lhz+1
x

Por lo tanto

y = y(nz+1)
= 2°(lnz+1)
Enz=e, 3y =2°

5. Calcular la derivada de
B (x + 3)2(m +2)(z —1)

(x 4+ 5)(x —2)3

Solucién: Una forma de calcular ' es aplicar las férmulas del producto y cuociente,
otra, realizar los productos y luego derivar, y otra es derivar implicitamente previo uso
de logaritmo (método recomendable en estos casos)

(x+3)*(x+2)(x—1)
(x +5)(z —2)3
(r+3)*(xz +2)(x —1)

/ In

hy = a2 )
Iny = 2In(z+3)+In(z+2) +In(z — 1) —In(x +5) — 3ln(x — 2)
y 2 1 1 1 3
5 B x+3+x+2+m—1_x+5_x—2
, 2 1 1 | 3
y o= y( + + )

t+3 242 x—1 x+5 x-2
Reemplazando y, resulta

,_(x+3)2(x—|—2)(x—1)( 2 1 N 11 3
- (z+5)(x—2)3 r+3 z+2 x—-1 z+45 z-2

)
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6. Obtener una ecuacién de la recta tangente a la curva y = 1£—x’ enzr =3

Solucién: Si z = 3 | entonces y = —1%3 = —% , luego el punto de tangencia es
(37 _%)
l—z)1—a-(—1
y' = %
_ 1
N
Y)p=s = ﬁ = 1, pendiente de la recta tangente
=3

Luego, una ecuacién de la recta tangente es:

7. Calcular la pendiente de la recta tangente y de la recta normal, en el punto P = (0, 2),
a la curva
y=f(r)=3e" —a* + 22— 1

Solucion: La pendiente de la tangente a la curva en P esta dada por la derivada de f
en z = 0, es decir f’(0); la pendiente de la normal es —1/f'(0)

fl(z) = 3" —da® +2
F1(0) = 3¢ —(4)(0°) +2
)

Asi, 5y -1/5 es lo pedido, respectivamente. Se sugiere, escribir una ecuacién para cada
linea recta.

8. Un objeto recorre s(t) = > metros en los primeros ¢ segundos. Determinar la velocidad
media entre t =2 y t = 2,01 y la velocidad del objeto en el instante ¢ = 2.
Solucién

s'(2,01) — §'(2)

0,01

velocidad media entre 2y 2,01 =

velocidad en el instante 2 = '(2)

En ambos casos se requiere conocer la derivada de la funcién s (velocidad)
s'(t) = 3t* = v(t)

Evaluando §'(t) para t = 2,01 , para t = 2 y sustituyendo donde corresponda se
obtiene lo pedido (hacerlo).
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9.

10.

11.

Si C'=7+0,6] —0,21v/1 es una funcién de consumo, obtener la propensién marginal
al consumo y la propension marginal al ahorro cuando I = 16.

Solucién:
Propension marginal al consumo cuando I = 16 es % ‘
1=16
ac 0,21
- = (0,6 — ——= ’
dl li=16 ( 2\/7> =16
0,21
= 0,6 - —=
24/16
~ 0,57
, ., . ac ~
Asi, la propensién marginal al ahorro cuando I =16 es 1 — %= ~ 0,43

I=16

Una poblacién crece de acuerdo con el modelo logistico tal que en instante ¢ su tamano
P esta dado por
P =Py(1+Ce)!

con Py ,C ,k constantes. Calcular la tasa de crecimiento de la poblacién en el instante
t.

Solucién: La tasa de crecimiento requerida es Cfi—f. Por consiguiente,
dP
= = Py(—1)(1 4+ Ce ™ )72(1 4 Ce™*Y

= —Py(1+ Ce™™)72Ce ™ (k)
= CkPy(1+ Ce ™) 2 ¥

Un fabricante decidié que m trabajadores fabricarian un total de ¢ unidades de un
producto por dia, en donde ¢ = m(50 — m). Si la funcién de demanda estéd dada por
p=—0,01qg + 9, determinar el producto de ingreso marginal cuando m = 10.

Solucién: Producto de ingreso marginal cuando m = 10 es:

d d d
4 “Lp+ gL

dr B _dr dq
dmlm=1 dm dq

m =10 _d_q% m = 10

donde r es el ingreso que recibe el fabricante cuando se vende la produccion total gq.

dgq

— = 50—-2
dm m
dp

— = —-0,01
dq ’
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12.

13.

14.

Si m = 10, entonces ¢ = 400, ;—i = 30, Z—Z = —0,01, en consecuencia, el producto
marginal cuando m = 10 es

dr _ 30[5 — 400(0,01)] = (30)(1) = 30

dm ’ N N

Siy= f(r) =2+ - , determinar extremos relativos.

z+1 7
Solucién: A N ; .
(x+1)2 (x+1)2 (x +1)2
Si f'(x) =0, se obtiene x = —3 0 x = 1. El denominador de f’(z) se hace cero cuando
x = —1, de manera que f'(—1) no existe. Asi, los valores criticos son —3 y 1 .Se omite
x = —1 como valor critico debido a que en —1 la funcién f no esta definida.

Los valores criticos dividen el eje real en tres tramos, se analiza el signo de f’'(z) en
cada uno de ellos (criterio de la primera derivada).

y'>0 y'<0 y'<0 y' >0
-3 —1 1
Como la derivada de f cambia de + a — al pasar por —3, entonces en x = —3 hay
un méximo local, este valor maximo es f(—3) = —5. También, f’ cambia de — a + al

pasar por x = 1, se concluye que en x = 1 hay un minimo local, y este valor minimo
es f(1)=3

Hallar extremos relativos y absolutos para y = f(x) = 22 — 42 + 5 en el intervalo [1,4].
Solucién: f'(x) = 2z — 4 = 2(x — 2). Haciendo f’(z) = 0 se obtiene el valor critico
T = 2.

Como f"(x) = 2 se tiene que f”(2) = 2 > 0, de acuerdo al criterio de la segunda
derivada existe un minimo local en x = 2, el valor minimo es f(2) = 1.

Para determinar extremos absolutos hay que analizar los extremos, 1y 4, del dominio
de la funcién, [1,4] , y comparar sus imdgenes con la de x = 2 (donde f tiene un
extremo). De ésto se obtiene que en = 4 existe un maximo absoluto y en x = 2 existe
un minimo absoluto (el que ademds es minimo local).

Hallar puntos de inflexién e intervalos de concavidad de y = f(z) = 6z* — 82% + 1

Solucion:

y = 242° — 242 = 242*(x — 1)
y' = T22° — 487 = 24x(37 — 2)
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15.

16.

y"(x) estd definida para todo x, ademés y"(x) =0 en z = 0 y en x = 2/3. Estos puntos
dividen al eje real en tres tramos, en cada uno de los cuales se analiza el signo de f”(x).
Después de este anélisis se obtiene que la curva es céncava hacia arriba en | — 00, 0[ y
]2/3, 4+00[ y es céncava hacia abajo en ]0,2/3].

Como la concavidad cambia en x = 0y = 2/3, los puntos de inflexién son

Un fabricante descubre que el costo total ¢, para elaborar un producto, estda dado por
la funcién ¢ = 0, 05¢> + 5¢ + 500. ;A qué nivel de produccién los costos promedios por
unidad serdan minimos?
Solucion: Sea ¢ el costo promedio por unidad, asi
_ c
g = =
q
= (0,05¢° + 5¢ + 500) /q
= 0,05¢q + 54 500/q
¢’ = 0,05—500/¢
= (0,05¢*> — 500)/q

¢/ =0 <= ¢> =500/0,05 = 10000 < ¢ = +100

Ademds, ¢” = 1000/¢* . Considerando que q > 0 (representa cantidad) y aplicando la
prueba de la segunda derivada, se tiene

¢”(100) = 1000/(100)* > 0

o
|

luego en ¢ = 100 la funcién costo promedio tiene un minimo. En consecuencia, el
nivel de produccion debe ser de 100 unidades para minimizar los costos promedios por
unidad.

La ecuacién de demanda para el producto de un momopolista es p = —5g + 30 (q es el
numero de unidades, p es el precio por unidad) ;Cudl es el ingreso maximo?

Solucién: Sea r ingreso total (funcién a maximizar)

Ingreso = (precio) x (cantidad)
r = pq
= (—5g+30)q
r = —5¢°+30q, ¢=0
" = —10q+ 30
luego, " =0«<=q¢=3y r” =-10, para todo g.
Por lo tanto en ¢ = 3 el ingreso r es maximo. Reemplazando ¢ = 3 en r = —5¢% + 30q

se tiene que r = 45 unidades monetarias es el ingreso méximo.
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17.

18.

Una compania fabrica y vende anualmente 10.000 unidades de un producto. Las ventas
se distribuyen de manera uniforme en todo el ano. La compania desea determinar el
nimero de unidades que debe fabricar en cada corrida de produccién con el objeto de
minimizar costos anuales totales de preparacion y los costos de inventario. En cada
corrida se fabrican el mismo mumero de unidades. A este nimero se le denomina
Tamano economico del lote o cantidad economica de pedido. El costo de produccién de
cada unidad es $20 y los costos de inventario (seguros, intereses, almacenamiento, etc.)
se estudian en 10 % del valor del inventario promedio. Los costos de preparacién por
corrida de produccion son $40. Calcular el tamafio econémico del lote.

Solucidon: Sea g el nimero de unidades de una corrida de producciéon. Como las ventas
se distribuyen a una tasa uniforme, se supone que los inventarios varian de manera
uniforme de ¢ a 0 entre corridas de produccién, o sea, se considera el inventario pro-
medio por ¢/2 unidades. Los costos de produccién son de $20 por unidad por lo cual el
valor promedio del inventario es 20(¢/2). Los costos respectivos son 10 % de este valor,
es decir (0,10)(20)(¢/2).

El ntiimero de corridas de produccién por afio es 10000/¢. Por lo tanto, los costos totales
de produccion son

40(10000/q)
Por consiguiente, los costos anuales totales de inventario y de preparacion, C, son
C = (0,10)(20)(g/2) + 40(10000/¢) (funcién a minimizar)

C q +400000/q, (g >0)
C' = 1-40000/¢*> = (¢* — 40000) /¢

Haciendo C' = 0 se obtiene
2 = 40000

Como ¢q > 0, se elige ¢ = v/40000 = 632, 5. Para determinar si este valor de ¢ minimiza
C' se analiza la segunda derivada C” = 80000/¢*, como C”(632,5) > 0, se tiene, que
en ¢ = 632,5 la funcién C tiene un minimo.

El nimero de corridas de produccién es 10000/632,5 ~ 15,8. Para fines précticos,
habria 16 lotes cada uno de ellos con tamano ecénomico de 632 unidades.

Seay = f(r)=a%—222+ 1. Hallar dy y Ay cuandoz =5 y Az =dx = 0,02
Solucién: Siy = f(z) = 2* — 222 + 1 , entonces

y = f'(r) =32 — 4a

Ademas, por definicion:
dy = f'(z)dx = (32* — 4x)dx
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19.

20.

Cuando x =5y Az = 0,02, se tiene
dy = [(3)(25) — (4)(5)](0,02) = 1,1
Por otra parte, por definicién

Ay = fO+Az)— f(5)
= f(5,02) = f(5)
= (5,02)* —2(5,02)* +1—5>+2(5)* — 1
= 1,105

Esto muestra que la diferencial y el incremento de y no son exactamente iguales.

De cada lado de un terreno cuadrado de lado 5.280 metros, se remueve una franja de 20
metros para destinarse a un camino. Usando diferenciales, calcular aproximadamente
cuanta area se pierde en el terreno.

Solucidén: Sea x la longitud del lado, luego el area, A, es
A= f(z) =2’

El lado se modifica de x a x + Az, luego el cambio de area, AA, esta dado aproxima-
damente

AA =~ f'(z)Ax = 2zAx
En este caso, x = 5280, Az = —40. Por lo tanto

AA = 2(5280)(—40) = —422400

Asi, la pérdida de drea es aproximadamente 422.400 m?. Se sugiere hacer una figura
ilustrativa y resolver este problema sin usar diferenciales.

Analizando, previamente, cada uno de los medios auxiliares que se indican en la seccién

trazado de curvas, trazar la grafica de y = f(z) = 5

Solucioén:

Intersecciones: Cuando x = 0, entonces y = 0; cuando y = 0, entonces x = 0, luego
(0,0) es la tnica interseccién con los ejes coordenados.

Simetria: Existe s6lo simetria con respecto al origen, reemplazando = por —x e y por
—1y se obtiene —y = (_;ﬁ = —%; que es la misma ecuacion original.

Asintotas: El denominador de z/(z* — 4) es cero cuando x = +2 y el numerador no es
cero para estos valores de z, ademas

lim = +00 lim = —00
z—2t+ 12 — 4 ’ z—2-x2 —4
lim = +00 y lim = —00
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Por lo tanto, las rectas x = 2 y x = —2 son asintotas verticales.

Se tiene ademds que

Y _0, y lim —2

=0
x~>700$2 — 4

lim
z—toox? — 4

Por lo tanto, la recta y = 0 es una asintota horizontal.

Valores extremos:
—x2—4 2+ 4

T = = "y

() =0 <= 4+2% =0, pero 4+ # 0 para todo x real. Luego f no tiene extremos
locales.

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Analizando la derivada de f, se tiene que
f'(x) < 0 para todo x real, luego f es decreciente en R\ {—2, 2}

Concavidad: Analizando la segunda derivada de f, se concluye que f es concava hacia
arriba en los intervalos | —2,0[ y ]2,4+00[ ; céncava hacia abajo en | — 0o, —2[ y en
10, +o00]

Por 1ltimo, la gréfica de f es

N
=

K

7.8. Ejercicios

1. Hallar la derivada f'(x) de cada una de las siguientes funciones aplicando la definicién

flx+h) - fz)

2. Sean f y g funciones reales definidas por :

z(r—3) siz<4

f(x):{4(5—x) siz >4 g(x):{@xHS
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a) Trazar la grafica de f y la de g.
b) Probar que que f y g son continuas .

c¢) Probar que f no es derivable en z = 4 y que g no es derivable en z = 3.

3. Derivar cada una de las siguientes funciones reales :

a)f(x) =5/z" +7/a° (b)f(x) = V3(a® — 2?)

(
(©) f(r) = Y2 (@) (r) = ettt
(e) f(x) =2/Va* - (f) f(2) = 1335
(g) f(x) = (a+b/a?)’ (h) f(z) = /22—
(i) flo)=1-V1+x () f(z) = 3=
(k) f(z) =log (1) 1) f(x)=(2z+3)"/Va+2
(m) f(z) = In(e”) (n) f(z) = In(2z — 1)°
(0) f(z) = [sin(Bz +5)]*  (p) f(x) = cos’(cos(z + 1)?)
(a) f(z) = Vtan 3¢ (r) flz) = a™"
(s) f(t) =e'sin2t (t) f(z) =In(y/(1 +sinz)/(1 — sinx)
4. En cada caso evaluar la expresién de la derecha
d*s
(a) s = \/Qttj Ell?
(b) V?x? + a®y? = a®b? g?y
(c) ®+y3 =1 d—%
dgy
(d) 2* +22%y? —a* =0 pres
(
(

e)y \/aaH—\/— v +y' enx=a
) @

2+dry+9y*+3=0 yY+y' enz=2 e y=-1

5. Encontrar la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva dada donde se indica .

(a) y=a2*>—4z+3, enelpunto (4,3) (b) y=22+3, en z=1

(c) y=2%—3x, enel punto (2,2) (d) y=v4r—3—-1, en z=1
() 22 +y*—2x—3=0, en (1,2) (f) y>—2?2=16, en z=—3

6. Hallar los valores de las constantes a, b y ¢ para los cuales las graficas de los polinomios
p(r) =azr? +br+c y q(xr) =2% —c se corten en el punto (1,2) y tengan la misma
tangente en dicho punto.

7. Probar que larecta y = —x es tangente a la curva dada por la ecuacién y = 23 —62%+8z.
Hallar los puntos de tangencia. ; Vuelve a cortar la curva esa tangente?

8. Sea P(z) = az®+bx* +cx+d tal que P(0) = P(1) = -2, P'(0)=—1 y P"(0) = 10.
Calcular a, b, cy d.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Determinar la ecuacién de la(s) recta(s) que pasan por el punto (1,0) tangente(s) a la
curva 22 + 4y?> —4r — 8y +3 =0

Sea f(r) = ax? + bx + ¢ con a, b, ¢ constantes. Hallar los valores de a, by ¢ tales que
la recta y = 2x sea tangente a la grafica de f en el punto (2,4).

Determinar el ingreso marginal cuando ¢ = 50 si la ecuaciéon de demanda es ¢ =
1000 — 100p (p es precio, ¢ cantidad).

Una compania fija una tarifa de $10 por unidad de electricidad para las primeras 50
unidades utilizadas por un usuario doméstico cada mes y de $3 adicionales por unidad
en el caso de cantidades por encima de ésta. Si C'(z) denota el costo de x unidades por
mes, analizar el costo marginal, bosquejando la gréafica de C.

La ecuacion de demanda de cierto articulo es p 4+ 0,1¢ = 80 y la funcién de costo es
C'(q) = 5000 + 20q. Calcular la utilidad marginal cuando se producen y venden 150
unidades y también en el caso que se produzcan y vendan 400 unidades.

Hallar b tal que f(x) = 2 4+ bxr — 7 tenga un minimo local en z = 4.

Determinar extremos locales y absolutos
(a) flz) =2° =32+ 1 en [-2,4] (b) f(2) = 75 en [-3,—]

(¢) f(z) =2*+ 42 —3 en [0,5] (d) f(z) =255 en [—3,2]

241

Determinar intervalos de crecimiento y decrecimiento de:

(2) fl@) =a® =1 (b) f(a) =2° =3z () f(z) = 1/z—1/(x —1)
d) f@) =55 () fl@)=7= @) fla)=ze

11—z

2
Sea f(z)=g%= cona€R
Usando el criterio de la primera derivada, determinar los valores de a para que f tenga

un maximo y un minimo local. Para a = 1, trazar la gréafica de f.

Sea f(x) = —%x con a nimero real

1
Usando el criterio de la segunda derivada , determinar los valores de a para que f tenga
un maximo en el intervalo | — 1, 1[. Para a = —1, trazar la gréfica de f.

Calcular méximos y minimos (si existieren) para las siguientes funciones:

(a) f(z) =32 —42% — 1222 (b) y = (22 —a)'3(z — a)?/?

(
(c) flz)=e" (d) flo) = =%
() f(z) = winw () flo)= 252
(g) f(z) =In(8z — 2?) (h) f(x) =3sinx —4cosz , con z € [0, 27]
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20.

21.

22.
23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Determinar maximos, minimos, intervalos de crecimiento y de decrecimiento, puntos
de inflexion, concavidad. Ademds esbozar la grafica utilizando la informacién anterior
para las siguientes funciones:

(a) f(z)=22° — 3222 — 362 + 25 @)f@):xfig
(c) f(x):ijI (d) f(x)=x+2sinx
(e) flz)= % (f) f(z) = xe”

Determinar intervalos donde la curva es céncava hacia arriba, concava hacia abajo y
calcular los puntos de inflexién de: y = f(z) = 32% — 23

Determinar concavidad y puntos de inflexién de y = f(z) = 22% — 32 — 362 + 25
Sea f(r) = x*—22%+1. Calcular maximos, minimos y puntos de inflexién, si existieren.

Sea y = a® — 922 + 24z — 7. Graficar la curva, hallar maximos, minimos, puntos de
inflexion, intervalos de concavidad, la ecuaciones de las rectas tangente y normal en
cada punto de inflexion.

Determinar, si existieren, puntos de inflexiéon de cada una de las siguientes curvas y
trazar la grafica:

(a) y=alnz (b) y=1=
@)yzm@w—fﬂ (d) y= e
(e) y=e" (f) y="b+clx—a)*?

Sea y = 2® — 922 + 242 — 7. Hallar la ecuacién de la tangente y de la normal en cada
punto de inflexion.

El 4rea del papel de una tarjeta rectangular debe ser de 225cm?. Se desea que los mérge-
nes sean de 15cm arriba y abajo, y de 10cm a la derecha e izquierda. ;Qué dimensiones
daran la maxima area impresa?

Se desea construir un depésito rectangular de base cuadrada, abierto por arriba. Debe
tener 125m? de capacidad. Si el costo de las caras laterales es de $2000 por m?, y el
del fondo es de $4000 por m?. ;Cudles deben ser las dimensiones para que el costo sea
minimo?

Una compania de teléfonos encuentra que obtiene una ganancia liquida de $15 por
aparato si la central tiene 1000 abonados o menos. Si hay méas de 1000 abonados, la
ganancia por aparato instalado disminuye un centavo por cada abonado que sobrepasa
ese numero. ;Cuantos abonados daran ganancia maxima?

Para el producto de un monopolista la funcién de demanda es p = 50/,/q y la funcién de
costo promedio es ¢ = 0,504 1000/q. Determinar el precio que maximiza las utilidades
y la produccién. A este nivel, demostrar que el ingreso marginal es igual al costo
marginal.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

7.9.

Para una industria X, los costos fijos totales son $1200, los costos combinados de
materiales y de mano de obra son de $2 por unidad, y la ecuacién de demanda es
p = 100/,/q. ;Qué nivel de produccién maximiza las utilidades?, demostrar que ocurre
ésto cuando los ingresos marginales son iguales a los costos marginales. ;Cual es el
precio cuando se maximiza las utilidades?

Para un fabricante el costo de elaborar una refaccién es de $3 por unidad de mano de
obra y $1 por unidad de materiales, los gastos generales son de $2000 por semana. Si
se fabrica cada semana mas de 500 unidades, la mano de obra es de $4,50 por unidad
para las unidades en exceso de 5000. ;A qué nivel de produccién sera minimo el costo
promedio por unidad?

Las ganancias anuales brutas de cierta compania fueron v/10t? 4+t 4+ 236 mil pesos, ¢
anos después de su formacién en enero de 1980.

a) (A qué razén estaban aumentando las ganancias brutas de la compania en enero
de 19907.

b) ;Cudl es la razén de cambio porcentual y promedio de las ganancias brutas en
enero de 19907

En cierta fabrica, el costo total de fabricacién de ¢ unidades durante el trabajo de
produccién diario es de 0,2¢> — 0, 1¢> + 0,5q + 600 pesos. Después de t horas en un
dia de trabajo tipico, se han producido, 10v/t? + t + 4 unidades. Calcular la razén de
cambio del costo total con respecto al tiempo 3 horas después de que comienza la
produccion.

Una firma encontré que su utilidad fue de p pesos en la producién de z kilégramos por
hora de un producto, de acuerdo con la funcién p = 30v/10x — 22 — 50. Determinar la

variacion de la utilidad si la produccion esta creciendo de modo que ((ii_%: = 0,200 kg/h?,

cuando x = 4,00 kg/h.

Dada la funcién de ingresos r = 250q + 45¢® — ¢> aplicar diferenciales para obtener el
cambio aproximado en ingresos si el nimero de unidades aumenta de ¢ = 40 a ¢ = 41.
Hallar el cambio real.

Respuesta a los ejercicios de n£mero impar
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422 1 %
(a) 7 25 (C) ( 71)(%4’1)3 (e) ((1271'2)3
_ . log e
(g) —6(b+az®)*a™" Q) 5= (k) 5
(m) 1 (0) 12cos(5 + 3z)[sen(5 + 3x))?

(q) (cos30)~*3(sen30)72/3 (s) e *[2cos(2t) — sen(2t)]

= 5)(a) y—4x+13=0 (c) y—

92 4+16 =0

(e) y=2

= 7) Punto de tangencia (3,—3) . La vuelve a cortar en (0, 0)

» 9)dy+ax=1

» 11) Ingreso marginal 9

» 13) Si ¢ = 150 , entonces la utilidad marginal es 30; para ¢ = 400 es -20.

= 15)

() enxz=0, f(0)=1
enz=2, f(2)=-3
enz=-2, f(-2)=-19
enx=4, f(4) =17

(c) enxz=0, f(0)=-3
enz=>5, f(b) =42

» 17) a #0
= 19)

(a) enz=-1, f(-1)=-5
enzx =0, f(0)=0
enx =2, f(2) =-32

(¢c) enz=0, f(0)=1
(e) enxz=1/e, f(1/e)=—1/e

(g enz=4, f(4)=Inl6

maximo local
minimo local
minimo absoluto
maximo absoluto

minimo absoluto
maximo absoluto

minimo local
maximo local
minimo local
maximo local

minimo local

maximo local

» 21) Céncava hacia arriba en Joo, 1] . Céncava hacia abajo en | 1,400 .

e Punto de inflexion (1,2)
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= 23)
(a) enx=1, f(1)=0 minimo local
enz=—1, f(-1)=0 minimo local
enz=0, f(0)=1 méximo local

. o 1 4
e Puntos de inflexién: (ijg, 5)
= 25) (a) No tiene  (c) No tiene

» 27) 7,5v/6 cm v 56

n
DN

9) 250

= 33) (a) 2,847 aproximadamente.

= 35) 1,225 pesos/hora.

(&) (25,2

)
)
» 31) Nivel de produccién ¢ = 625 . Precio p = 4.
)
)

Instituto de Matemdtica y Fisica

101

Universidad de Talca





