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Leccion 1

Céalculo diferencial en R"

1.1. Estructura euclidea y topologia d&R"

Como sabeR" es un espacio vectorial en el que suele destacarse la lldraada&andnica
formada por los vectoreg, e, ..., e,} dondee es el vector cuyas componentes son todas
nulas excepto la que ocupa el lugeagiue es igual a 1. Dados dos vectoxes (Xg, X2, . . ., Xn)

Y = (y1,y2,...,yn) Se define su producto escalar a por:

n
<x|y> = Zxkyk = Xy1 + XoY2 + -+ + XnYn
k=1

Este producto escalar se llampepducto escalar euclide®bserva que el producto escalar de
dos vectores no es un vector sino un namero real. La notagyés frecuentemente usada en
los libros de Fisica para representar el producto escalasdectorex ey.

Las siguientes propiedades del producto escalar se detdgkenente de la definicion:
o (x]y) =(y|x) paratodos,yeR" (simetria).

o (ax+py|z)=a(x|z)+pB(y|z) paratodos. SR y para todos,y, zeR" (linealidad).
La norma euclidea de un vectose define por

n

=y (x[x) = > %

k=1

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Paratodos, yeR" se verifica que}(x | y>| < |IXIlyll. Ademas, supuesto guey no son nulos,

laigualdad |<x | y>| = |IX|lllyll equivale a que hay un nimei&R tal quex = Ay (es decir, los
vectorex ey estan en una misma recta que pasa por el origen)

Desigualdad triangular.

Para todosx,y € R" se verifica qug|x + y|| < [IX|| + |ly]l. Ademas, supuesto gquesy no son
nulos, la igualdad||x + y|| = |[x|| + |lyll equivale a que hay un nimeto> Otal quex = Ay (es
decir, los vectoreg ey estan en una misma semirrecta que pasa por el origen).

1.1 Definicién. Se dice que los vectorese y sonortogonales y escribimosx L y, cuando

su producto escalar es cero. Se dice que un veces ortogonal a un conjunto de vectores
E c R" cuandox es ortogonal a todo vector i Un conjunto de vectores no nulos que
son mutuamente ortogonales se dice que esamjunto ortogonal de vectores; si, ademas,
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Ejercicios propuestos 2

los vectores tienen todos norma 1 se dice que esonjunto ortonormal de vectores. Una
base vectorial que también es un conjunto ortogonal (ortoal) se llama unhase ortogonal
(ortonormal).

Six ey son vectores no nulos, el vector

(1)

Hy(x) =Y

1)

se llamaproyeccién ortogonal de x sobre y

Puedes comprobar que el veckor [],(x) es ortogonal &. En particular, sy es unvector
unitario (de norma 1) entonces el vector <x | y>y es ortogonal §.

1.1.1. Ejercicios propuestos

1. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sugerencia. Comprueba que la ecua(éb()n Ay | X — /ly> =0, enla quel es un nimero

real arbitrario yx e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo
grado en la variablgd. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores reayor

o iguales que cero (¢ por qué?) lo que proporciona informasmbre su discriminante.

1. Prueba la desigualdad triangular.

Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdadesramnas euclideas es elevar
al cuadrado. La desigualddx + y|*> < (|Ix|| + ||y||)2 es equivalente a la desigualdad

triangular pero es muy facil de probar desarrollando elitgortix + y||> = <x +y | X + y>
y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

2. Teorema de PitagorasPrueba que los vectorese y son ortogonales si, y solo si,
2 2 2
(X + yII= = [IXI[" + Iyl

3. Prueba que el vector— [],(x) es ortogonal §.

1.2 Definicién. Dados dos vectorese y, el nUmerd|x — y|| se llama ladistancia (euclidea)
entrex ey.
e DadosxeR"yr > 0, definimosB(x,r) = {yeR": [|x - y|| < r}.

e Un conjuntoE c R" se dice que es uoonjunto abierto si para todo puntx € E se
verifica que hay un numerg > 0 tal queB(x, ry) ¢ E. Por convenio, el conjunto vacio, @, se
considera abierto.

e Es facil comprobar que los conjuntos de la forB(&, r) son conjuntos abiertos. El con-
junto B(x, r) se llamabola abierta de centrak y radior.

e Un conjuntoF c R" se dice que es urpnjunto cerrado si su complement®" \ F es un
conjunto abierto.

e DadosxeR"yr > 0, definimosB(x,r) = {yeR" : |Ix — y|| < r}. Es facil comprobar que
B(x, r) es un conjunto cerrado. Se llatbala cerradade centra y radior.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Analisis Matematico Célculo diferencial e integral



Ejercicios propuestos 3

e Sedice que un conjunte c R" esacotadocuando hay un nimend > 0 tal qug|x|| < M
paratodoxeE.

e Sedice que un conjunt® c R" escompactocuando es cerrado y acotado.

e SeaE c R". Decimos que un puntoe R" esadherenteal conjuntoE si toda bola abierta
centrada enx tiene puntos dé. El conjunto de todos los puntos adherentds se llama la
adherenciadeE y se representa pd.

e SeaE c R". Decimos que un punto< R" es un punto dacumulaciéndel conjuntoE si
toda bola abierta centrada etiene puntos d€& distintosdex. El conjunto de todos los puntos
de acumulacion dE se llama laacumulaciondeE y se representa pé&’.

e SeaE c R". El conjunto de todos los puntos adherentésygaR" \ E se llama ldrontera
deE y se representa por Hj.

e SeaE c R". Decimos que un puntos E es un puntdanterior al conjuntoE si hay alguna
bola abierta centrada ercontenida erk.

e DadosxeR"yr > 0, el conjuntdS(x,r) = {yeR" : ||x — y|| = r} se llamaesferade centro
x y radior.

e Representaremos pdj la aplicacionIT; : R" — R que a cada vector= (Xi, X, ..., Xn) €
R" hace corresponder su coordengdsima en la base candnica.

ITj(x) = (X1, X2, - - - » X)) = X;
Las aplicacionesl;, 1 < j < n, asi definidas se llaman lpsoyecciones canonicas

1.1.2. Ejercicios propuestos

Prueba qud(x, r) es un conjunto abierto.

Prueba que todo conjunto abierto es union de bolas abiertas.

Prueba que la interseccion de dos conjuntos abiertos esjumto abierto.
Prueba que la unién de conjuntos abiertos es un conjuntd@bie

Prueba qué(x, r) es un conjunto cerrado.

© © N o g &

Prueba que la interseccion de conjuntos cerrados es umtomerrado.
10. Da ejemplos de conjuntos que no sean abiertos ni cerrados.
11. Prueba qu& = E U Fr(E).

1.1.3. Sucesiones €R"

1.3 Definicién. Una sucesiofix,} de puntos d®&" se dice que esonvergentesi hay un vector
xeR" tal que|lxm — X|| — 0. En tal caso escribimos lim,..{Xm} = X 0, simplemente{xm} — X
y decimos qu& es ellimite de la sucesiofxm}.

Una sucesiorix,} de puntos d&" se dice que eacotadasi hay un nimerd/ > 0 tal que
[IXmll < M para todaneN.
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Campos escalares. Continuidad y limite funcional 4

Teniendo en cuenta la desigualdad
n
max{ix —yd : L<k<n} <l =yl < )1~ o (1.1)
k=1

Se deduce facilmente gy, — x si, y solo si{ITj(xm)} — IIj(X) para (1< j < n), esto es,
la convergencia erR" equivale a la convergencia por coordenadas

1.4 Teorema(Teorema de Bolzano — Weierstrags Toda sucesién acotada de puntosRie
tiene alguna sucesion parcial convergente.

1.5 Teorema(Caracterizacion de los conjuntos compactds Un conjunto Ec R" es com-
pacto si, y solo si, toda sucesién de puntos de E tiene alguresn parcial que converge a
un punto de E.

1.2. Campos escalares. Continuidad y limite funcional

Reciben el nombre deampos escalarels funciones definidas en subconjuntosikie
gue toman valores €R. Un campo escalar es, por tanto, una funcion real que deple
variables.

Un campo escalar de una variables es, simplemente, unafureal de variable real; un
campo escalar de dos variables es una funcion definida erbaorgunto del plano que toma
valores reales; un campo escalar de tres variables es uciarfutefinida en un subconjunto
del espacio que toma valores reales.

Los campos escalares de una o dos variables se puedenzasyali medio de sus repre-
sentaciones graficas que son, respectivamente, curvagp&nelo superficies en el espacio.
No es posible visualizar campos escalares de tres 0 mablesrorque sus graficas estan en
espacios de dimensién mayor o igual que 4.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar ylioaitgd igual que lo hacemos
con las funciones reales.

1.6 Definicion. Seaf un campo escalar definido en un conjuita R"y seaac E. Se dice
guef escontinuo enasi para toda: > 0 existe urns > 0 tal que se verificdf(x) — f(a)|| < &
siempre qu&eE Yy |[x — al| < e.

Se dice qud es continuo en un conjun®dc E si f es continuo en todo punge A.

Un ejemplo de campo escalar continuo lo proporcionan laggemiones canonicds; pues
se tiene que

I (%) = ILi(Y)l = IX) — yjl < [Ix = YI
de donde se deduce enseguida la continuiddd;de

1.7 Proposicion.a) Si f yg son campos escalares definidos en un conjunta R", se
verifica que los campos escalares-f7 y f g son continuos en todo punto de E donde J y
sean continuos. Y si f no se anula en E, el campo esdalaes continuo en todo punto de E
donde f sea continuo.

b) Sea f un campo escalar definido en un conjunta R" y sea h una funcion real de
variable real continua definida en un intervalo | que conéda imagen de f, I> f(E).
Entonces el campo escalarhy es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.
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Campos escalares. Continuidad y limite funcional 5

Los campos escalares mas sencillos son las funciones putias de varias variables. Di-
chas funciones se obtienen como sumas de productos de yespianes candnicas y son, por
tanto, continuas.

Paran = 3 las proyecciones candnicas son

H]_((X, Y, Z)) =X HZ((X9 Y, Z)) =Y H3((X’ Y, Z)) =Z

Un producto de estas funciones es una funcién de la fdifmay, 2) = x™y Pz% dondem, p,q
son numeros naturales o nulos. Las funciones polinémicasgrariables son combinaciones
lineales de este tipo de funciones.

Las funciones racionales devariables son las funciones de la forma
P(Xl’ X29 Y Xn)
Q(X1, X2, ..., Xn)

DondeP(x1, X2, ..., Xn) Y Q(X1, X2, . . ., Xn) SON funciones polindbmicas devariables. Edomi-

nio naturalde definicion de una funcién racional es el conjunto de puthbosle no se anula el
denominadof2 = {xeR" : Q(x) # 0}. Las funciones racionales son continuas en su conjunto
natural de definicion.

R(X1, Xp, . .., Xn) =

Componiendo funciones continuas reales de una variabléuc@iones polindomicas y ra-
cionales en varias variables obtenemos muchisimos ejsrdpleampos escalares continuos.
Aqui tienes unos pocos.

1+ xy? + xZ

f(xy) =senky), f(xy)=Ilog(l+x*+y°), f(xy,2= 2+ arcigky2d

El siguiente resultado establece la relacion entre lacoiatad y el limite secuencial.

1.8 Proposicién. Sea Sea f un campo escalar definido en un conjunto ' y seaac€ E.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua ea.
b) Para toda sucesiofx,} de puntos de E tal qui,} — a se verifica quéf(x,)} — f(a).

El siguiente resultado se demuestra de la misma forma quesagm para funciones reales.
1.9 Teorema(Teorema de Weierstrasy. Todo campo escalar continuo en un conjunto com-
pacto alcanza en dicho conjunto un valor maximo absoluto yalor minimo absoluto.

Dicho de otra forma, & c R" es un conjunto compactofyes un campo escalar continuo
enkK, entonces hay punt@e K, beK tales quef(a) < f(x) < f(b) para todoxeK.

1.10 Definicién. Seaf un campo escalar definido en un conjulio- R" y seaac E’. Se
dice quef tiene limite en asi hay un nimerd € R con la propiedad de que para toglo- 0
existe uns > 0 tal que se verificd|f(x) — L|| < ¢ siempre quxe Ey 0 < |x-al| < &.
Simbolicamente escribimg(sﬁ(lﬂirfr(x) = L. El nGmeroL se llamdimitede f ena.

El siguiente resultado establece la relacion entre eldifaicional y el limite secuencial.

1.11 Proposicién.Sea Sea f un campo escalar definido en un conjunto® y seaac E’.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) )I(i_rgf(x) =L.

b) Para toda sucesiofx,} de puntos de Hlistintosde a, tal que{x,} — a se verifica
{f(xn)} — L.
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Curvas enR" 6

1.2.1. Curvas emR"

Una curva eR" es una aplicacion continya: [a,b] — R". El puntoy(a) se llamaorigen
y el puntoy(b) extremode la curva. Naturalmente, comdt) € R" podremos expresarlo por
medio de sus componentes en la base candnica que seramfsdab.

y(t) = (2 (1), y2(), - ... (1))

Las funcioneg(t) se llaman funciones componentes)ydese dice que es derivable en un
puntot cuando todas sus funciones componentes son derivablesten mlinto, en cuyo la
derivada dey ent es, por definicidn, el vector

y'(®) = 07,721, ..., m (1)

Dado un punta = y(tp) tal quey ’'(tp) # O, se define laecta tangenteay en el puntoa
(aunque es mas apropiado deeir el punto §) como la recta de ecuacién paramétrea
ty ’(to), es decir, la recta que pasa oron vector de direccion’(to).

Cuando se interpretgt) como la funcién de trayectoria de un mévil, entoncessacidad
en un instantées el vectory ’(t) y surapidez es||y ’(t)||. La distancia que recorre dicho mévil
entre dos instantds= ay t = b viene dada por

b
f by @ dt.

1.12 Definicién. Un conjunto abiert@ c R" con la propiedad de que cualesquiera dos de sus
puntos pueden unirse por una curva que queda den@osgdlama urdominio.

Intuitivamente, un dominio es un conjunto abied®un solo trozoLos dominios desem-
pefian eR" un papel similar al de los intervalos &n

1.3. Derivadas parciales. Vector gradiente

Acabamos de ver que los conceptos de continuidad y limit foaiciones reales de una
variable se generalizan facilmente para campos escalarearihs variables. No ocurre lo
mismo con el concepto de derivabilidad el cual no puede géimarse de forma inmediata. La
razén es que el concepto de derivabilidad hace interveniivision de nimeros reales, pues
una derivada es un limite de cocientes incrementalesRy @o podemos dividir por vectores,
es decir, la estructura algebraica®eno permite generalizar algo parecido a un “cociente
incremental”. Sif es un campo escalar de dos 0 mas variables, la expresion

f(x) - f(a)
X—a

no tiene ningun sentido.

Otra diferencia importante es que en la recta rRakolamente podemos acercarnos a un
punto de ella a través de la propia recta, mientras quR"eparan > 2 hay muchisimas
mas posibilidades de acercarse a un punto dado; por ejepgglemos acercarnos a través de
cualquier curva que pase por dicho punto. Surge asi unaaridea que consiste en acercarse
a un punto dado a través de una recta dada. Parece que est#sies mas parecida a lo que
conocemos para funciones reales de una variable.

1.13 Definicién. Unadireccion enR" es un vector de norma 1.
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Interpretacién geométrica de las derivadas parciales 7

e Dados un punt@ e R" y una direccioru, la recta que pasa parcon direccionu es la
imagen de la aplicacion : R" —» R dada pory(t) = a + tu, es decir, es el conjunto de puntos
{a+tu:teR}.

e Seaf un campo escalar definido en un conjunto abi&ta R", seaa € E y u una
direccion. Se define lderivada de f en a en la direccion ucomo el limite

f(a+tu) - f(a)

Duf(@ =l

(1.2)

supuesto, claro esta, que dicho limite exista.

e Las derivada direccional de un campo escédlan un punta en la direccion del vector
& de la base canonica, se llama derivada parcidl elea respecto a la variableésima. Esta
definida por

fla+te) - f(a) f(ag,...,a+t,...,a0)— f(ar,...,a,...,an)

Dafle) = lin SR = :
f(ag,...., %, ....,an) — f(as,...,a,...,
X—>a Xk — Ak

y se representa con los simbosf (a) y %(a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son @gerigadunciones reales de
una variable real pues, para calcular la derivada de un casgadarf en un puntaa en la
direccionu lo que se hace es derivar er 0 la funciont — f(a+ tu) que es una funcién real
de una variable real.

Observa que la segunda igualdad[del(1.3) nos dicepguia,calcular la derivada parcial
Dk f(a), lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésimaiderando fijas las demas
variables Por eso se llaman derivadaarciales

1.3.1. Interpretacién geométrica de las derivadas parciak

Es importante que entiendas el significado de las derivaatagapes de una funcién en un
punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un casgateaf de dos variables definido
enE c R2. Fijemos un puntod, b). Las derivadas parciales deen (g, b) son, por definicion

_fa+tb)-f@b) _ - feeb) - fab)

t—0 t X2 X—a
Dof(ab) = fim @P+O-f@b . fay-f@b)
t—0 t y—b y—b

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parcialesf(x,b) y y — f(a,y) en los
puntosx = a ey = b respectivamente.

La gréafica def, es decir, el conjunt8 = {(x, y, f(X, ) : (X, y) €E} es una superficie er®.
Las funciones
71()() = (X’ b’ f(X’ b))’ 72(!/) = (av Y, f(a’ y))
son curvas contenidas en dicha superficie que pasan portel fah). Dichas curvas se ob-
tienen cortando la superfic® por los planosy = by x = a respectivamente. Los vectores
tangentes a dichas curvas en los puntda) y v»(b) son, respectivamente

y1'(@ = (1,0,D1f(a, b)), y2'(b) =(0,1,D2f(a b))

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Interpretacién geométrica de las derivadas parciales 8

En la figura[(1.1l) se ha representado la graficd gdas curvas obtenidas cortandola por los
planosx = aey = bjunto a sus vectores tangentes en el puatb)(

Figura 1.1: Derivadas parciales

Cuando un campo escalértiene derivadas parciales en todos los puntos de un conjunto
E c R", podemos definir lafunciones derivadas parcialete f, Dyf : E —» R que a ca-
da puntox € E hace corresponder el nimebg f(x). Dichas funciones son también campos
escalares.

1.14 Definicién. Seaf un campo escalar. Se definevelctor gradientede f en un puntca
como el vector
Vi(a) = (D1f(a),D2f(a),...,Dnf(a))

supuesto, claro esta, que dichas derivadas parcialeamxist

Supongamos qué es una funcién real de una variable real. La derivabilidad éa un
puntoacR se expresa por
lim f(x) - f(a) _ f/(a) e lim f(x)- f(@ - f'(@(x-a) _

) - 0
X—a X—a X—a X—a

Recuerda que la recta de ecuacion cartegjaad (a) + f/(a)(x — a) es la recta tangente a la
gréafica def en el punto 4, f(a)).

Si ahoraf es un campo escalar definido en un conjuita R", cuyo vector gradiente
V f(a) esta definido en un puntoc E, podemos considerar el hiperplanokh! de ecuacion
cartesianaxn,1 = f(a) + <Vf(a) | X — a). Este hiperplano pasa por el puntp{(a)) eR™'y es
la generalizacion natural de la recta tangente a la grafiecendduncion. Observa el parecido
formal entre las expresiones

y="f@+f'@x-2a), Xu="f(@+(Vi@]|x-a)

Ambas representan hiperplanos (un hiperplan&ees una recta) y la segunda se deduce de la
primera sustituyendo la derivada por el vector gradienteyaslucto usual de nimeros reales
por el producto escalar de vectores. Esto nos lleva a lasgitpidefinicion.
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Campos escalares diferenciables 9

1.3.2. Campos escalares diferenciables

1.15 Definicion. Seaf un campo escalar definido en un conjutac R" y seaa un pun-
to interior deE. Supongamos que esta definido el vector gradiift@). Se dice quef es
diferenciable ena si se verifica que
f(x) - f(a) - (Vf(@)|x - a)
m =0

x—a lix —all

(1.4)

Definamos
f(x) - f(a) - (Vf(a)|x - a)
lIx —all
La igualdad[(T.4) dice que Ia'{m(x, a) = 0. Con lo que, otra forma equivalente de escribir la
igualdad[[T.%) es la siguiente.

R(x,a) =

f(x) = f(a) + (Vf(@)|x-a)+R(x,a)lx-a| donde fimR(x,2) = 0 (1.5)

1.16 Definicién. Seaf un campo escalar diferenciable en un puat&! hiperplano erR™?!
de ecuacion cartesiana

X1 = f(2) + (Vi(@)|x - a)
se llama hiperplano tangentefaen a o hiperplano tangentea la grafica def en el punto
(a f(a).

1.17 Proposicién.Sea f un campo escalar diferenciable en un punjoseau una direccion
enR". Entonces se verifica que

Duf(a) = (Vf(a)|u)
Demostracion En la igualdad[{1]5) pongamas= a + t u con lo que obtenemos

f(a+tu) = f(a)+<Vf(a)|tu>+R(a+tu,a)||tu||:f(a)+t<Vf(a)|u>+R(a+tu,a)|t|

fla+tu) - f(a)
t

. . t
= lim :ItlngR(a+tu,a)¥ =0.

t—0

1.18 Corolario. Sea f un campo escalar diferenciable en un paton vector gradiente no
nulo ena.

a) La direccion en la que la derivada direccional de f en a exima es la direccién dada

. . . -, Vi(a)
or el gradiente, es decir, la direccién = :
poretd V@
b) La direccién en la que la derivada direccional de f en a esiméa es la direccién
. . . ., vi(a)
opuesta a la dada por el gradiente, es decir, la direccibe — V@I

Demostracion Las afirmaciones hechas son consecuencia de la propoaitiérior y de la
desigualdad de Cauchy—Schwarz, pues para toda direecsértiene que

(V@) [w)l < IVF@IlIwi = IV (@)l
Y la igualdad se da si, y solo si, hay un nimareR tal quew = AV f(a). Tomando normas
en esta igualdad se deduce qrie= 1/ ||V f(a)||, es decir las direcciones que hacen maximo

3 _ Vi(a) _ Vi@
IDwf (@) = (Vf(a)|w)lsonu = NIRRT
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Campos escalares diferenciables 10

Para la primera se tiene que

vi(a) >_ 1
vi@I/ Vi@

que es el valor maximo que puede tener una derivada direxdcion

D.f(a) = <Vf(a)‘” (Vi@]|Vf(@)=Ivi@I

Analogamente, para la segunda se tiene que
Dvf(a) = -Vl
que es el valor minimo que puede tener una derivada direadcion a

El resultado anterior nos dice que el vector gradiente enumntp sefiala la direccion en la
gue el campo tiene maximo crecimiento en dicho punto. Mismue en la direccion opuesta
a la del vector gradiente en un punto el campo tiene maximeedauiento.

1.19 Proposicion.Sean f un campo escalar definido en un conjunto E" y y una curva en
R" que toma valores en el conjunto E. Supongamosygerderivable en un puntg ¥ que f
es diferenciable en el punt= y(tp) € E. Entonces se verifica que la funcioft)h= f(y(t)) es
derivable eng y su derivada viene dada por

h(to) = (V(2)|¥'(to)) = > Dicf (@) (to) (1.6)
k=1

Demostracién Se tiene que

h(t) - hto) = () — F((to)) = (V@) | 7(t) — ¥(to)) + RY(®). 7(t) Ily(®) — ¥t

Dividiendo port — t tenemos

h(tt)—_t:(to _ fo0)- tf (r(to)) <Vf (@[ 020 0)> ROt 70" tyo(to)n
Teniendo en cuenta quetoliw = y’(tg) se deduce que
t— —1o
tim X=X (v1(a) )
como queriamos demostrar. O

Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un punta gsopiedad muy débil.
. X . . .
Por ejemplo, el campo escaléfx, y) = Y 5, f(0,0) = O tiene derivadas parciales nulas

en (Q0) pero no es continuo en dicho punto. La propiedad de seredié@able es mucho
mas fuerte que tener derivadas parciales. Por ejemplociépfédbar queun campo escalar
diferenciable en un punto es continuo en dicho puntoEl siguiente resultado proporciona
una condicion suficiente de diferenciabilidad muy (til.

1.20 Teorema(Condicion suficiente de diferenciabilidad. Un campo escalar que tiene de-
rivadas parciales continuas en un conjunto abierto es diferable en todo punto de dicho
conjunto.

En la practica suele suponerse que los campos escalares tierivadas parciales conti-
nuas. Esta hipotesis garantiza que son diferenciablesyfiegeste para justificar la mayoria
de los resultados que siguen.
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Rectas tangentes y planos tangentes 11

Es sabido que una funcién derivable en un intervalo con a@éaivula es constante. Para
campos escalares hay un resultado analogo. Observa lasigpde que el campo esté definido
en undominia

1.21 Proposicion.Un campo escalar definido en un dominio con derivadas pagsialilas en
todo punto del mismo es constante.

En la siguiente seccion te digo como calcular rectas y plamogentes a curvas y su-
perficies considerando las distintas formas en que éstalepuenir dadas. Mi propdsito es
esencialmente practico, a saber, que entiendas la formeodedgr en cada caso; por lo que
no me preocupo de justificar con detalle todo lo que digo.

1.4. Rectas tangentes y planos tangentes

1.4.1. Curvas en el plano

Una curval en el plano puede venir dada de tres formas:
a) Como lagrafica de una funciény = f(x) dondexel siendol un intervalo deR.

I ={(x f(X): xel}

b) Por medio deecuaciones paramétricagt) = (x(t), y(t)).
I'=y(1) = {(x(t), y(1)) : tel}

c) De forma implicitacomo el conjunto de puntagx,y) = 0 donde se anula una funcion
diferenciable de dos variables.

I ={(xy)eR?: g(x.y) = 0}

Suele usarse la siguiente terminologiah8, y) es un campo escalar diferenciable, las
curvas de ecuacion implicitax, y) = c o, lo que es iguah(x, y) — ¢ = 0, dondec es una
constante, se llamarurvas de nivelDichas curvas se obtienen cortando la graficdn de

con planos de la forma = c. Estas curvas son las que ves representadas en los mapas
topograficos.

Observa que) es un caso particular ag (basta considerag(x, y) = f(X) —y) y también es un
caso particular db) (basta consideranx) = (x, f(X))).

La tangente en un punto dleviene dada en cada caso como sigue.

a’) Latangente en un punta,p) = (a, f(a)) € I' es la recta de ecuacion cartesignab =
f’(a)(x—a). El vector (1 f’(a)) es tangente B en el punto 4, b) y el vector (f’(a), -1) es
ortogonal d” en el punto &, b).

b’) Latangente en un punto(ty) = (a, b) eI’ es la recta de ecuaciones paramétricas

(X y) = (to) + ty’(to) = (& b) + t(x'(to), y"(to))

El vectory '(to) = (X' (to), ¥’ (to)) es tangente B en @, b).
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c’) Latangente en un punta,p) eI es la recta de ecuacion implicita

(Vo@b)|(x-ay-b)=0
Se supone qu¥g(a,b) # 0 pues en otro caso, la tangente aybf no esta definida. El
vector gradient®&g(a, b) es ortogonal & en el punto 4, b).

Estas ultimas afirmaciones requieren alguna justificaéiara ello, supongamos que cono-
cemos unaepresentacion paramétrica locdkI” en torno al puntod, b). Es decir, hay una
curva de la forma(t) = (a1(t), ao(t)) eT" que pasa por el punta,(b) y que es derivatle
Pongamos(tp) = (a,b). Por lo visto enb’), sabemos que la tangentd &n (@, b) es la
recta que pasa por el punta b) con vector de direccida’(tg). Pongamo#$i(t) = g(a(t)).

En virtud de la igualdad{116), tenemos dquét) = (Vg(a(t)) |a’(t)). Peroh(t) = 0, por lo

queh’(t) = <Vg(a(t)) |a/’(t)> = 0. Resulta asi que el vectBr(a(t)) es ortogonal al vector
tangentey’(t). En particular, el vectdVg(a, b) es ortogonal al vectar’(tp) tangente & en
(a,b). Concluimos que la recta que pasa [@bj y tiene como vector ortogon&l(a, b) es
la recta tangentelaen @, b), pero dicha recta es justamente la recta de ecuacionieaides

(Vo@.b)| (x-ay b)) =0.
De lo antes visto, merece la pena destacar la siguienteguiaqbi

El vector gradienté&vg(x, y) de un campo escalar es ortogonal en todo puxtg) (en el
queVg(x,y) # 0) a la curva de nivel que pasa por dicho punto

1.4.2. Superficies eiR3

Una superficieS en el espaci®?® puede venir dada de tres formas:
a) Como la gréfica de una funcian= f(x, y) donde &, y) € A siendoA un conjunto de&R?.

S={(xy, f(xy) : (xy)eA}
b) Por medio de ecuaciones paramétrigést) = (x(s, t), y(s. 1), (s, t)) donde 6,t)e A c R?.
S=y(A) ={(x(st),y(s 1), zs 1) : (st)eA}

c) De forma implicita como el conjunto de puni@&, y,z2) = 0 donde se anula una funcién
diferenciable de tres variables.

S ={(xy.2eR%: g(xy.2) = 0}
Observa que) es un caso particular dg (basta consideraf(x, y,2) = f(x,y) — 2) y también
es un caso particular dB (basta consideray(s,t) = (s t, f(s t))). El plano tangente en un

punto deS viene dada en cada caso como sigue.

a’) Elplanotangente enunpuni@mb,c) = (a, b, f(a, b)) €S es el plano de ecuacién cartesiana

z-f@b)= 2 @bjx-a)+ %(a, b)(y —b)

1El teorema de la funcién implicita, que se vera mas adelgarentiza la existencia de dicha curva siempre que el vector
gradienteVg(a, b) # 0.
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Curvas enR? 13

Los vectore{ ( b)) ( g—f(a, b)) son tangentes@en (@, b, c) y el vector
y

(5.5 @b 1)

es ortogonal & en el punto 4, b, c).

b’) El plano tangente en un punidso, to) = (a, b, ¢) €S es el plano de ecuaciones paramétri-
cas

0 0
(X 4.2) = (So.to) + sa—z (So.to) + t(%(a» to)
Donde
dy
5—3(50, to) = ( (S0, to) (So, to) (50 to))

(sO,to)—(—(so,to) % (so.10), f(sO,to))

Dichos vectores son tangenteS &n (@, b, c).

c’) El plano tangente en un punta, b, c) €S es el plano de ecuacién implicita

(Vg(a.b.0)|(x-ay-b.z-0)) =

Se supone quBg(a, b, c) # 0 pues en otro caso, el plano tangen@ en (@, b, c) no esta
definido. El vector gradient@g(a, b, c) es ortogonal & en el punto 4, b, ¢).

Si g(x,y,2) es un campo escalar, las superficies de ecuacién impicitg, 2) = c o, lo
gue es iguab(x,y,2) — ¢ = 0, dondec es una constante, se llamanperficies de nivel
(cuando el campo se interpreta como un potencial se ll@uperficies equipotenciales
De lo dicho enc’), se sigue quel vector gradient&g(x, y, z) es ortogonal en todo punto
(X%, y,2) (en el queVyg(x,y,2) # 0) a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.

1.4.3. Curvas enr?®
Una curvd’ en el espacio puede venir dada de dos formas.
a) Como interseccion de dos superficisy S,.

b) Por medio de ecuaciones paramétrigfy = (X(t), y(t), z(t)) dondete | c R el es un
intervalo.

I =y(1) = {(x(), y(t), Z(1)) : tel}
La tangente en un punto dieviene dada en cada caso como sigue.

a’) Latangente en un punta,(b,c) eI es la recta interseccion de los planos tangenesya
aS; en (@ b,c). Por ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus emeximplicitas.

Sy =
S, =
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Derivadas parciales de orden superior 14

Entonces, las ecuaciones implicitas de la recta tangente so

|

Donde se supone que los vectores gradi&fft@, b, ¢), Vg(a, b, c) son linealmente inde-
pendientes pues, en otro caso, la recta tangente a laCetvdg, b, ¢) no esta definida.

Vi@b,0)|(x-ay-bz-c)=0
Vg(a,b,0)|(x-ay—b,z-c) =0

b’) Latangente en un punto(ty) = (a, b, c) I’ es la recta de ecuaciones paramétricas

(X.4.2) =7 (to) + ty "(to) = (&, b, ¢) + t(X'(to). y'(to). Z'(to))

El vectory "(to) = (X' (to), ¥’ (o), Z'(to)) es tangente B en (@, b, c).

1.4.4. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalajue tiene derivadas parcialbgf en un conjuntd c R".
Las funcionesDif son también campos escalares que podemos, cuando se ddyem,ay
derivar parcialmente en puntos & Obtenemos de esta forma lderivadas parciales de
segundo ordede f, es decir las funciond3;(Dxf), que se representan simbdlicamente de las
formas
o°f o’
OXj 0% oxg

De forma analoga se definen las derivadas parciales de tedmw de f como las derivadas
parciales de las derivadas parciales de segundo ordéry de representan por

Dikf(x), )

a3 f a3 f a3 f

Dikmf(X), m(x); (9_Xi’(x); axiaxj

)

Es natural preguntarse si el orden en que se realizan lasadasi debe ser 0 no tenido en
cuenta. Afortunadamente, en la mayoria de los casos podamidarlo porque se verifica el
siguiente resultado.

1.22 Definicion. Se dice que un campo escafags de clas€X en un abiertd c R" si f tiene
derivadas parciales de ordkigontinuas erk.

1.23 Teorema. Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un oaspalar
de clase & solamente dependen del nimero de veces que se deriva panial respecto de
cada variable, pero el orden en que se realicen dichas derdrees no afecta para nada al
resultado final.

1.4.5. Ejercicios propuestos

Como para calcular derivadas parciales de una funcion deswaariables se consideran
fijas todas las variables menos aquella respecto a la queige, dalcular derivadas par-
ciales es lo mismo que derivar funciones de una variablensete debes tener cuidado
para darte cuenta qué tipo de funcion es la que tienes quedpdrque ello puede de-
pender de la variable respecto de la que derivas. Por ejetapioncion f(x,y) = %
cuando fijags (para derivar respectoxd es una funcién potencia (la variable esta en la
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Ejercicios propuestos 15

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

20.

base y el exponente esta fijo) y cuando fidpara derivar respectog es una funcion
exponencial (la variable esta en el exponente y la base ggta fi

Te recuerdo que es muy frecuente, sobre todo en libros deaFdsingenierias diver-
sas, representar las funciones por letras. Asi, lo que laem#dicos solemos escribir
f(x,y) = cosky) + xy?, para indicar quef es una funcion de dos variablge= y cuyo
valor en el puntoX, y) viene dado por cogf) + xy?, suele expresarse de forma menos
precisa en la forma = cosy) + xy?, cuyo significado es exactamente el mismo que
el anterior cambiandd por z. Naturalmente, en vez depuede usarse cualquier otro
simbolo que sea distinto dee y. Tienes que acostumbrarte a esta notacion y entender
cuando una letra representa una variable y cuando repaasgafuncion.

Calcula las derivadas parciales de primer orden de los caegualares:
(@) f(xy) =xy+22x+ysenkd (b)z=(C+y¥)eX  (C)w= X +z€ +Xxyz

Xy

Calcula las derivadas parciales de primer y segundo ordeano f(X, y,2) = ———.
1+y?+ 7

Calcula las derivadas parciales de primer y segundo ordsaampos escalares:

(a)z=sen(cos(e?)) (b)w=log(4+arctgk/y)) (c)u=tg((xy)?) (d)v=arctg(z*)
Te recuerdo que una direccién viene dada por un vector deaneuiidea 1. Siy b son

. L . . b-a
puntos deR" la direccidn del punta hacia el puntdo viene dada por el vect b —a

Calcula la derivada direccional di(x,y) = log(1+ /X2 + »2) en el punto (12) en la
direccién hacia el origen.

Calcula la derivada direccional @€, y) = arc tg(ﬁyyz) en el punto (11) en la direc-
cion hacia el punto (2).
Calcula valores de, b y c para que la derivada direccional de la funcion
f(X,y,2) = axy? + byz + c2x°
en el punto (12, —1) tenga un valor maximo igual a 64 en la direccion del eje OZ.

Calcula la ecuacién de la recta tangente y de la recta nortaalgse de ecuacion

X2 y2 _q
2 "
en un puntoy, v) de la misma.

Considera la curva dada por las ecuaciones paramétti¢ase' + cost, y(t) = e + sent.
Calcula la ecuacién de la recta tangente en el put{@®,y(0)).

Calcula, para los siguientes campos escalares, el veatmahenP, a la curva de nivel
gue pasa por dicho punto.

1. f(x,y) = arc tg[L] Po = (1,1).

V1+X2+y?
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seni + y)

210 = 3 osk - 1)

X—y
1+ log(1+ x2y?)
dada por el vector ortogonal (de norma 1) en el punta)& la curva de nivel del campo
f(x,y) = xy® + X3y que pasa por dicho punto.

21. Calcula la derivada db(x, y) = en el punto €1, -1) en la direccion

22. Calculalas ecuaciones del plano tangente y de la recta haiwada una de las siguientes
superficies en el punt®, indicado.

Z-2¢-242-12=0, Po(1,-1,4);
z-log(®*+ %) =0, Py(1,0,0)
X+ P+ -2X+4y+3z+1=0, Py(3,4,-3);
4-x>-47 =y, Py0,0,1)
zZxy—1)-(x+y) =0, Po(L23);
Z+ 42X+ 2y - x> —y?-3=0, Po(L1+ ve1l)

23. Halla la ecuacion de la tangente a la curva dada como intéésedel elipsoidex® +
4y? + 272 = 27 y el hiperboloide? + y? — 272 = 11 en el punto (3-2, 1).

24. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva definiddagaterseccion de las
superficiesz = xy, x* + y> — 2z = 4 en el punto (31, 3). Comprueba el resultado
expresando la curva por sus ecuaciones paramétricas.

25. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva definidéapaterseccion de las
superficies 4z= (x + 2)y, 322 +y = 5x en el punto (12, 1).

1.5. Extremos relativos

1.24 Definicién. Seaf un campo escalar definido en un conjubta R". Se dice qud tiene
un maximo relativo (resp.minimo relativo) en un punta € E, si a es un punto interior de
E y existe un nimero > 0 tal queB(a,r) c Ey f(x) < f(a) (resp.f(a) < f(x)) para todo
x € B(a, r). Cuando estas desigualdades se verifican de forma eseicliae que el maximo o
el minimo relativo es estricto.

Los puntos en los qué tiene un maximo o un minimo relativos se llanetiremos rela-
tivosdef.

1.25 Proposicién(Condicion necesaria de extremo relativh Sea f un campo escalar defi-
nido en un conjunto E R" y supongamos que f tiene un extremo relativo en un paate

y ademas que el vector gradiente de faessta definido. Entonces se verifica quga) = 0.
Es decir, las derivadas parciales de primer orden de fason todas nulas.

Demostracién Supongamos quktiene un maximo relativo eay sear > 0 tal queB(a,r) C
Ey f(x) < f(a) para todox € B(a,r). Definamosy ;] —r,r[— R por ¢(t) = f(a + te).
La funcion ¢ esta definida en el intervalo r,r[ pues para todad 4 — r,r[ se tiene que
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la+tec —all = |t| < r porlo quea + te € B(a,r) ¢ E. Ademas, para todod —r,r[ se
tiene quep(t) = f(a+tex) < (@) = ¢(0). Luegoyp tiene ent = 0 un maximo relativo. Ademas
como, por hipétesis, exisigy f (a), tenemos que es derivable eh= 0. Luegoy’(0) = 0, pero
¢’(0) = Df(a). O
1.26 Definicién. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo edcakaidlaman
puntos criticosde f. Los puntos criticos de un campo escalar que no son extrestaiyos
se llamarpuntos de silla

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos criticbfpetplano tangente es
“horizontal”.

La condicion necesaria de extremo relativo no es sufici@ueejemplo, el campo escalar
f(x,y) = X2 — y? tiene un punto critico en (0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto
pues en toda bola centrada enqtoma valores positivos y negativos.

Al igual que para funciones de una variable, la derivada rsg@gyproporciona una con-
dicion suficiente de extremo relativo, para campos escatirerarias variables las derivadas
parciales de segundo orden nos van a permitir dar una céndiaficiente de extremo relativo.
Necesitaremos para ello el siguiente resultado.

1.27 Proposicion.Sea f un campo escalar definido en un conjunto E" y supongamos que
f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas gruotoa interiorde E . Sear- 0
tal que Ba, r) c E. Entonces para tode con||X|| < r se tiene que

n 1 n n i
fa+x) = f(@)+ ) Dif(a)xc+ 3 D7 Dikf @0 + IXIZ¢(x)  con lime(x) = 0 (L.7)
= =1 k=1

Demostracién Fijemos el vectok en las condiciones del enunciado y definamos la funciéon
hy(t) = f(a+ tx). Dicha funcion esta definida en un intervalo abidrtn[-1, 1] y es dos veces
derivable ert = 0. El teorema de Taylor—Young dice que

he(t) = hy(0) + hy(0)t + :—ZLhX”(O)tZ +t2r(t,x) (1.8)

contl’lrglr(t, X) = 0. Pongamos(t) = a + tx, con lo cualh(t) = f(y(t)). Por [1.6) tenemos que
n n
h(® = > Dif®)y'i) = ), Dif (O (1.9)
=1 =1
Donde hemos tenido en cuenta que las componentgsdey;(t) = a; + tx;. En particular
n
hy(0) = Z D f(a)x (1.10)
ji=1

Volviendo a derivar la igualda@ (1.9) ¢ér- 0, aplicando otra vez la misma regla de derivacion
alos campos escalarBs f (y(t)), obtenemos

hX”(O) = i (i Dj,kf(a)xk] Xj = i i Dj,kf(a)Xka (1.11)

j=1 \k=1 j=1 k=1
Sustituyendo las igualdadés (1.10) y (1.11)(en| (1.8) y Ingicie= 1 obtenemos

n n
f(a+x) = f(a)+ZDkf(a)xk+%Z Djx f(a)%cX; + r(1,X)
k=1 =1 k=1
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Solo queda probar quél, x) puede escribirse en la formél, x) = [Ix||? ¢(x) con lim0 ¢(X) =
0 pero esto vamos a dejarlo para otra ocasion. a

1.28 Definicidn. Seaf un campo escalar devariables que tiene derivadas parciales de se-
gundo orden continuas en un pumtd_a matrizn x n

H(f,a) = (Dij f(8))14 j<n
se llamamatriz hessianade f ena.
Observa que la matriz hessiana es simetrica poljuiga) = Dji f(a). En consecuencia,

dicha matriz define una forma cuadratica, que representar@ar Q(f, a), que viene dada
paratodox = (X1, X2, ..., Xn) €R" por

Q(f,a)(x) = xH(f,a)x = > 3" Djxf (@)%
=1 k=1

donde el punto .” indica producto matricial y' es el vector columna. Con esta notacion
podemos escribir la igualdad (1.7) en la forma

fa+x) = f(a)+(Vf(a)|x)+ %Q(f,a)(x) +[IXIPo(x) donde limp() =0 (1.12)
X—
Si suponemos gu&es un punto critico dé podemaos escribir
f(a+x)=f(a)+ %Q(f, a)(x) + [IX|?¢(x) donde Iirggo(x) =0 (1.13)
X—

De donde se sigue que
fa+x)-f(a) 1
X2 20X
Teniendo en cuenta que las formas cuadréaticas son polisdmimogéneos de grado 2, es
decir, Q(f,a)(Ax) = 12Q(f,a)(x), se tiene queZHIWQ(f,a)(x) = %Q(f,a)(x/llxn). Resulta
asi la igualdad
fa+x)-f(a) 1
ME 2

Q(f,a)(x) + ¢(x) donde Xl’lrglgo(x):o

Q(f, a)(x/IIXll) + ¢(x) donde limpy(x) =0 (1.14)

1.29 Definicién. Una forma cuadratic®(x) = Zﬂjzl @ijXX; se llama:

e Positiva definidasi Q(x) > 0 para todoceR" conx # 0.

e Semidefinida positivasi Q(x) > 0 para todoceR".

e Positiva negativasi Q(x) < 0 para todoxeR" conx # O.

e Semidefinida negativasi Q(x) < 0 para todoceR".

¢ Nodefinidasi hay vectorex paralos qu&)(x) > 0y hay vectorex para los qu&)(x) < O.

1.30 Teorema.Sea f un campo escalar definido en un conjunto E" y supongamos que f
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas emntop interior de E que ademas
es un punto critico de f. Sea(fa) la forma cuadratica asociada a la matriz hessiana de f
ena.

Q(f,a)(x) = xH(f,a)x" = > 3" Djxf (@)%
=1 k=1
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a) Si la forma cuadratica (¥, a) es definida positiva entonces f tiene @&mn minimo
relativo estricto.

b) Si la forma cuadratica (¥, a) es definida negativa entonces f tieneaean maximo
relativo estricto.

¢) Si la forma cuadratica ¥, a) es no definida entonces f tiene un punto de silla.en

d) Si f tiene un maximo relativo enentonces la forma cuadratica(® a) es semidefinida
negativa.

e) Si f tiene un minimo relativo enentonces la forma cuadratica(® a) es semidefinida
positiva.

Demostracion ComoQ(f,a) es una funcién polinébmica y, por tanto, continua, y la esfer
unidad deR", S(0,1) = {ueR" : ||u|| = 1}, es un conjunto compacto, en virtud del teorema de
Weierstrass, dicha funcién alcanza un minimo valor y un maxialor enS(0, 1). Sea

m=min{Q(f,a)(u) : llull =1}, M =max{Q(f,a)(u): |jull =
a) Supongamos qu@(f, a) es definida positiva. Entonces se tiene gque 0. y, por laigualdad
({I.12), tenemos que
f(a+x) - f(a .
O - SQ(ha )+ 0 > + ) donde lim(0 =0
La condicion Iirgw(x) = 0 garantiza la existencia de un numere 0 tal quejp(x)] < m/4
X—

siempre que O< ||X]| < s. En consecuencia, si en la desigualdad anterior suponeo®s q
0 < |IX|]| < s, setiene

fa+x)- f(a) m m m
B Sl A S ———=—>0
NE 2 o) > 2 273"

Deducimos quéd (a+x)— f(a) > 0 paratodo con O< ||x|| < s. O, lo que es igualf(2)- f(a) >
0 para tode tal que O< |lz—al| < s. Lo que prueba qué tiene ena un minimo relativo
estricto.

Los demas puntos se prueban de forma parecida. O

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasifieaforma cuadratica. Hay
varios procedimientos sencillos para ello. Los dos queesigucontinuacion son los que me
parecen mas comodos.

Clasificacion de formas cuadraticas

SeanA = (&), j<n UNA Matriz simétrica de numeros reales y

n
Qa(X) = X.AX! = Z aij X x! (1.15)
i,j=1

la forma cuadratica definida pofi. Los valores propiosde A son las raices del polinomio
caracteristicg(1), que se define como el determinante de la mafriz A | :

p(A) = |A - 21|
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Es sabido que, en la situacion que estamos considerandajd¢as de dicho polinomio son
todas reales.

Seand; (1 < j < n) los valores propios deA. Se demuestra que hay una b#se=
{uz,Uz,..., Uy} enR" tal que para todo vectore R" se tiene que

Qa(¥) = > 48
j=1

donde §, X2, ..., X,) son los coordenadas del vectoen la baseB. De aqui se siguen los
siguientes criterios.

e La forma cuadratic® es definida positiva si, y sélo si, todos los valores prop@sid
son positivos.

e Laforma cuadrdtic®4 es definida negativa si, y solo si, todos los valores propéad d
son negativos.

e Lacuadraticd4 es no definida si, y s6lo s#A tiene valores propios positivos y negativos.

¢ Laforma cuadratic®4 es semidefinida positiva si, y sélo si, todos los valoresipsoge
A son mayores o iguales que 0.

e Laforma cuadratic® 4 es semidefinida negativa si, y sélo si, todos los valoresipsaje
A son menores o iguales que 0.

Para aplicar estos criterios no es preciso calcular logesioropios deA sino solamente
saber cuantos de ellos son positivos, negativos o nulostulfadamente, hay un criterio que
nos proporciona esta informacion sin mas que observar kfic@ntes del polinomio caracte-
ristico.

1.31 Proposicién(Regla de los signos de DescarfesSea {x) = anX"+a,_1 X" 1 +- - -+ a;x+
ap un polinomio con coeficientes reales y cuyas raices son todaeros reales. Se verifica
entonces que:

a) El nimero de raices positivas de f (contando multiplidiels) es igual al nimero de
cambios de signo en la sucesi(@, an_1, . . ., a1, a) de los coeficientes de f.

b) El ndmero de raices negativas de f (contando multiplidet es igual al nimero
de cambios de signo en la suces{@al)"a,, (-1)"ta,_1, ..., —a1, a) de los coeficientes de
f(—X).

Para contar los cambios de signo en la sucesién de coefgismtealtan los coeficientes
nulos. Por ejemplo, sf(x) = 2x% + x> — x + x> — 5, la sucesion de coeficientes flees
(2,1,0,-1,1,0,-1) cuyo numero de cambios de signo es 3.

1.32 Corolario. Sea [§) el polinomio caracteristico de la matriz hessiana de fae&nton-
ces.

e Sip1) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de céemertigual signo, se
verifica que f tiene un méaximo relativo estrictoan

e Si p1) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de ceamakernando su
signo, se verifica que f tiene un minimo relativo estrict@en

e Si p(1) tiene grado n, sus coeficientes nulos van seguidos y llegsta lehtérmino inde-
pendiente y los coeficientes no nulos tienen igual signo aitamando su sigo, entonces no
puede afirmarse nada.

¢ Entodos los demas casos, f tiene un punto de silla en
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Otro criterio para estudiar el caracter de la forma cuachdfl.I%) se basa en la sucesion
de signos de losnenores principalesle la matrizA. El menor principal de ordek es el
determinanten = | j|,_. i< Se verifica que:

e Sitodos los determinantes principales son positivos lenfocuadratica es definida
positiva.

e Silos determinantes principales son todos distintos de geran alternando signo
siendo el primero de ellos negativo, la forma cuadratica einida negativa.

¢ Silos determinantes principales son nulos a partir de unelttes en adelante y los
no nulos son positivos o van alternando signo siendo el padrde ellos negativo, no puede
afirmarse nada.

e Enlos demas casos la forma cuadratica es no definida.

Observa que cuando la dimensidres par, si el determinante de la matfizes negativo
entonces la forma es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dosrdiimnes.

SeaA c R? un conjunto abierto y sefiun campo escalar definido émue tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas. Supongamosduye @ es un punto critico déy sea

0% f 6% f
W(a’ b) EEn (a,b)
H(f,(a,b))= 62f any
— (@b —(ab
X0y (a,b) 7 (a,b)

la matriz hessiana deen (@, b) y notemos dét(f, (a, b)) su determinante.

2
= SideH(f,(a,b) >0y Z—XZ(a, b) > 0 entoncesf tiene en & b) un minimo relativo
estricto.
. 0% f . L .
= SideH(f,(a,b)) >0y W(a, b) < 0 entonced tiene en & b) un maximo relativo

estricto.

= SideH(f, (a, b)) <0 entonced no tiene extremo relativo em,(b). Se dice queg, b) es
un punto de silla dd.

= Cuando det(f,(a,b)) = 0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir
si hay o no hay extremo relativo en, b). Cuando esto sucede puede ser interesante
estudiar el comportamiento de las curnda,t + b) y f(a + t,b). Si alguna de dichas
curvas no tiene extremo relativo o tienen extremos relato® distinta naturaleza en
t = 0, podemos concluir que en, p) no hay extremo relativo dé.

1.5.1. Ejercicios propuestos
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26. Determinar los extremos relativos de las funciones:

f(%y) = 23 + 6xy? — 3x% + 3y f(xy) = X - 2x° + y* — >,
20
f(x,y)=xyx—sx+y; f(%y) = 23 + y? + 8x — 6y + 20;
Y

f(xy) = - +4xy — 2% + 1; f(x,y) = cosf) cosf)

f(Xy) = 2X+y + X + xy + y°; f(xy) = x2y% - x? - y?;

f(xy) = x logy — x f(x, y) = 2% + y* — 4x% - 2%

f(xy) = xy(1-x—y); f(xy) = —4C + 6x°y + 3y* — 4y°
f(Xy,2) =X+ Y2+ 32 +yz+2x2— xy, f(X%y,2) = (F + 22) W +7+D);
f(Xy,2) = Xy + XZ+ yZ, f(Xy,2) = (X + 22) W +Z+D)

27. Trazar un plano que pase por el puntpXB) y que forme con los ejes coordenados un
tetraedro de volumen minimo (el volumen del tetraedro eroia del area de la base
por la altura).

28. Recta de minimos cuadradasDadosn puntos &;, yi) eR?, determinar los nimerasy

n 2
B para que la cantidaZ (yi —aX —B) sea minima.
i=1

29. Dadosm puntosa €R", calcular el valor minimo de la funcion(x) = X\, [IX — aill.

1.6. Funciones vectoriales. Matriz jacobiana

Una funcidn vectorial es cualquier funciéon que toma val@esin espacio vectorial de
dimensién mayor mayor que 1. Las curvas en el plano o en etiessan funciones vectoriales
de una variable. Ahora nos interesa considerar funciongsni&les de varias variables.

1.33 Definicién. Seanfy, fa, . .., f, campos escalares definidos en un subconjEntoR". La
funcionF : E —» R™ definida para toda = (Xg, X, . . ., Xn) € E por

F(x) = (f1(x), f2(x), . .., fm(X))

es unauncion vectorialde n variables ym componentes$Suele escribirse = (f1, fo, ..., f).

El nombre decampo vectoriabe aplica a aquellas funciones vectoriales que tienen igual
mero de variables que de componentes, esto es, para fusiciefieidas en un subconjunto de
un espacio vectorial y que toman valores en dicho espactonaic

1.34 Definicién. SeaF = (fy, f2,..., fn) : E > R™, dondeE c R", una funcién vectorial da
variables ym componentes. Sesmun punto interior dde. Se dice qué esdiferenciableena
si los campos escalarés f,, ..., f, componentes dE son diferenciables em En tal caso, la
matriz cuyas filas son los vectores gradievitga), esto es la matriz den filas y n columnas
(Dj fi(a))1<i<m, Se llamamatriz jacobiana de f enay se representara pd(f, a).

<j<n

La aplicacién lineaD F(a) : R" — R™ definida para todaeR" por

D F(a)(x) = J(f,a).x!
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Derivadas parciales de funciones compuestas 23

donde %" indica producto matricial k! es el vector columng, se llamadiferencial deF en
a.

En términos del producto escalar, podemos escribir pamxte®":

DF@(X) = ((Vf(@)|x). (V@) |X).....(Vin(@)|x))eR™
Es facil deducir a partir de esta igualdad y de la definiciénatepo escalar diferenciable que

se verifica
i F(X) - F(@) - DF(a)(x — a) _
x—0 |Ix —all

1.35 Teorema(Regla de la cadenp SeanF : E - R EcR"y G: A —> R", Ac RS,
funciones vectoriales tales q@A) c E de manera que la composicibh=FocG: A —> R™
esta definida. Supongamos d@ees diferenciable en un punte A y queF es diferenciable
en el puntaG(a) € E. Entonces se verifica que la funcién compuébes diferenciable en, y
su diferencial viene dada como la composicién de las regpectiferenciales:

0

DH(a) = DF(G(a)) o D G(a) (1.16)

Observa que la composicion tiene sentido pDeS(a) : RY - R" y DF((G(a)) : R" —
R™, por lo que la composicién es una aplicacion lineaRdea R™, como debe ser pués es
una funcién vectorial dg variables ym componentes.

1.6.1. Derivadas parciales de funciones compuestas

La expresion de la igualdad (1116) por medio de matricesjacas es
J(H,a) = J(F,G(a)).J(G, a) (1.17)

PonienddH = (hy, hy, ..., hm), F = (f1, f2,..., fn), G = (91,92, . . ., gq); Notando las variables
porx = (X, X2,..., %) €R" Y = (y1,y2,...,ym) €RY, y escribiendd = G(a), tenemos que

— =[—1(b J= b=G
(Byj (a))1<i_<m (5xk( ))1<i<m (5yj @ 1<ksn @
1<j<q 1<k<n 1<j<q

De donde se sigue

‘9—h'(a) = a—ﬂ(b)%(a) b=G@ (I<i<m 1<j<q) (1.18)
(9yj <1 OXk (9yj

Esta igualdad constituye tegla de la cadena para derivadas parcialeg es importante que
aprendas a aplicarla y que entiendas lo que dice. Voy a artéattilitarte las cosas.

Primero, lo mas frecuente es gbesea un campo escalar. Supongamos, pues, que en lo
anterior,F = f es un campo escalar, en cuyo chsoe f o G también es un campo escalar. La
igualdad[(1.18) queda ahora
n
of  dgk .

—(b)=—(a) b=0G(a) 1<j<09 (1.19)

oh
35 @ =2, 5 05

En esta igualdad se interpreta que la func®n A — E c R" lo que hace es ufcam-
bio de variables” Hablando familiarmente, podemos decir, que las “varghblatiguas” de
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la funcion f, esto es lax = (X1, Xp,...,Xn) € E se han sustituido por “variable nuevas”
Y = (y1.y2....,yq) € Ay la funcion f se ha “expresado en estas nuevas variables” dando
lugar a la funciorh. La relacién entre unas variables y otras viene dada por

X = gk(y1,¥2,---,yq),  1<k<n (1.20)

De esta manera podemos interpretar la igualdad](1.19) enntefsiguiente:

Para derivar la funcion nueva respecto a una nueva variable se deriva la fun-
cion antiguaf respecto a cada una de sus variaklgsse multiplica por la derivada
de cada una de ellag = gk(y1, y2, . . ., yq) respecto a la variablg.

Ya se ve que la situacién esta pidiendo que hagamos algumplifigiaciones que, ademas, son
las que se hacen siempre en la practica porque, aunque socoaligisas, facilitan mucho los
calculos.

Lo primero que se hace es identificar las funciajegue introducen las nuevas coordena-
das con las coordenadas antigigses decir, vemos las coordenadas antiguas como funciones
de las nuevas y esto lo escribimos en la forma siguiente.

Xk = Xk(yl,yz,---,yq), l< k< n (121)

Con esta notacion, la igualddd (1.19) queda como sigue.
oh N of . Ox .
5 @=2,o-0)2@ b=G@ (@<j<aq (1.22)
j o1 9% oY

Observa el doble papel que desempefia a la derecha de edtmdiglsaletrax,; cuando se
deriva respecto de ella representa una variable y cuaraisestieriva respecto de una variable
nueva representa una funcion.

La igualdad[(1.22) ya es bastante facil de recordar perostads siguen haciendo en la
practica, sobre en todo en los textos de Fisica que suelenais&iones muy desafortunadas,
algunas simplificaciones adicionales (y peligrosas). Aesato se distingue entre la funcién
f y la funciénh porque, como suele decirse en esos textos aludidos]asamisma funcién
expresada en distintas variabled4aciendo la identificacion deconh nos queda lo siguiente.

of “af O .
5—!“(&) = 24 R(b)a_m(a) b=G@ (1<j<0 (1.23)

Aqui la letraf desempefia un doble papel: a laizquierda es la funcién catgyea la derecha
es la funcion dada en sus variable iniciales.

Todavia suele darse un pasito mas que consiste en reprasefuacion f con una letra
gue suele usarse para representar variables; a saberala IEsto es frecuente también en
textos de Fisica. Vamos a hacerlo asi.

oz N9z 0% .

a-@=) 7-(b)>"@ b=6@ (I<j<0 (1.24)
Todavia hay algo que podemos simplificar. Habras observad@igmpre indico la relacion
que hay entre los puntdsy a. Eso es muy importante para entender lo que se hace. Hay que
saber donde se evallan las derivadas parciales de cadarfuRcies bien, eso no se indica
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jamasen textos de Fisica. Nunca se indica en donde se evallarriesddes parciales. Asi que
vamos a suprimirlo.

9z~ 9z O .

B W 1<j< 1.25

5 ;axkay,- (1<j<q (1.25)
Debes de familiarizarte con esta igualdad y saber recomrceha la igualdad de partida. Y
no olvides la forma en que se evalla esta igualdad. Lo vugbamar.

- oz

0z OXy .

-0)=) 5 -G  (A<i<q) (1.26)
Yi = 0% Yj

Si tuviéramos que volver a derivar en esta igualdad respaata variablgy se derivaria como

de costumbre: la derivada de una suma es la suma de las @darivpdra derivar el producto se

aplica la regla usual. Pero hay un detalle muy importantegueda funcic')n:—;k(G(y)) vuelve

. z - .
a ser la funcién compuesta del campo esczgar con la funcionG. Por tanto para derivarla

hay que aplicarle la misma regla que hemos aplicado paravd&rzcomo funcidon compuesta
y que nos ha llevado a la igualdad anterior. Es por eso qudcelle@le derivadas parciales de
segundo orden en funciones compuestas suele ser bastgateoso y es facil equivocarse si
no se sabe lo que se hace.

. 0z .
1.36 Ejemplo. Vamos a calculaié—x siendoz = u? + v° + 3up dondeu = X + 2, v = senfy).

Asi es como suelen enunciarse estos ejercicios y debesdenteien el enunciado. Nos
estan dando una funcién de las variabigs)a la que llamarz. Esto es la letra representa
una funcion, a sabez, = u? + v° + 3uv. Nos estan dando urambio de variablepor medio

. . 0z - .
de las igualdades = x° + 42, v = senfy). Y nos piden calculaié—x. Esto ultimo ya nos dice

L, . 0z .
claramente que debemos vcomo funcion dex e y, es decir, la letra en ™ es la funcion
que nos damlespués de sustituir en ella las nuevas varialbbesea, la funcion compuesta de
z= 12+ 0° + 3w conG(x, y) = (X + y2, senky)).

Sabemos que
0z 9zou  dzov

0z _0zou 0zov _ A
%~ gudx " 7oy = (Ut 30)2x+ (Su” + 3u)y cosfy)

. . . . 0z . .
Si lo dejamos asi escrito parece qgl;(e depende de 4 variables. Pero no es asi porque en la

igualdad anterior las variables sg® y (las nuevas variables) mientras qug v (las antiguas
variables) vienen dadas por= x* + 4, v = senfy). Por tanto, es mejor hacer la sustitucion,
con lo que resulta

0z

" (20 + %) + 3senky))2x + (5 seft(xy) + 3x% + y?)y cosfy)

gue nos da el valor de la derivada parcial de la funcién costawen un puntox y). En este
caso es muy sencillo calcular la funcién compuesta. Haztmyprueba el resultado obtenido.

¢
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1.6.2. Ejercicios propuestos

31.

32.

33.

34.

35.

Consideremos una funcién de dos varialey, z = z(x, y), y supongamos que expresa-
mosx ey en funcién de nuevas variabley v, lo que indicamos en la forma= x(u, v),

y = y(u,v). De esta forma la funciémes funcion (funcién compuesta) de las “variables
libres” uy v, a través de las “variables dependiente&'y. Se trata de calcular las de-
rivadas parciales derespecto de las nuevas variableg v. La regla para hacerlo es la
siguiente: para derivar una funcién

z=2xy), x=xU,v), y=y(u,v)

respecto de una nueva variable, se dexirespecto de cada una de las antiguas variables
y se multiplica por la derivada de cada antigua variableeetspde la nueva variable. Se
entiende mejor si lo escribimos simbolicamente

oz _ozox ozoy
du  9xdu  dydu

En esta igualdad debes darte cuenta de que a la izquierda,esiamos derivando res-
pecto au, la letraz representa a la funcion compuesta z(x(u, v), y(u,v)) y la derivada
esta calculada en un punta ¢). En la parte derecha de la igualdad la letr@presen-

ta la funcién dada = z(x,y) y las letrasx e y representan variables (cuando se deriva
respecto de ellas) y funciones (cuando se derivan respeatp debe entenderse que
cuando se sustituye un valor ded) en la igualdad los valores dee y deben sustituirse
porx = x(u,v), y = y(u,v).

0z
Seaz = cosfy) + &% cosx donde X = V> + 0,y = U—1°. Calcular% en el punto
(u,v) = (1,2).
Seau = (X + y)* + y?(z+ X)® donde x = rse™, y = rslog(1+t?), z=r?scost. Calcula

@ cuandor =2,s=1,t=0.
0s

Seaz = f(x,y), y pongamox = u? +v?, y = u/v. Calcular las derivadas parciales dezde
respecto de las nuevas variablegv en funcién de las derivadas parcialezdespecto
dexey.

Seau = X*y + y*Z + ¢ (X/y), donde

X=1+rsé
y=rs?et
z=r2ssent

Calcularg—'l; cuandor = 2,s=1,t = 0, sabiendo que’(3/2) = -1.

Seaz = f(x,y) donde x = s* + 14, y = 2rs2 Calculag—)z((z, 2)y 2—2(2, 2). Siendo
)

0z 0z
—(1,1)=-2y—(1,1) = 3.
m(,) yas(,)
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36. Prueba que la funciéR(x, y) = f(Xz%yz), dondef es una funcion real derivable, verifica

la igualdad

(X +y2)—+2Xy8F 0
Ay

37. Prueba que la funciéR(u,v) = f(uo, (U?> - v?)/2), donde f : R? — R es una funcion
diferenciable, verifica la igualdad

o1\, (1] 2 (%Y . (2FY

oX dy) | \du ov

38. Seaz = f(x,y), dondex = p cosit, y = p send. Calculadz/dp y 9z/99 y prueba que
Ox dy] \dp p2\ 09

39. Seay(s t) = f( - t2,t2 — ). Pruebala igualdaﬂ;—i + s% = 0.

40. Seau = f(x,y) dondex = e3cost, y = e®>sent. Justifica que
U s e 25(62u a2u)

o2 o 92 = otz

41. Seaz = f(x,y), dondex = p cosi, y = p send. Prueba que

A2 Ay dp?  p2ad?  pdp

42. Seaz = f(x,y) dondex = x(u,v), y = y(u,v). Prueba que

0z 0z (6x) 262 oxoy 0°z (6y) 9z 0% azazy

a2 o \oul T axayaudu oz \ou] T axaw T g o

E indica la forma e que se evallan estas funciones.

43. Una funcion se llama homogénea de gradoN si f(tx, ty) = t"f(x,y). Prueba que en
tal caso se verifica la igualdad

of

of
a—+ya =nf(xy)

44. Sean las funcioneB(x, y, 2) = (€ +y°, 1€ +y), g(u,v) = v* + logu para (I, v) R x R*.
¢, Qué valor debe tengipara que la derivada direccional maximagdef en (Q 0, 0) sea
igual a 1?
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1.7. Extremos condicionados

En la teoria de extremos relativos se supone que las vasipbézlen tomar valores en cual-
quier punto de un conjunto abierto, es decir, pueteoverse libremente’en dicho conjunto.
En muchos, por no decir que en la mayoria, de los probleméesrizes variables no tienen
tanta libertad y estan obligadas a satisfacer ciertas cimmgis que en Fisica suelen llamarse
““ligaduras”. Por ejemplo, supongamos que un mévil se mueve en una Eudeaa por la
interseccion de dos superficies; para cada pugin ) €I” la energia cinética del moévil viene
dada por una funcién conocidéx, y, ) y queremos calcular los puntos de la trayectoria donde
dicha energia es maxima o minima. En esta situacién lasblesia, y , z no son libres sino
gue deben satisfacer la condiciony, z) € I'. Otro ejemplo; supongamos que la temperatura
en un puntoX, y, 2) de la superficie terrestre viene dada por una fun€iqy, 2) y queremos
calcular los puntos de mayor y menor temperatura. Aqui Ieahlas tampoco son libres pues
deben verificar una condicion de la formea+ 4> + 22 = R? dondeR es el radio de la Tierra.
Igualmente, en problemas de optimizacién de costes o baefis variables estan siempre
sometidas a restricciones que dependen de las condicien@sdiccion o del mercado.

Es importante que comprendas la diferencia entre un pr@btirextremos relativos “li-
bres” y un problema de extremos condicionados. Considesig@iente ejemplo.

1.37 Ejemplo. La funcién f(x,y) = Xyexzw2 tiene un Unico punto critico, el origen, que es
un punto de silla. Por tanto dicha funcién no tiene extrerataivos enk?. Supongamos que
imponemos a las variables la condicigh+ y> = 1y queremos calcular el maximo valor
de f(x,y) cuando se verifique que + y°> = 1. Fijate en que el problema es completamente
distinto. Ahora solamente nos interesan los valores qua tarfuncionf (x, y) en el conjunto

K = {(x,y)eR2 Xyl = l}

Sabemos que dicho conjunto es un conjunto compacto (esloefrporgue coincide con su
frontera —y acotado); ademas la funcibas continua, por tanto podemos asegurar, de entrada,
que tiene que haber algin pun&lf) € K en el cual la funciérf alcanza su mayor valor df

(y tiene que haber otro donde alcance su menor valét)eRalcular dicho punto es, en este
caso, muy sencillo pues para ) K se tiene qud (X, y) = exy. Como paraX, y) eK se tiene
guey = + V1 - X2y los valores negativos dino nos interesan porque queremos calcular el
mayor valor que toma elj, se sigue que

max{f(x.y) : (x.y)eK} = max{exV1-»: -1< x< 1}

Nuestro problema se ha convertido en calcular el méximoladosde la funcidénh(x) =
exV1l-x2para-1< x< 1. ¢

De hecho, tu has resuelto ejercicios de extremos condid@@Ema@ungque no seas consciente
de ello. Por ejemplo, seguro que alguna vez has resueltgueéntie ejercicio.

1.38 Ejemplo. Entre todos los rectangulos cuyo perimetro es igual a 1@ilealel que tiene
area maxima.

Este ejercicio puedes plantearlo como sigue. R&ay) = xy la funcién que da el area de
un rectangulo cuyos lados tienen longitudes y. Se trata de calcular el maximo déx, y)

cuando las variables verifican la condicion2y = 16. Por tanto, es un problema de extremos
condicionados. Seguro que ahora recuerdas algunos o#mofcijs parecidos a este que has
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hecho sin saber que estabas haciendo problemas de extremdos@nados. La razén es clara:
la condicién que nos dan es tan sencilla que permite despegavariable en funcién de la
otra,y = 8 — X, con lo que nuestra funcion se conviertexen= x(8 — X) y el problema queda

reducido a calcular el mayor valor a8 — x) cuando-8 < x < 8. ¢

Los ejemplos anteriores ponen de manifiestolqga@roblemas de extremos condicionados
en los que puede utilizarse la condicién que nos dan paraajaspna variable en funcion
de otra, se reducen facilmente a problemas de extremos defigs de una variablePero
supongamos ahora que cambiamaos la condicién del ejemplpla piguiente:

X—€+y+€& +sin(l+xy) =2

La cosa se complica porque ahora es imposible usar la condiopuesta para despejar una
variable en funcién de la otra. Ahora si tenemos un autéptiablema de extremos condicio-
nados.

Lo antes dicho para funciones de dos variables puedes djeadoapara funciones de tres
variables. Por ejemplo el problema de calcular las dim@esiale un ortoedro de volumen
igual a 8 para que su superficie lateral sea minima, puedet®ptio como sigue: calcular el
minimo de

f(Xy,2) = 2Xy + 2Xz+ 2yz

(la funciéon que da la superficie lateral de un ortoedro cugdss tiene longitudes y, z) con

la condicidnxyz = 8. Se trata de un problema de extremos condicionados, pemntiicion
dada permite despejar una variable en funcién de las otsag €08/(xy), con lo que nuestra
funcion queda &+ 2xz+ 2yz = xy+16/y+16/x, funcion de la que hay que calcular su minimo
absoluto cuando € x, 0 < y. Hemos convertido asi el problema en uno de extremos regativ
de una funcién de dos variables. Pero si cambiamos la céomdigiterior por la siguiente

XyZ +sen(l+ x2) +y - &% =1
o0 bien, siimponemos dos condiciones como las siguientes:
log(1+ X* + y?) + sin(1+ x2) -1 =0, eVt | cosfyz) + X2 -3=0

entonces no podemos usar esa condicion (o condicionesdpapejar una variable (o dos
variables) en funcion de las otras (de la otra).

1.7.1. Teorema de los multiplicadores de Lagrange

La teoria de extremos condicionados te dice como procedestenipo de problemas inde-
pendientemente de que la condicion (o condiciones) queemseh mas o menos facil y per-
mita 0 no despejar variables. El resultado basico de esitepie proporciona ur@ndicion
necesariade extremo condicionado, es el teorema de Lagrange. Pdiafar comprension,
en vez de dar un enunciado general, lo enuncio en los tres qagose presentan con mayor
frecuencia. Antes de enunciarlo conviene dar la definic&axdremo local condicionado.

1.39 Definicién. Seaf un campo escalar de n variable$Syn subconjunto d&". Se dice
guef tiene un maximo (resp. minimo) local condicionado (por ladicién xe S) en un punto
ae S, si hay un numero > 0 tal que para toda € B(x,r) N S se verifica quef(a) > f(x)
(resp.f(a) < g(x)). Cuandof tiene ena un méximo o un minimo local condicionado (por la
condicionxe S) se dice qud tiene un extremo condicionado an
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En lo que sigue supondremos que las funciones que intervigareen derivadas parciales de
primer orden continuas.

a) Consideremos el problema de calcular los extremos localeguncion de dos variables
f(x, y) cuando las variables estan obligadas a moverse en unalcdada poy(x,y) = 0

I = {(xy)eR?: g(x.y) = 0}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionamtola gondicion &, y) € T 0,
equivalentementeyx, y) =

Ademas de las condiciones de derivabilidad que se han so@lgsincipio, hay que supo-
ner que el vector gradiente geno se anula en los puntos HeEn estas hipotesis, para que un
punto @, b) eT" sea un extremo local condicionado fiees necesario que los vectores gradiente
de f y deg en el punto & b) sean linealmente dependientes; es decir, que exista uaroim
real o tal que

5(& b) + /lo—(& b) =

ﬂ@m+@—mm

Vf(ab) + Vg(ab) = 0 =

Como debe cumplirse también qu@, b) = 0, para recordar estas tres condiciones que debe
cumplir el punto 4, b) se suele definir una nueva funcion de tres variables, llarhattion de
Lagrange, por

F(%y.4) = F(X y) + 19(X y)

y las condiciones anteriores nos dicen que el puatb, i) €s un punto critico de la funcién
de Lagrange, es decir, es solucidn del sistema de ecuaglameado sistema de Lagrange):

Ty d) = T x) + 122 =

00 = 5 0x) + 25200 =
y

oF
6_/1()(’ y’ /l) - g(x’ y) - 0

b) Consideremos el problema de calcular los extremos localasfuncion de tres varia-
bles f(x,y,2) cuando las variables estdn obligadas a moverse en undisigp8rdada por
9(Xy,2 =0

S ={(xy.2€R%: g(xy.2) = 0}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionada pondicién ¥, y,2) € S 0,
equivalentementey(x,y,2) = 0

Ademas de las condiciones de derivabilidad que se han sioplgwincipio, hay que su-
poner que el vector gradiente d&o se anula en los puntos 8eEn estas hipoétesis, para que
un punto ,b,c) € S sea un extremo local condicionado flees necesario que los vectores
gradiente def y deg en el punto &, b, c) sean linealmente dependientes; es decir, que exista
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un nimero realy tal que

of dg
5(& b,c) + /105((& b,c) =

of d
Vi(ab,c) + Vg(a b,c) =0 = @(a, b,c) + /loa—Z(a, b,c) =

of dg
E(a, b,c) + ﬂoa—z(a, b,c) =

Como debe cumplirse también qgg, b, c) = 0, para recordar estas cuatro condiciones que
debe cumplir el puntoa( b, c) se suele definir una nueva funcién de cuatro variablesaliam
funcién de Lagrange, por

F(Xy.z ) = f(Xy,2 + 19(X,y,2)

y las condiciones anteriores nos dicen que el pumti, €, 2p) es un punto critico de la funcién
de Lagrange, es decir, es solucién del sistema de ecua¢|lanaado sistema de Lagrange):

oF

B_(X’ Y,ZA) = (X Y, 2) + /l (X y,2) =
X

oF

(9_y(x’ Y,ZA) = (X Y, 2) + /l (X y.2) =

oF
E(X’ Y,z ) = (X Y,2) + ﬂ (X y.2) =

OF
m(x, ¥,2A) = g(X,y,2) =0

c) Consideremos el problema de calcular los extremos localeduncién de tres variables
f(X,y,2) cuando las variables estan obligadas a moverse en unalcda@a powy(X, y,z) =
h(x,y,2) =

= {(x 5.2 €R?: g(x.y.2) = h(x y,2) = 0]
Es decir, se trata de un problema de extremos condicionamda pondicion k,y,2) €T 0,
equivalentementeyx,y,2) = h(x,y,2 =0

Ademas de las condiciones de derivabilidad que se han gopalgsrincipio, hay que su-
poner que los vectores gradiente glg de h son linealmente independientes en todo punto
deTl. En estas hip6tesis, para que un purid/c) € I' sea un extremo local condicionado de
f, es necesario que los vectores gradientd dgy h en el punto 4, b, c) sean linealmente
dependientes; es decir, que existan nimeros rdglas tales que

of dg oh
5(& b,c) + ﬂoa—x(a, b,c) + ,uoa—x(& b,c) =

Vi(a,b,c) + 1Vg(a b, c) + uoVh(a b,c) = 0 = %(a, b,c) + Aog—j(a, b, c) +uog—2(a, b,c) =

of dg oh ~
E(a, b,c) + /loE(a, b, c) +,UOE(6L b,c) =0

Como debe cumplirse también qug@, b, c) = h(a, b, c) = 0, para recordar estas cinco condi-
ciones que debe cumplir el puntm b, c) se suele definir una nueva funcion de cinco variables,
llamada funcion de Lagrange, por

F(Xy,zAu) = f(Xy,2 + A9g(X,y,2) + uh(X y,2)
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Las condiciones anteriores nos dicen gagyc, Ao, 1p) €s un punto critico de la funcién de
Lagrange, es decir, es solucion del sistema de ecuacidaem{o sistema de Lagrange):

oF of dg oh
R(X’ Y,Z A, ) = &(X, y,2) + ﬂ&(X, Y,2) +ﬂ5((X, ¥,2=0
OF of 0 oh
Xy Z A ) = (X y.2) + AL (X, . 2) + p— (%, 1,2) = O
oy oy oy oy

dg

oF of oh
E(X,y,Z,/l,,u) = E(X’ Y, Z) + AE(X’ Y, Z) +lu(9_Z(X’ Y, Z) =0

oF
31 (X y,zA,u) =g(Xy,2)

oF
5 (X y,zA,u) =h(Xy,2) =0
o

Esta es la teoria que debes saber referente a extremosiooadizs. El método que hemos
descrito se conoce conmeetodo de los multiplicadores de Lagrangerque las variables,
gue se introducen se llaman multiplicadores de Lagrange.

La situacion que consideraremos en los ejercicios sergu#esite: deberas calcular el ma-
ximo o el minimo absolutos de los valores de una funcién cotaglvariables estan sometidas
a una condicién como las que hemos considerado antericerlastvariables deben estar en
una curvd en el plano, o en una superfi@een el espacio, o en una cuivalada como inter-
seccioén de dos superficies) donddemas la curval o la superficieS, segun sea el caso, son
conjuntos compactoglo que deberas justificar en cada caso). En esta situati@orema de
Weierstrass asegura que hay puntod @eS en los que la funcién alcanza un maximo y un
minimo absolutos, es decir, son puntos en los que la funoida &l mayor valor o el menor
valor de todos los valores que tomaléo S. Para calcular dichos puntos lo Unico que debes
hacer es calcular los puntos criticos de la funcion de Lagrarcalcular el valor de la funcién
en cada uno de ellos, aquél punto (o puntos, puede haber méasyaonde la funcion tome el
mayor valor sera el punto donde se alcanza el maximo absalytiél punto (o puntos, puede
haber mas de uno) donde la funcion tome el menor valor serdedsa alcanza el minimo
absoluto.

Finalmente, incluyo, por complitud, un resultado que dstabcondiciones suficientes de
extremo condicionado. No creo que tengas que usarlo.

Condiciones suficientes de extremo condicionado

Supongamos quées un campo escalar devariables con derivadas parciales continuas de
segundo orden. Seaf), 1 < j < m, campos escalares devariables con derivadas parciales

de segundo orden continuas y definambs= {x:gj(X) =0,1<j < m}. Se supone que en
todo puntox € M los vectores gradient&g;(x) son linealmente independientes. Pongamos

G= (gl,gz,...,gm)y/lz (/11,/12,...,/lm). Sea

F(x,4) = f(x) + (G(x)| 1)
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la funcion de Lagrange y sea, ) un punto critico de la misma. Consideremos el siguiente
polinomio
Ormxm JG,a)

2
P@ =| 3G, a) (5_F_(a,y))l<i<—n2|
1§j§n

e Sip(2 es de grado — my todos sus coeficientes son positivos 0 negativos, ent@negs
un maximo local condicionado de

e Sip(2) es de grado — my todos sus coeficientes son distintos de cero y van alteansund
signo, entoncea es un minimo local condicionado de

e Sip(2 es de gradm — m sus coeficientes nulos estan seguidos y llegan hasta ehtgrmi
independiente y los no nulos o bien tienen todos igual signancalternando su signo, no se
puede decir nada.

e En otro cas@ no es extremo condicionado de

1.7.2. Ejercicios propuestos

45, Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la funcidr, y,2) = xyz en los
puntos del elipsoid# + 4y + 92° = 3.

46. Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la funci¢r y, 2) = y> + 42° — 4yz—
2xz— 2xy en los puntos del elipsoide+ 3y + 62° = 1.

47. Determinar los puntos sobre la cuny = 2 mas proximos al origen.

48. Hallar el punto de la recta interseccion de los plaxeg = 2 y x— 2z = 4, que esta mas
proximo al origen.

49, Calcular el puntd®(x, y, 2) en el plano de ecuaciérx2 y — z = 5 que esta mas cerca del
origen.

50. El planox + y + z = 24 corta al paraboloide= x? + 42 en una elipse. Calcula los puntos
mas altos y mas bajos de dicha elipse.

51. Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange pateutar un punto de la elipse
de ecuacion

X2 yZ

? + E =1
tal que el segmento determinado por la interseccién de Getda a la elipse en dicho

punto con los ejes coordenados tenga longitud minima.

51. Dado el elipsoide
Xy 7
=+ A
a2 b2 2
calcular un punto de coordenadas positivas tal que el ptargente al elipsoide en dicho
punto determine con los ejes coordenados un tetraedro demgalminimo.
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52. Hallar los puntos de la curva

X—xy+y?-72=1
X+y?=1

gue estan mas proximos al origen de coordenadas.
53. Calcular la minima distancia del origen a la superficie daeiém x y°Z° = 2.

54. Calcular los valores maximo y minimo de la funcié(x, y,2) = xyz cuando el punto
(%, y, 2) pertenece a la curva definida por la interseccion del ptargp+z = 0 y la esfera
X+y2+22-1=0.

55. Calcular la minima distancia entre la recta- y = 4 y la circunferenciax® + y° = 1.
56. Calcular la minima distancia entre la recta- y = 2 y la parabolay = x°.
56. Calcula la distancia minima entre la elipse+ 2y° = 6 y larectax + y = 5.

57. El area de una caja rectangular sin tapa es de 1882aicular sus dimensiones para que
el volumen sea maximo.

1.7.3. Caélculo de extremos en conjuntos compactos

En este tipo de ejercicios se trata de calcular el maximo drahmo absolutos de una funcion

f con derivadas parciales continuas en un conjunto comgdéwmado por la unién de un
conjunto abierto acotado y de su frontéfa= U UFr(U). En este tipo de ejercicios la existen-
cia de dichos extremos esta asegurada de antemano en \étttebrtbma de Weierstrass. Se
trata realmente de dos problemas, pues lo que hay que haestudgar los extremos relativos
de f en el abiertdJ (un problema de extremos relativos) y estudiar los extrdouzes con-
dicionados dg enFr(U). Si la frontera deJ esta definida de forma apropiada (es una curva
0 una superficie) éste Gltimo es un problema de extremos @ondidos. Cuando la frontera
de U esta dada por condiciones sencillas que permiten despmjables puede hacerse un
estudio directo sin necesidad de recurrir a la teoria derxts condicionados.

1.7.4. Ejercicios propuestos

58. Calcular los extremos absolutos He, y) = (X2 + 242) e ¥~ en el disco? + y2 < 4.

59. Calcular los valores maximos y minimos absolutod ey, 7) = xy°Z° en la bolax? +
2
¥+ 22 <1

60. Hallar los extremos absolutos déx, y) = x? + 3y en el circulox’? — 2x + y> — 3< 0.

61. Hallar los extremos absolutos de la funcifx, y) = x?y3(1 - x — ) en el conjunto

K={(xy) 11X +lyl <1}
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62. Hallar los extremos absolutos dgx, y) = x° + y°> — Xy — X—y en el conjunto

K :{(x,y)eR2 : x>0,y>0,x+y<3}

63. Calcula los extremos absolutos del campo esci{&fy, 2) = X+ y + z en el conjunto

A:{(x,y,z)eR3:x2+y2<z< 1}.

1.8. Derivacion de funciones implicitamente definidas

Seaf(x,y) una funcion de dos variables con derivadas parciales deeprorden continuas

y consideremos la ecuacidi{x,y) = 0. Las soluciones de dicha ecuacion representan una
curva en el plano. Bueno, hablando con propiedad puedeaseamar algo mas general que
una curva. Para que te convenzas de ello basta que condaleescion

fy) =0 +y?-1)RX-12+3@y-2°-1)y-x*)=0

la funcion f se anula en los puntos de la circunferenda y? = 1, de la parébolg = X2 y
de la elipse 2 - 1)° + 3(y — 2)? = 1. Por tanto la ecuaciof(x, y) = O representa la union de
todas esas curvas.

Figura 1.2: Conjunto dado pdix,y) = 0

Ese conjunto (ver figuré&(1.2)) no es exactamente una curedqmlmentese parece a una
curva. La palabra “localmente” quiere decir que si fijamogpunto @, b) tal quef(a,b) = 0
entonces hay una bola abierta centradaagh)(de radio positivoB((a, b), r) tal que el cor-
te de dicha bola con el conjunto de puntts= {(x,y) : f(X,y) = 0O} es una curva, donde la
palabra “curva” tiene el significado que le hemos dado en &ltago dedicado al calculo de
rectas tangentes. De hecho, no es cierto que la condicién@nse verifique para todos los
puntos @, b) tales quef(a, b) = 0. Dicha condicién falla en los puntos donde se cortan dos de
las curvas cuya unién formd, pues es claro que en dichos puntos el conjyhtm parece
localmente una curva. Pues bien, en dichos puntos se arudatel gradiente dé y en ellos
la recta tangente no esta definida. Este ejemplo te ayudatérder lo que sigue.

Volvamos al caso general de una funcion de dos varial{leg) con derivadas parciales
continuas de primer orden. Consideremos ahora la ecud€ion) = 0 desde otro punto de
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vista. Intuitivamenteuna ecuacién esina condicién que debe ligar ana de las variables,
es decir, que si en la igualdddx, y) = 0 se fija un valor dex entonces el valor dg queda
determinado de manera Unica por dicho valord& veces esto es verdad como en el siguiente
ejemplo. Consideremos

f(Xy) = y° +y e +senx

Fijado un valor decla ecuacionf (x, y) = 0 es un polinomio de tercer grado gque tiene una
Unica solucion real pues su derivada respectpe®3,? + € que no se anula. Es decir, en este
caso es cierto que la igualdad

v +ye+senx=0 (1.27)

define de manera Unicayacomo funcién dex, en el sentido de que fijado un valor gehay
un anicoy = ¢(x) que verifica dicha igualdad, esto es, la funcig{n) esta definida por la
condicion:

©(X)% + ¢(x) & +senx = 0 (1.28)
Se dice que la funciéa esta implicitamente definidapor la igualdad{1.27). Puedes calcular
con Mathematicael valor de dicha funcién y comprobaras que es bastante cradpl El
hecho es que la mejor forma de trabajar con la fungid@s la igualdad(1.28) que la define.
Por ejemplo, si queremos calcular la derivad@@a un punto basta con que derivemos dicha
igualdad para obtener

3¢’ (X)@(X)? + ¢’ (X) € +¢(X) €+ cosx = 0
lo que permite calculap’(x) en funcién dep(x).

En general, no es cierto que una igualdad de la fofixay) = O permita despejar una
variable en funcién de la otra. Para convencerte, consalgnamer ejemplo que pusimos. Ni
tan siquiera una igualdad tan sencilla conta-y> -1 = 0 permite despejar una variable como
funcion de la otra pues es claro que para cada valor que fijdmosa variable (comprendido
entre -1y 1) haylosposibles valores de la otra que verifican dicha igualdad.

Relacionemos ahora los dos puntos de vista que hemos catgid®ongamos
I ={(xy)eR?: f(x,y) =0}

Silaigualdadf(x,y) = 0 permitiera despejaren funcion dex, es decir, definiera una funcion
y = ¢(X) por la condicién

f(xy)=0=y=0p(x
entonces se tendria que (llamarda intervalo donde estéa definiga

I ={(xy)eR?: f(xy) =0} = (X ¢(¥)) : xel)

es decir, el conjuntd seria la gréafica de, que, como sabemos, es un tipo muy particular de
curva. Pero ya hemos visto que el conjufifouede ser una “curva” mucho mas general que la
gréfica de una funcion. Pero incluso en este caso, dichadteslocalmente excepto en los
puntos donde se anula el gradiente, una gréafica de una funcién

Las consideraciones anteriores se pueden llevar al casnoad@unciéon de tres variables
f(x, y, 2 considerando ahora la “superficie” definida por la ecua€iéry, z) = 0. La pregunta
ahora es si fijados un valor dey otro dey queda determinado de manera Unica un valor de
Z = ¢(X,y) que verifica dicha ecuacion. En caso afirmativo tendrianuesla superficie de
ecuacionf(x, y,z) = 0 coincidiria con la grafica de. Ya puedes suponer que esto no es cierto
en general pues la mayoria de las “superficies” no son grafeamciones.
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El siguiente resultado, conocido como teorema de la funeigalicita, nos dice lo que
podemos afirmar en general en una situacion como la que estamsiderando.

1.8.1. Teorema de la funcién implicita

Suponemos que las funciones que consideramos en lo quetisigele derivadas parciales de
primer orden continuas.

a) Consideremos primero el caso de una fundi¢xy y) de dos variables. Sea
I={(xy)eRr?: f(xy) = 0]

Supongamos queyb) Ty se verifica que
of
—(a,b)#0
Ay

Entonces existe una funcian: | — R, definida en un intervalb tal queac | y ¢(a) = b,
que verifica quef (X, (X)) = 0 para todax e |. La funciéng se dice que esta implicitamente
definida por la ecuaciof(x, y) = 0. Dicha funcién es derivable dry su derivada se calcula
derivando la igualdad(x, ¢(X)) = 0 respecto x con lo que se obtiene

of

— (X (X
= (% 0(0)

% (X ¢(x))

06000 + 5000 = 0=/ (9) =

Ademas tenemos que
IO (I xe() ={(xy)eR?: f(xy) =0} n (I x @(1)) = {(x ¢(x) : xel}
es decirl” eslocalmenteen el punto &, b) una curva que viene dada por la graficasde
b) Consideremos ahora el caso de una fundibqy, 2) de tres variables. Sea
S= {(x,y, 2)eR®: f(x,y,2) = O}
Supongamos queyb, c)e Sy se verifica que

of
E(a,b,c) #0

Entonces existe una funcign : U — R, definida en un abiertty ¢ R? con @,b) e U

y ¢(a,b) = ¢, que verifica quef(x,y, ¢(X,y)) = 0 para todo X, y) € U. La funcidn¢ se

dice que esta implicitamente definida por la ecuadifqy,z) = 0. Dicha funcion tiene de-
rivadas parciales continuas €hy sus derivadas parciales se calculan derivando la igualdad
f(% y, o(X y)) = 0 parcialmente respectaxee y con lo que se obtiene

of
~ox (X y, (X, )

of of dy a op 3
&(X’ Y, QD(X’ y)) + E(X’ Y, QD(X’ y))&(x’ y) - 02}&()(’ y) -

= %y, (X))
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of
~5 Xy, o(X, y))
y

of of o 0
22 (% 1, 00X 1)) + = (% 12 0% ) =2 (X, y) = 0= 22 (X, y) =
Oy 0z oy Oy

= (X ¥, o(X, y))

Ademas tenemos que

SN U xeU) ={(xy.2)eR®: f(xy,2 =0} n (U x¢U)) = {(xy,¢(xy)) : (xy)eU]

es decirS eslocalmenteen el punto &, b, ) una superficie que viene dada por la graficede

El teorema de la funcién implicita es mucho mas general pesdimitaremos a los casos
considerados. En las hipotesis hechas pueden admitiiseioaies. La hipotesis que hay que
hacer siempre es que el vector gradientd ¢ sea cero en el punto considerado. En el caso
a) puede suponerse igualmente que

of
—@b) 0

y la conclusion es qu& puede expresarse localmente como funciémy,des decir, que hay
una funciény : J — R definida en un intervald tal quebe Jy y(b) = a que verifica que
f(y(y),y) = 0 paratodaseJ. Lo que sigue ya lo puedes suponer.

Analogamente, en el cab) puede suponerse, por ejemplo que

of
5(& b,c)#0

entonces es la variablda que queda definida localmente de forma implicita comoifumde

y, Z. T4 mismo puedes completar el enunciado en este caso. Tadoassda mas libertad para
elegir la variable que queremos expresar como funcién dettas, basta con que la derivada
parcial respecto de dicha variable sea distinta de cero.

En la préactica el teorema de la funcién implicita se aplickadarma que te explico en los
siguientes ejemplos.

1.40 Ejemplo. Comprobar que la ecuacion

XyzZ+ seng—6) — 2(x+y + xy%) =0
define az como funcién implicita dex, y) en un entorno de (1), conz(1,1) = 6. Comprobar
que (1 1) es un punto critico de la funci@n= z(x, y).
Solucion Pongamos (x, y, 2) = xyz+ seng— 6)— 2(X+ y + X°y?) que tiene derivadas parciales
continuas de todo orden. Tenemos az = Xy + cOosg — 6), por lo que%(l, 1,6)=2=+0.

Como, ademad,(1, 1,6) = 0, el teorema de la funcién implicita garantiza que hay unai@n
con derivadas parciales continuasy) — z(X,y), definida en un entorndJ, de (1 1) tal que
z2(1,1)=6,y

f(X,y,2(x,y)) =0 paratodo X, y)eU.

Derivando esta identidad tenemos que:

af  of oz ) 0z
&+Ea—)(—yz—2(l+2)(y)+(Xy+COS@—6))6—X—O (1)
% + ‘;—ig—; = xz— 2(1+ 2x%y) + (xy + cos@ — 6))2—; =0 (2
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Donde las derivadas parciales de la funcién implizitaz(x, y) estan calculadas en un punto
(x,y) € U y las def estan calculadas en el punta g, z(X, y)). Haciendox = y = 1,z =

Z(1,1) = 6, en las igualdades anteriores, se obtienegaﬁ(&, 1) = g—z(l, 1) =0, esto es, (11)
Y
es un punto critico de= z(x, y). ¢

El ejemplo anterior es todavia demasiado explicito, nos diay claramente lo que hay
qgue hacer. Lo mas frecuente es que nos encontremos cortigigrmmo el siguiente.

1.41 Ejemplo. Sabiendo que
ycoskd) + XY —z+1=0 (1.29)

Calcularg—)z((x, y) y particularizar para el puntxy) = (0, 0).

Soluciéon.En un ejercicio como este lo mas facil es que en la iguald@d)sustituyas men-
talmentez = z(x, y) y la veas como

ycos(x A%, y)) + X2V _z(x, y) + 1 =0 (1.30)

es decir, supones que has calculado para valoresdedados la solucién respectaale la
igualdad[(Z.20). Esta solucién (que de hecho no es posiplesar de forma explicita, esto es,
gue no puede calcularse) la representamog par(x, y) y es la funcién implicita definida por
laigualdad[(1.29) (el teorema de la funcién implicjtee es un teorema de existengaantiza
gue dicha funcién existe). Ahora derivamos en la igualda@)lrespecto & para obtener

—ysen(xa(, ) (2 ) + X 520 1) + 3 S 4y 2 (x ) X~ 4) = 0

de donde
y 2(X, y) sen(x AX, y)) — 3x2 X

X3y efxn)y —xy senk X, y)) — 1
Naturalmente, esta igualdad tiene sentido siempre quenehdeador de la fraccion sea dis-
tinto de cero. Puedes comprobar que si llaf@sy, z) = y cosk2) + x° €Y —z+ 1 entonces la
igualdad anterior es precisamente

0z
a_x(x’ y) -

of
_&(X’ Y, Z)

of
E(X’ Y.2)

calculada en el puntoy, z(x, y)). Para &, y) = (0,0) se tiene que(0, 0) viene dado por la
ecuacion que se obtiene hacierxie= 0 ey = 0 en la igualdad[{1.29) de donde se sigue
Z(0,0) = 1. Ademas

of of
E(Oi Oy Z(O’ 0)) - E(Oy Oy l) - _l :/: O

Por lo que
0z 0
—(0,00=— =0
w00 ==
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1.8.

2. Ejercicios propuestos

64

65.

66.

67.

68.

69.

70.

. Calcular las derivadas parciales de primer orden de ladmrzk z(x, y) definida impli-
citamente poy Z* + x°Z° — €¥Z = 0. Particularizar para el punta,fy) = (1, 0).

Calcular las derivadas parciales de primer orden de ladarzck z(x, y) definida impli-
citamente poe® + ze* + cosy = 0.

Calcular las derivadas parciales de primer orden de ladarci z(X, y) dada implici-
tamente por £y + 222xy — 2zX + 4zy° — 4 = 0, en el punto (21) siendoz(2,1) = 2.

Supongamos que la igualdad
y+z z
jg(t)dn j h(t)dt = 0
Xy 3X+y

dondeg y h son funciones reales derivables, definea@mo funcion implicita de, y.
Calcular las derivadas parciales de primer ordende(X, y).

Supongamos que la iguald&dx, y, zZ) = 0 determina implicitamente funciones diferen-
. 0X dy 0z

ciablesx = x(y,2), y = y(X, 2), z= z(X, y). Probar que——— = -1.
i X=Xy.2),y =y(X2,z2=2Xy) aue 92 ax

Calcular la derivada de la funcign= y(x) definida implicitamente por
X +3C% -2 -2y=0

Particularizar para = 1 sabiendo queg(1) = 1.

Calcular la derivada de la funcign= y(x) definida implicitamente por
y10g(® + y?) — 2xy =0

Particularizar para = 0 sabiendo qug(0) = 1.
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Leccion 2

Integrales multiples

Introduccion

Las integrales de funciones reales de una variable, llasn@aabiénintegrales simples
ya han sido consideradas en la Leccién 8. En esta Lecciénsvamastudiar la integracién de
funciones reales de dos o mas variables. Estas integrakndlamarséntegrales multiples
Aunque, por su mayor interés practico, nos vamos a limitamaibnes de dos y de tres va-
riables, los resultados que expondremos se generalizaiactidad para funciones reales de
cualquier numero de variables. Como ya es usual en estas rbidiremos los aspectos mas
tedricos para centrarnos en las técnicas de célculo deafesglobles y triples. Vamos a ver
gue el calculo de dichas integrales se reduce al calculo sle tles integrales simples lo que
suele hacerse calculando las correspondientes primiBgidantosi no sabes calcular primi-
tivas no podras calcular integrales dobles y tripl& area de una superficie &3 o el flujo
de un campo vectorial a través de la misma, vienen dados pdiorde integrales dobles; la
masa de un solido €k o la carga eléctrica que encierra el mismo vienen dados temrales
triples. Los resultados principales del Analisis Vectiprigsto es, los teoremas de Green, de
Gauss y de Stokes, se formulan por medio de integrales dpbiptes. Dichos resultados son
herramientas basicas en la teoria de campos electromaag¢en la mecanica de fluidos.

En lo que sigue, consideraremos campos escalares acomaius @ tres variables que
supondremos definidos en subconjuntos acotadB$ d&2 cuya frontera consta de un nimero
finito de curvas o superficiesiavegde claseC'). Supondremos que los campos son continuos
en todos los puntos de su conjunto de definicion salvo, queraks puntos de un conjunto
finito de curvas o superficies suaves donde puede haber tiirgdades.

En la direccion httgiwww.ugr.eglocalfjperezintegrales_multiples.nb podras descargar un
cuaderno déMlathematicaque es un complemento Util de estos apuntes y en el que también
hay algunos ejercicios resueltos.

2.1. Integrales doblesy triples

Seaf : A - R un campo escalar de dos variables definido en un conjiinto R.
Consideremos primero el caso mas sencillo enAjedga, b] x [c, d] es un rectangulo. Sean

P= {a: X0, X1, X2, - - -, Xp-1, Xp = b}, QZ {Czyo,yl,yz,...,yq_l,yq Zd}

particiones de los intervalog,[b] y [ c, d] respectivamente. Dichas particiones determinan una
particion, que notamoR x Q, del rectanguld = [a, b] x [c, d] en subrectangulosq_1, x] X
[yj-1.y;], donde 1< i < p, 1 < j < g. Observa que dichos subrectangulos solamente pueden
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cortarse en sus fronteras y la unién de todos ello&. ésnasuma de Riemannde f para la
particionP x Q es un numero que se obtiene eligiendo punsns;f € [Xi-1, X] X [yj-1. yjl ¥
calculando la suma

DS )6 = %)) - yj1) (2.1)

1<i<p

1<j<q
Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los mltesde las particioneBy Q
se hace arbitrariamente pequefia (0 sea, tiende a 0), las sienRiemann dé se aproximan
tanto como se quiera a un namero real que es, por definicidmgelgral de Riemann dé en
el rectangulod, b] x [c, d], que se representa por

| fxy)den)
[a.b]x[c.d]

Consideremos ahora géees un conjunto acotado &% y definamos la funcioris : R? —
R por
f(X y) si(X,y)eA

falxy) = {o si (x, y)OA

Observa que la funciofy, puede tener discontinuidades en las curvas frontefa 8e verifica
que siB es un rectangulo que contiené\da integral

{] fatx ) dexy)

B

existe en el sentido que hemos definido mas aryilka independiente del rectangulo B que
contiene a AEl valor de dicha integral se representa por

JIRICYLY)
A

y se llama lantegral de Riemannde f enA.

Las integrales que acabamos de definir para campos escddades variables se llaman
integrales dobles

Sea ahoraf : A —» R un campo escalar de tres variables definido en un conjuat@®3.
Consideremos primero el caso mas sencillo enAjue[a, b] x [c, d] x [u,v] es un ortoedro.
Sean

P:{a:xo,xl,...,xp:b}, Q={C=y0,y1,...,yq=d}, R={u=2),7,...,z =d}

particiones de los intervalog,[b], [c,d] y [u, v] respectivamente. Dichas particiones determi-
nan una particion dé = [a,b] x [c,d] x [u,v] en ortoedros del tipoX-1, %] X [yj-1,y;] X
[z-1,%], donde 1< i < p, 1 < j € q, 1 < k< r. Dichos ortoedros solamente pueden cortarse
en sus fronteras y la unidn de todos ellosfedRepresentaremos de forma simbdlica dicha
particion del ortoedr@ por Px Qx R. Unasuma de Riemannde f para la particiorP x QxR

es un namero que se obtiene eligiendo pun&s;(wy) € [Xi-1, X] X [yj-1,yj] X [Z-1.Z] Y
calculando la suma

D7 (St w06 = X)) - yja) (@ - Z) (2.2)
1<i<p
1<j<q
1<ksr
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Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los altes\de las particioneB, Q, R
tiende a 0 las sumas de Riemannfdse aproximan tanto como se quiera a un nimero real
gue es, por definicion, la integral de Riemannfden el ortoedrod, b] x [c,d] x [u, 1], que se
representa por

f f(xy,2)d(x y.2)

[ab]x[c,d]x[u.]

Consideremos ahora géees un conjunto acotado &3 y definamos la funcidris : R® — R
por

f(Xy,z si (X,y,2) €A

fA(Xy.2) = (Xy,2) _( y.2)
0 si (X, y, 20A

Observa que la funciéf, puede tener discontinuidades en las superficies frontera 8e
verifica que sB es un ortoedro que contienédda integral

jff fa(x.y.2) d(x. 4. 2)
B

existe en el sentido que hemos definido méas aryiles independiente del ortoedro B que
contiene a AEl valor de dicha integral se representa por

fff f(xy.2)d(x 4.2
A

y se llama lantegral de Riemannde f enA.

Las integrales que acabamos de definir para campos escddanes variables se llaman
integrales triples

Naturalmente, las definiciones que acabamos de dar no $es gdira calcular integrales.
Lo que debes recordar es que podemos obtener un valor apxide una integral doble o
triple por medio de sumas de Riemann, y cuanto mas pequefiadaselongitudes de todos
los intervalos de las particiones mejor sera la aproxinmagiienida.

2.1.1. Interpretaciones de las integrales dobles y triples

Seaf : A - R un campo escalar de dos variables definido en un conjinto R.
Supongamos qué(x, ) > 0 para todoX, y) € A. Consideremos el “cilindro” eR® que tiene
como base el conjuntdy como tapadera la grafica dees decir el conjunto

C(f.A) = {(x 1.2 €R®: (x.y)eA 0<z< f(xy)}.

Las siguientes figuras muestran este conjunto para la farf¢y) = 4 — x> — y° y los
conjuntosA = [-1, 1] x [-1, 1]y A= {(x y) : 2 + 2 < 2},

En esta situaciéon, una suma de Riemann del fipd (2.1) regiees@a aproximacion del
volumen del conjunt&(f, A). Pues lo que hacemos €n {2.1) es sumar los volimenes de pe-
quefios ortoedros de base los rectangBlps- [Xi-1, %] X [yj-1,y;] y altura (s, t;). Es claro
que la suma de todos estos volimenes es una aproximaciéoldelen del conjunt€(f, A).

La aproximacion es tanto mejor cuanto mas pequefios seadios dle los rectangulé; y,
en el limite, el volumen del conjunte(f, A) viene dado por la integral doble deenA.

ﬂ f(x ) d(x y) = volumenC(f, A)) (2.3)
A
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La siguientes figura muestra aproximaciones al volumenrifalgoo de los dos conjuntos
representados en la figura anterior.

Naturalmente, pueden darse otras muchas interpretaci®oesjemplo, la funciérf pue-
de representar una densidad superficial de masa o de carggecalén una lamina plara En

tal caso la integral dobl§f f(x,y)d(x,y) proporciona, respectivamente, la masa o la carga
A

total de la laminaA.

Las integrales dobles permiten calcular areas planas.dthoebasta tener en cuenta que
si f eslafuncion constante igual a 1, estofés y) = 1 para todoX, y) € A, entonces se tiene
gue volumenC(f, A)) = areaf\), pues el volumen de un cilindro de altura constante igual a 1
es numéricamente igual al area de su base.

ﬂ d(x,y) = areaf) (2.4)
A

Las integrales triples tienen analogas interpretacioBes. : A — R es un campo escalar
de tres variables definido en un conjurta R® que representa una densidad volumétrica de

masa o de carga eléctrica en un solifjda integral triplejfj f(X,y,2) d(x,y,2) proporciona,

respectivamente, la masa o la carga total del s@ido
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Si integramos la funcién constante igual a 1 en un soNaoR?3, obtenemos su volumen.

jff d(X,y,2) = volumen@) (2.5)
A

2.2. Calculo de integrales dobles y triples

Las definiciones que hemos dado de integral doble y tripl@naisles para el calculo. En
dichas definiciones la integral aparece comdimnite de sumas de Riemaride hecho, a partir
de las definiciones dadas, es facil obtener el siguientdtadsu Recuerda que en la Leccion
8 definimosel paso de una particionP, y lo representamos po{P), comola mayor de las
longitudes de los subintervalos de dicha particion

2.1 Teorema(Convergencia de las sumas integral@sSea f: [a,b] x [c,d] —» R un campo
escalar de dos variablegR,} y {Qn} sucesiones de particiones g b] y [c, d] respectivamen-
te, tales qués(Pn)} — 0y {6(Qn)} — 0. Seao(f, Py x Qn) una suma de Riemann de f parala
particion P, x Qp. Se verifica entonces que

lim o(f.Pyx Q) = [ f(xy)dexy)

[a.b]x[cd]

Naturalmente, un resultado analogo se tiene para integriies. Este resultado permite
en algunos casos particulares y con bastante esfuerzo midnggdcular ciertas integrales.
Como enseguida aprenderemos a calcular integrales nesltiph facilidad, es mas interesante
usar dicho resultadeensu contrarigara calcular los limites de ciertas sucesiones.

Las dos herramientas basicas para el calculo de integralkiples son los teorema de
Fubini y del cambio de variables.

2.2.1. Integrales iteradas. Teorema de Fubini elemental

El teorema de Fubini es uno de los resultados mas Utiles tiellcantegral. Se trata de
un resultado valido en condiciones mucho méas generalesagugie estamos considerando en
esta Leccion. La version que vamos a ver, que es justamegtelaecesitamos aqui, puede
considerarse una “version elemental” de dicho teoremandizenente, el teorema de Fubini
permite calcular una integral doble o triple haciendo das®integrales simples. No es dificil
comprender lo que dice el teorema ni tampoco lo es entendgugcse cumple. De hecho, no
es la primera vez que en este curso aparece dicho teoremdip® de Cavalieriy el célculo
de voliumenes por secciones planas son casos particulatesmgna de Fubini. De hecho, es
este Ultimo resultado el que vamos a usar ahora. Lo repitigpaaa mayor comodidad.

2.2 Teorema(Célculo de volimenes por secciones plan&)volumen de una region er’
es igual a la integral del &rea de sus secciones por planoalpirs a uno dado.

Este resultado permite calcular volumenes calculandssaeasecciones planas y tiene
importantes consecuencias para el calculo de integraldesio

Consideremos una funcién positivig,definida en el rectangull = [a, b] x [c, d]. Ponga-
mos
Q={(xy.2eR®: (xy)eA 0<z< f(xp)}.

Para calcular el volumen del conjunéd podemos proceder como sigue. Para cagléjo
calculamos el area de la seccidk(xg), que se obtiene cortand® con el plano de ecuacién
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X = Xo. Fijate que®2(xg) es una seccion de perpendicular al ej©Xy, por tanto, paralela al
planoY Z Como

Q(x0) = {(X0,y,2) 1 ye[c,d], 0 < z< f(Xo,y)}
se tiene qu&(xo) es la region del plan¥ = xo comprendida entre la cunza= f(xo, y), €l eje
d

OYy lasrectag = ¢, y = d. Como sabes, el area de dicha region viene dadgrftéxo, y)dy.

C
Para calcular el volumen d&hay que integrar las areas de las secciéx(@ycuandaxe|[a, b],
y obtenemos finalmente que

brd
f f(x ) d(x y) = volumenQ) = jljf(x,y)dy dx (2.6)

[ab]x[cd] alc

Razonando de forma analoga, considerando secciQfgsde Q paralelas al planiXZ, se
obtiene la igualdad

ﬂ f(x ) d(x y) = volumenQ) = jdljb f(x y) dx} dy 2.7)

[a,b]x[c,d] c La

De las igualdade$ (2.6) y (2.7) se deduce que

bl d ] d[ b
jf(x,y)d(x,y) :j jf(x,y)dy dx = j[j f(x,y)dx} dy (2.8)
[ab]x[c,d] alc ] c La

b
Las integrale{

d drb :
j f(X,y) dy} dx yf j f(x,y) dx | dy se llamarintegrales iteraday, en las
[

a [ La J
hipotesis hechas al principio de esta Leccion, son iguadessalor comin es igual a la integral
doble H f(x y) d(x, y) . Observa que las integrales iteradas son dos integrateées. Para

[ab]x[c.d]
d

calcularf f(X,y) dy lo que se hace es integrar respecto a la varigbt®nsideranda fija.

Cc
Para ello lo que se hace es obtener una primitiva de la fungiém f(x,y) y usar la regla
de Barrow. Fijate que una primitiva de la funcign— f(x,y) puede describirse como una
primitiva parcialde f(x,y) con respecto &. ¢, Te recuerda esto a la derivacién parcial?

La representacién grafica siguiente puede ayudarte a emtkndue se hace. La funcién
representada e$(x,y) = /36— 3x2 - 6y2 en el rectangulo{2, 2] x [-2, 2]. Puedes ver el
“cilindro” Q bajo la grafica de la funcion, la seccién del mismo por el plZne 0y la
proyeccion de dicha seccidn sobre el plafid

Para calcular una integréw f(x,y) d(x,y) cuando el recinto de integraciéf, no es un

rectangulo, se procede de IaAmisma forma. La Unica difesiersofjue ahora tenemos que empe-
zar por determinar los valores detales que el pland = x corta al “cilindro” bajo la grafica
de f, es decirtenemos que determinar la proyeccién de A sobre el ejeSDongamos que
dicha proyeccién sea un intervala, p]. Ahora, para cada € [a, b] hay que calcular el area
de la secciorf2(x) o, lo que es igual, el area de la regién en el pl#@ocomprendida entre el
ejeOYylacurvaz = f(x,y) donde la variabley esta en el conjunto(X) = {y : (X,y)€A}.
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z=f (01 y)

Supongamos quA(x) sea un intervalo (tampoco pasa nada si es union de varervahds).
Entonces tenemos que

b

[ tocoydeen = [| [ foemdy | dx (2.9)
A a |AX) ]
Analogamente se obtiene que
ar .
[ focmydeen = [| [ foemdx| dy (2.10)
A ¢ AW) |

Donde hemos supuesto gued] esla proyeccion de A sobre el eje QY para cadaye|[c, d]
esA(y) = {x: (x,y) €A}

En los casos mas corrientes el conjuiosuele ser un conjunto de tipo | o de tipo Il
(recuerda que los vimos al estudiar las Aplicaciones detégtal). Esto es

A = {(xy):a<x<b g(x) <y <h(x) (tipo )
A = {(xy):c<y<d, o(y) < X< Y(y) (tipo I1)
En tales casos tenemos que
b [ h(x)
H fxy)dxy) = f j f(x,y) dy | dx (2.11)
A a |g(x)
d [v()
ﬂ fxy)dxy) = j j f(x y) dx | dy (2.12)
A c ley)

Observa que para el caso en g, y) = 1 recuperamos las férmulas ya conocidas para el
célculo de areas de regiones planas de tipo | y tipo Il.

Aunque hemos supuesto inicialmente, para poder aplicaoetmal(Z]2), que la funcién
f es positiva, las igualdades obtenidas son validas, enpasdsis hechas al principio de la
Leccién, cualquiera sea la funcién que integramos.

De forma analoga a lo antes visto, el teorema de Fubini peraitular integrales triples
sin mas que calcular tres integrales simples. Para el casmadéuncion f definida en el
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rectangulo d&3 A = [a, b] x [c, d] x [u, ] Se tiene que

fdlf f(X,y,2)dz

c Lu

b
J f(X y,2)d(x y,2) :f

[a,b]x[c,d]x[u,u] a

dy} dx

Observa que ahora hay seis integrales iteradas pero eldatodas ellas es el mismo. Natu-
ralmente, cuandd es un subconjunto d&* hay mas posibilidades, pero la idea es siempre
la misma:se obtiene primero la proyeccion deA sobre uno de los ejes o sobre uno de los
planos coordenados, y para cada punto fijado en dicha proyeidm se obtiene el conjunto

de los puntos deA que lo proyectan

Si, por ejemplo, la proyeccién dA sobre el ejeDZ es un intervalal = [u,v], y para
cadaze J esA(2) = {(X.y) : (X, y,2) €A} (conjunto de los puntos dA que se proyectan ea),

entonces )
Hf f(xy.2d(xy.2) = f [H f(X y,2) d(X,y)
A

u A2

dz

En el caso en qué\ sea un conjunto de tipo | €r®, es decir,A puede representarse en la
forma

A={(Xy.2 (X y)eQ, g(Xy) < z< h(x y)}

dondeQ es la proyeccion dé\ sobre el planXY, y g, h, son funciones reales definidas@n
entonces tenemos que

h(x.y)
{[[ tx.2dxp.2) = ([ L [ txw.2 dz] d(x, y)
A

Q lg(xy)
2.3 Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsdiel ecuacion
2 2
X 7
—+ Y +2 -1
a2 b2 c?

dondea > 0,b > 0,c > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide.

. X y? 7
Se trata, pues, de calcular el volumen del conjtﬂm@{(x, Y,2): 2 + % + P <l z> O}.
, . X2 y?
La proyeccién de&Q sobre el plandXY es el conjuntdA = {(x, y) o + % < 1}. Podemos

escribir

X2 y2
Q=3(Xy.2): (X y)eA 0<z<CcC 1—;—@

La igualdad[(2.B) nos dice que

2 2
volumen@)) = jfc 1- % - % dx, y)
A

Para calcular esta integral doble podemos aplicar el tesodEnfrubini. Observa quA es una
region de tipo | erR? pues

A={(xy):—a<x<a -by1-x/a® <y<by1l-x/a
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a 1x2/a2
ﬂ l————d(Xy)— \/l———ﬁdy dx
a

Por tanto

b x2/a2
Tenemos que
1-x2/a? /2
f c 1——— 0 dy —[y by1- xz/azsent] bo(1-x%/a?) f cogtdt = —bm(l X2 /a?)
—b/1-x2/a? -n/2
Finalmente

a
volumeng) = %bczrf(l - x?/a%)dx = gabm
-a

o 4 . , L
El volumen del elipsoide completo %sabm. En particular, si el elipsoide es una esfera de

. . 4
radior, esto e = b = ¢ = r, deducimos que el volumen de la esferag—ess.

En lugar de proyectar sobre el plaXy' podemos proyecta® sobre el ejeOZ. Dicha
proyeccion es el intervalo [@]. Para cada € [0, c] tenemos que el conjunto de puntos@e
que se proyectan emes decir, la seccion de por el planaZ = z, es el conjunto

X2 y? z
Q2 = {(x,y,z) : ¥+ % < l—§}

Como ) X 2 5 X
X y X y
¥+E<l—§ E+F<l

[ 2 [ 7 . : :
dondeu=a4/1- aV= by/1- 2 Deducimos qu€(2) es una elipse contenida en el plano

z
= zde semiejesl, v. Sabemos que el area de dicha elipse es igual & nab(l - C—) En
consecuencia, el volumen €eviene dado por

C
jnab(l— é) dz = gabm
0

En la siguiente figura se ha representado el semi-elipstbigeta para que pueda apreciarse
mejor una seccién por un plano de altura constante.

¢

Observa que a los calculos anteriores también se llegaasirtos de calcular directamente
el volumen de por medio de una integral triple. Sabemos que

volumengQ) = fﬂ d(x, 4, 2)
Q
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Para calcular esta integral aplicamos el teorema de Fubioyectand@ sobre el plandXY
tenemos que

cV1-x2/a2—y?/b?

jff d(xy,2) = fj j dz| d(xy) = fjc 1- -’t/; d(x, )
Q A 0

Proyectand® sobre el ej@dZ tenemos que

fgﬂ d(x,4.2) —f ﬂ d(x, y)} jnab( é) dz

Q2

2.2.2. Teorema del cambio de variables

Para funciones de una variable sabemos que

b d
[ 109dx = [ Hg)g' @t

donde se supone qae< by g(c) = a, g(d) = b. Supongamos que la funcigres inyectiva,
entonceg debe ser creciente o decreciente. Si es decreciente sajtiede< cy ¢'(t) < 0
por lo quelg’(t)| = —g’(t) y podemos escribir

d c
[ g ®dt = - [ famlg ®ct
c d

Podemos, por tanto, cuand@s inyectiva, escribir en todos los casos

b B
[ fe9dx = [ Flg@lg @1t (2.13)

dondey es una biyeccion del intervale,[b] sobre el intervalod, 8]. Esta formula se generaliza
para funciones de varias variables dando lugar al teorehtadwio de variables.

El teorema del cambio de variable para integrales doblesafiue

jf f(x,y)d(x y) = ﬂ f(g(u, v))ldetd, (u, v)| d(u, v) (2.14)
A B
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donde se supone que la funcigres una biyeccion dB sobreA de claseC! (sus funciones
componentes tienen derivadas parciales continuas) cemaieante jacobiano distinto de cero,
esto es, del,(u,v) # 0 para todo(, v) € B. En esta formula se interpreta que la funcjdmace
uncambio de coordenadamies permite asignar a cada puntgj € A el Unico punto g, v) e B

tal queg(u,v) = (X, y).

Aunque la integral de la derecha en la formlla (P.14) paretecomplicada que la de la
izquierda, cuando hacemos un cambio de variable lo quetsessale conseguir que o bien la
funcion
f(g(u, v))ldetJ,(u, v)| sea mas sencilla de integrar Bue la funcionf (x, y) enA o bien que
el recinto de integraciéB sea mas sencillo qu& Si podemos conseguir las dos cosas, mejor.

Las condiciones que hemos supuesto para la validez de lalb{&114) se pueden relajar
un poco permitiendo que puedan fallar en un nimero finito deasuPor ejemplo, es suficiente
gqueg sea una biyeccion dB sobre el conjunt@ en el que se ha suprimido un segmento; o
puede permitirse que el determinante jacobiang de anule en alguna curva 8ala idea,
gue no hay que olvidar, es que para calcular integrales siplldemos ignorar lo que pasa en
conjuntos de “area cero”.

Solamente con la practica se puede aprender cuando es morteemacer un cambio de
variables y qué funcion es la adecuada para realizarlo. iRtgrales dobles el cambio de
variable mas (til es a coordenadas polares. Ya hemos coadiddichas coordenadas en la
Leccién 8 pero conviene recordarlas ahora.

2.2.2.1. Coordenadas polares

La funcién g(p,9) = (o cosd, psend) es una Y
biyeccion deR*x] — m, 7] sobreR? \ {(0, 0)}.
Las componentes dgtienen derivadas parcia-
les continuas y facilmente se comprueba que psene (X, Y)
detJ,(p,) = p > 0. El par de numerogp(9)
dados pox = p cosi?, y = p send dondep > 0

y -1 < ¥ < & se llaman coordenadas polares
del punto de coordenadas cartesianag)(

La formula del cambio de variablds (2114) para el caso dedemadas polares se expresa
por

ﬂ f(xy)d(X%y) = H f (0 cosd, p send)p d(p, 9) (2.15)
A B

La mayor dificultad para aplicar esta férmula es la deteraigmadel conjuntd. Dicho con-
junto viene dado por

B ={(0,9)eR"X] — x, 7] : (pcost, psend)eA}

Si, por ejemplo, el conjunté es de tipo 1A = {(X,y) : a< X< b, g(X) <y < h(X)}, entonces
B = {(o,M)eR"X] —n,71] : a< pcos? < b, g(pcosd) < psend < h(pcos?)}. Es importante
describir bien el conjunt® porque para calcular la integréﬂ f (o cosit, p send)p d(p, )

B
tienes que aplicar, naturalmente, el teorema de FubinmoBiejemplo,

B={(p,9):a<?d<B, g(9) <p<h@®)},
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entonces

B [ h()

ﬂ f(xy)d(x y) = H f (o cosd, p send)p d(p, 9) = ij f (o cosd, p send)p dﬂ)] do
A B a )
v (2.16)
Las coordenadas polares son especialmente Gtiles cuardajghtoA es un circulo, 0 un
sector circular o una corona circular, pues en estos casosgintoB es muy sencillo. Si, por
ejemploAes el discd((0,0), R) de centro el origen y radi, D((0,0), R) = {(x y) : X2 + y? < R?},
entonces

B={(o,)eR*X] —n,7] : p < R} =]0,RIX] — 7, 7]

Por tanto

R n
f(x ) d(X%y) = f lj f (o cosd, p send)p di
D((0,0),R) 0

7[R
do = j[f f(o cost, psend)p do | dd
0

- -

(2.17)
El teorema del cambio de variable para integrales triplesiafque

fﬂ f(xy,2) d(Xy,2) = ﬂj f(g(u, v, w))ldetd, (u, v, w)] d(u, v, w) (2.18)
A B

donde se supone que la funcigres una biyeccion dB sobreA de claseC! (sus funciones
componentes tienen derivadas parciales continuas) cemaieante jacobiano distinto de cero,
esto es, del,(u,v,w) # 0 para todo|, v, w) € B. Estas condiciones se pueden relajar un poco
permitiendo que puedan fallar en un nimero finito de supesfi¢?or ejemplo, es suficiente
gueg sea una biyeccion d& sobre el conjunté en el que se ha suprimido un trozo de plano;
0 puede permitirse que el determinante jacobiang se anule en alguna superficie BnLa
idea, que no hay que olvidar, es que para calcular integndfdss podemos ignorar lo que
pasa en conjuntos de “volumen cero”.

2.2.2.2. Coordenadas esféricas

La funcién

| 5cos0
g(p, 9, ¢) = (o senp cos?, p senp send, p CoSy)
es una biyeccion d&*x] — x,x] x [0, 7] so- !
breR3\ {(0,0,0)}. Las componentes dgtie- !
nen derivadas parciales continuas y facilmente o
se comprueba que d&f(p,?,¢) = —p?senp. !
La terna de numerosp(,¢) dados por !
X = p Senp cosit, y = p senyp sentd, Z = p CoSy ]
dondep > 0y -7 < ¥ <7 0< ¢ <, se lla- o
man coordenadas esféricas del punto de coor- psens¢cose  pseny
denadas cartesianas, 2).

X

La formula del cambio de variablds (2118) para el caso dedemadas esféricas se expresa
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por

jff f(Xy,2)d(X,y,2) = ffj f (0 senp cosd, p senp send, p cosy)p? seny d(p, 9, ¢)
A B

(2.19)
La mayor dificultad para aplicar esta formula es la deteroimadel conjuntdB. Dicho con-
junto viene dado por

B ={(0,%,¢)eR"X] — 7, 7] X [0, 7] : (0 Seny cosd, p senp send, p cosy) € A}

Las coordenadas esféricas son especialmente Gtiles cehndojuntoA es una esfera, 0 un
sector esférico 0 una corona esférica, pues en estos caswgleitoB es muy sencillo. Si, por

ejemplo,A = B((0,0,0),R) = {(x, 0,2 X+’ + 22 < R2} (esfera de centro el origen y radio
R), entonces

B={(0,%,¢)eR*X] —m,n] x[0,7] : p < R} =]0,R]X] — 7, ] x [0, n]

Por tanto

@9 | do

(2.20)

Rr[n
fff f(Xy,2)d(X,y,2) = IU U f (o senp cosd, p seny send, p cosy)p? seny de
B((0,0,0),R) 0 = Lo
y laintegral iterada puede hacerse en el orden que se quiera.

Interpretacion intuitiva de la férmula del cambio de variables

Todo esto esta muy bien, pero ¢por qué se cumple el teorentambio de variables?
Excepto el parecido formal que hay entre las formulas {2y1@.14), nada te he dicho que
te ayude a comprender por qué dicho teorema tiene que str. diler es dificil comprender
de forma intuitiva las razones profundas del teorema. Poodadad, consideremos el caso de
integrales dobles. En la igualdad

ﬂ f(x,y)dx y) = H f(g(u, v))ldetd, (u, v)| d(u, v) (2.21)
A B

supongamos que la funciénes la funcién constantemente igual a 1. Entonces dichadgdal
nos dice que

H d(x,y) = H|deug(u, v)l d(u, v) (2.22)
A B

y como,jf d(x,y) es el area del conjunté = g(B), lo que nos dice esta igualdad es que
A

areag(B)) = H \detd, (u, v)| d(u, v) (2.23)
B

En particular, si la aplicaciog es una aplicacion lineal d&¢ enR?, entonces el determinante
jacobiano dey es el determinante dg(como aplicacion lineal), esto es, degfu, v) = det ().
Si, ademas, tomamos como conjuitel intervalo [Q 1] x [0, 1], obtenemos que

1

aredg([0,1] x [0,1])) = H detd, (u, v)] d(u, v) =f
[0,1]x[0,1] 0

1
\det @)|du] dv = |det @) (2.24)
0
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Es decir, el valor absoluto del determinante de una apbicaaneal es el area de la imagen
por dicha aplicacion del intervalo unidad, [Q x [0, 1]. jQue esto efectivamente se cumple
puedes comprobarlo de forma elemental! Observa que encltcasvia méas especial, de que
g sea una aplicacion lineal del tigdx, y) = (ax, by) dondeay b son nimeros reales, entonces
|det )| = |abl y, evidentemente, &r@g[0, 1] x [0, 1])) = |abl. En este caso se ve claramente
queldet (g)| representa el producto de las dilataciones que realizn cada uno de los ejes
Esta interpretacion también es correcta para cualquisaaphn lineal.

Podemos interpretar ahora la igualdad (P.23) anteriorllBriceque se hace es aproximar
localmente la aplicacién diferenciakjeor su aplicacion derivada la cual, como sabes, es una
aplicacion lineal d&R? enR? cuyo determinante es precisamente el determinante jaumbia
deg, detJ,(u,v). De forma sugerentég igualdad (2.23)expresa que la dilatacion global que
produce en el conjunto B la aplicacion diferenciaglee obtiene integrando las dilataciones
locales, y éstas se calculan sustituyerdpor su aplicacion derivadalo que, por lo que
acabamos de decir, explica la intervencioridi], (u, v)| en la formula[(2.21).

La demostracion, que es bastante técnica, de la férmulaadebio de variabled (2.21)
consiste en demostrar la igualdad (2.22), pues de ella sedetn facilidad el caso general.
Confio en que con lo antes dicho hayas llegado a entrevemzases profundas de por qué se
verifica dicha igualdad.

2.2.3. Ejercicios propuestos

71. Calcula la integral de la funciéh : A — R en los siguientes casos:

a) f(x y) = 1 siendoA la regién limitada poy? = X%, y = x.
b) f(x,y) = x? siendoA la region limitada poxy = 16, y = x, y = 0, X = 8.
c) f(x,y) = xsiendoA el triangulo de vértices (0), (1,1), (0,1).

d) f(x,y) = x siendoA la region limitada por la recta que pasa par2Qy (2 0) y la
circunferencia de centro (0) y radio 1.

e) f(x,y) = e/ siendoA la region limitada poy? = x, x=0, y = 1.
2
f) f(xy) = nyz siendoA la regién limitada poy = XE y=X

g) f(x y) = xy? siendoA la region limitada poy? = 2x, x = 1.

h) f(x y) = xy siendoA la region limitada por la semicircunferencia superios 2)* +
y?> =1y el ejeOX.

i) f(x,y) = 4 - y? siendoA la region limitada poy? = 2x e y? = 8 — 2x.

) f(xy = e’ siendo el conjuntd el triangulo formado por las rectag 2 x, x =2
y el ejex.

K) f(x,y) = %Z; dondeA es el cuadrado de vértices R), (1, 1), (2, 2), (2, 3).

72. Calcula los siguientes volimenes:

a) Volumen del sélido limitado superiormente @£ X + y e inferiormente por el
triangulo de vértices (@), (0, 1), (1,0)

b) Volumen del sélido limitado superiormente ot 2x+1 e inferiormente por el con-
junto
{(xy) eR?: X¥+y-1F <1
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c) Volumen del sélido comprendido por el paraboloide de eidmz = x° + y° e
inferiormente por el disco unidad.
2
d) Volumen del sélido limitado superiormente ot 4 — y° — Z e inferiormente por

el disco{(x,y) e R?: X2+ (y—1)2 < 1}.
e) Volumen del solido acotado por el plane 0y el paraboloide = 1 — x* — 2.

f) Volumen del conjuntd(x,y,2) e R® : 0<z< X% + y? < 2X}.
_ . X P
g) Volumen limitado por el paraboloide eliptice + g _ zy el planoz=17.
§ " 16

73. Utiliza el cambio a coordenadas polares para calcular l@grales de las siguientes
funciones en los recintos que se indican:

a) f(xy) = V1-x—y2, A=B((0,0),1)

b) f(xy) = \»@+y% A=[0,1]x[0,1]

c) f(xy) =y, A=1{(Xy) €B((1/2,0),1/2): y>0}
d) f(xy) =x2+y% A=B((1,0),1)

e) f(xy) =X +1y% A={(Xy)eR?: 4< X +?><9}

74. Calcula la integral dé : A — R en cada uno de los siguientes casos:
a) f(xy) =% A={(Xy) eR?: 2+ y? < 2x

b) f(xy) = xvy1-x2—y2, A={(Xy) eR?: ¥ +y°<1, Xy >0}

) f(xy) = expi/y), A={(xy) eR*: 0<y®<x<y?

d) f(x,y):exp(%), A={(Xy) eR?: X,y>0, X+y<2}

e) f(xy) = +1y2)2, A={(xy)€eR2: x<y, X+y>1 X+y2< 1
f) f(xy) =x2+y% A={(Xxy) eR?: (X +y?)? <40 -y?), x> 0)
Q) fxy)=x+y% A={(xy) eR®: ¥ +y° <2y, ¥+y>°<1, x>0}

2 2
h) f(x,y) = /Xy, A dominio acotado por la cur\(axg + %) - que esta en el

V6

primer cuadrante.

) f(xy,2) = A={(Xy,2) eR®: Xx+y+z<1Xy,z>0)

(X+y+2°

D fxy,)=X+y+2% A={(%y,2 eR3: X+ 2+ <1, X%+ 2 +72<22
2 7

K) f(x,y,2) =2z A={(Xy.2) eR®: x2+yz+§<l,z> 0}

D) f(xy.2=2 A={(xy,2) eR%: ¥ +y2<A0<2z<1}

m) f(Xy,2) =%, A={(Xy,2 €R3: x>0, +y%+(z- 1 < 1, 422 > 3(x* +y?)}

N f(Xy,2) =zy/x@+y2 A={(Xy,2) eR3: 0<z< X +y% 0<y< V2x— X2}

A) fxy.2) =2 A={(Xy.2) €eR3: ¥+ 2+72<2 X¥+y°<2

0) f(xy,2 =2 A={(Xy.2) eR®: ¥+ °+Z2<R% ¥ +y*’+72 < 2Rz

P) f(Xy,2) = V+12+22 A={Xy,2 eR®: ¥ +y2<z2<3}
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q) f(x,y,2) = Vx2 + 22, Ael conjunto acotado por el paraboloigle x*+ 7’y el plano

y =4.

75. Calcula el volumen del conjuntd en cada uno de los siguientes casos:

a) A:{(X,y,Z)GRSZ

b) A= {(x,y,z) eR3:

c) A=

(X,y,2) e R3:

{(x, y,2) €R3:
{(x, y,2) €R3:
e) A= {(x,y, 2 eR3:
A=
={

(X,y,2) e R3:

R +y2 <2< A+

X2 yz
¥+E<1,0SZ<\, bz}

0<z<X¥+y% x+y<1l xy> 0

0<z< @ +12 X2 +y? < 2y

0<z<4-y% 0<x<6)
VX<y<2y% 0<z<9-x

X2 +y? < Z, x2+y2+22<22}
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