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Lección1

Cálculo diferencial en Rn

1.1. Estructura euclídea y topología deRn

Como sabes,Rn es un espacio vectorial en el que suele destacarse la llamadabase canónica
formada por los vectores{e1,e2, . . . ,en} dondeek es el vector cuyas componentes son todas
nulas excepto la que ocupa el lugark que es igual a 1. Dados dos vectoresx = (x1, x2, . . . , xn)
y = (y1, y2, . . . , yn) se define su producto escalar a por:

〈

x
∣

∣

∣ y
〉

=

n
∑

k=1

xkyk = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn

Este producto escalar se llamaproducto escalar euclídeo. Observa que el producto escalar de
dos vectores no es un vector sino un número real. La notaciónx.y es frecuentemente usada en
los libros de Física para representar el producto escalar delos vectoresx ey.

Las siguientes propiedades del producto escalar se deducenfácilmente de la definición:

•
〈

x
∣

∣

∣ y
〉

=
〈

y
∣

∣

∣ x
〉

para todosx, y∈Rn (simetría).

•
〈

α x + β y
∣

∣

∣ z
〉

= α
〈

x
∣

∣

∣ z
〉

+ β
〈

y
∣

∣

∣ z
〉

para todosα, β∈R y para todosx, y, z∈Rn (linealidad).

La norma euclídea de un vectorx se define por

‖x‖ =
√

〈

x
∣

∣

∣ x
〉

=

√

√

n
∑

k=1

x2
k

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todosx, y∈Rn se verifica que|
〈

x
∣

∣

∣ y
〉

| 6 ‖x‖ ‖y‖. Además, supuesto quex ey no son nulos,

la igualdad |
〈

x
∣

∣

∣ y
〉

| = ‖x‖ ‖y‖ equivale a que hay un númeroλ∈R tal quex = λ y (es decir, los
vectoresx ey están en una misma recta que pasa por el origen).

Desigualdad triangular.

Para todosx, y ∈Rn se verifica que‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖. Además, supuesto quex e y no son
nulos, la igualdad‖x + y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ equivale a que hay un númeroλ > 0 tal quex = λ y (es
decir, los vectoresx ey están en una misma semirrecta que pasa por el origen).

1.1 Definición. Se dice que los vectoresx e y sonortogonales, y escribimosx ⊥ y, cuando
su producto escalar es cero. Se dice que un vectorx es ortogonal a un conjunto de vectores
E ⊂ Rn cuandox es ortogonal a todo vector enE. Un conjunto de vectores no nulos que
son mutuamente ortogonales se dice que es unconjunto ortogonal de vectores; si, además,
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Ejercicios propuestos 2

los vectores tienen todos norma 1 se dice que es unconjunto ortonormal de vectores. Una
base vectorial que también es un conjunto ortogonal (ortonormal) se llama unabase ortogonal
(ortonormal).

Si x ey son vectores no nulos, el vector

∏

y(x) =

〈

x
∣

∣

∣ y
〉

〈

y
∣

∣

∣ y
〉y

se llamaproyección ortogonal de x sobre y.

Puedes comprobar que el vectorx−
∏

y(x) es ortogonal ay. En particular, siy es unvector
unitario (de norma 1) entonces el vectorx −

〈

x
∣

∣

∣ y
〉

y es ortogonal ay.

1.1.1. Ejercicios propuestos

1. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sugerencia. Comprueba que la ecuación
〈

x − λ y
∣

∣

∣ x − λ y
〉

= 0, en la queλ es un número
real arbitrario yx e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo
grado en la variableλ. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores mayores
o iguales que cero (¿por qué?) lo que proporciona información sobre su discriminante.

1. Prueba la desigualdad triangular.

Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdades entre normas euclídeas es elevar
al cuadrado. La desigualdad‖x + y‖2 6 ( ‖x‖ + ‖y‖ )2 es equivalente a la desigualdad
triangular pero es muy fácil de probar desarrollando el término ‖x + y‖2 =

〈

x + y
∣

∣

∣ x + y
〉

y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

2. Teorema de Pitágoras. Prueba que los vectoresx e y son ortogonales si, y solo si,
‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

3. Prueba que el vectorx −
∏

y(x) es ortogonal ay.

1.2 Definición. Dados dos vectoresx e y, el número‖x − y‖ se llama ladistancia (euclídea)
entrex e y.

• Dadosx∈Rn y r > 0, definimosB(x, r) = {y∈Rn : ‖x− y‖ < r}.
• Un conjuntoE ⊂ Rn se dice que es unconjunto abierto si para todo puntox ∈ E se
verifica que hay un númerorx > 0 tal queB(x, rx) ⊂ E. Por convenio, el conjunto vacío, Ø, se
considera abierto.

• Es fácil comprobar que los conjuntos de la formaB(x, r) son conjuntos abiertos. El con-
junto B(x, r) se llamabola abierta de centrox y radior.

• Un conjuntoF ⊂ Rn se dice que es unconjunto cerrado si su complementoRn \ F es un
conjunto abierto.

• Dadosx ∈Rn y r > 0, definimosB(x, r) = {y∈Rn : ‖x− y‖ 6 r}. Es fácil comprobar que
B(x, r) es un conjunto cerrado. Se llamabola cerradade centrox y radior.
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Ejercicios propuestos 3

• Se dice que un conjuntoE ⊂ Rn esacotadocuando hay un númeroM > 0 tal que‖x‖ 6 M
para todox∈E.

• Se dice que un conjuntoK ⊂ Rn escompactocuando es cerrado y acotado.

• SeaE ⊂ Rn. Decimos que un puntox∈Rn esadherenteal conjuntoE si toda bola abierta
centrada enx tiene puntos deE. El conjunto de todos los puntos adherentes aE se llama la
adherenciadeE y se representa porE.

• SeaE ⊂ Rn. Decimos que un puntox∈Rn es un punto deacumulacióndel conjuntoE si
toda bola abierta centrada enx tiene puntos deE distintosdex. El conjunto de todos los puntos
de acumulación deE se llama laacumulacióndeE y se representa porE′.

• SeaE ⊂ Rn. El conjunto de todos los puntos adherentes aE y aRn\E se llama lafrontera
deE y se representa por Fr(E).

• SeaE ⊂ Rn. Decimos que un puntox∈E es un puntointerior al conjuntoE si hay alguna
bola abierta centrada enx contenida enE.

• Dadosx∈Rn y r > 0, el conjuntoS(x, r) = {y∈Rn : ‖x− y‖ = r} se llamaesferade centro
x y radior.

• Representaremos porΠ j la aplicaciónΠ j : Rn→ R que a cada vectorx = (x1, x2, . . . , xn)∈
R

n hace corresponder su coordenadaj-ésima en la base canónica.

Π j(x) = Π j((x1, x2, . . . , xn)) = xj

Las aplicacionesΠ j , 16 j 6 n, así definidas se llaman lasproyecciones canónicas.

1.1.2. Ejercicios propuestos

4. Prueba queB(x, r) es un conjunto abierto.

5. Prueba que todo conjunto abierto es unión de bolas abiertas.

6. Prueba que la intersección de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

7. Prueba que la unión de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

8. Prueba queB(x, r) es un conjunto cerrado.

9. Prueba que la intersección de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

10. Da ejemplos de conjuntos que no sean abiertos ni cerrados.

11. Prueba queE = E ∪ Fr(E).

1.1.3. Sucesiones enRn

1.3 Definición. Una sucesión{xm} de puntos deRn se dice que esconvergentesi hay un vector
x∈Rn tal que‖xm− x‖ → 0. En tal caso escribimos lı́mm→∞{xm} = x o, simplemente,{xm} → x
y decimos quex es ellímite de la sucesión{xm}.

Una sucesión{xm} de puntos deRn se dice que esacotadasi hay un númeroM > 0 tal que
‖xm‖ 6 M para todom∈N.
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Campos escalares. Continuidad y límite funcional 4

Teniendo en cuenta la desigualdad

máx{|xk − yk| : 1 6 k 6 n} 6 ‖x − y‖ 6
n

∑

k=1

|xk − yk| (1.1)

Se deduce fácilmente que{xm} → x si, y sólo si,{Π j(xm)} → Π j(x) para (16 j 6 n), esto es,
la convergencia enRn equivale a la convergencia por coordenadas.

1.4 Teorema(Teorema de Bolzano – Weierstrass). Toda sucesión acotada de puntos deRn

tiene alguna sucesión parcial convergente.

1.5 Teorema(Caracterización de los conjuntos compactos). Un conjunto E⊂ Rn es com-
pacto si, y sólo si, toda sucesión de puntos de E tiene alguna sucesión parcial que converge a
un punto de E.

1.2. Campos escalares. Continuidad y límite funcional

Reciben el nombre decampos escalareslas funciones definidas en subconjuntos deRn

que toman valores enR. Un campo escalar es, por tanto, una función real que dependede n
variables.

Un campo escalar de una variables es, simplemente, una función real de variable real; un
campo escalar de dos variables es una función definida en un subconjunto del plano que toma
valores reales; un campo escalar de tres variables es una función definida en un subconjunto
del espacio que toma valores reales.

Los campos escalares de una o dos variables se pueden visualizar por medio de sus repre-
sentaciones gráficas que son, respectivamente, curvas en elplano o superficies en el espacio.
No es posible visualizar campos escalares de tres o más variables porque sus gráficas están en
espacios de dimensión mayor o igual que 4.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar y multiplicar al igual que lo hacemos
con las funciones reales.

1.6 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ Rn y seaa∈E. Se dice
que f escontinuo ena si para todoε > 0 existe unδ > 0 tal que se verifica‖ f (x) − f (a)‖ < ε
siempre quex∈E y ‖x − a‖ < ε.

Se dice quef es continuo en un conjuntoA ⊂ E si f es continuo en todo puntoa∈A.

Un ejemplo de campo escalar continuo lo proporcionan las proyecciones canónicasΠ j pues
se tiene que

|Π j(x) − Π j(y)| = |xj − y j | 6 ‖x − y‖

de donde se deduce enseguida la continuidad deΠ j .

1.7 Proposición. a) Si f y g son campos escalares definidos en un conjunto E⊂ Rn, se
verifica que los campos escalares f+ g y f g son continuos en todo punto de E donde f yg

sean continuos. Y si f no se anula en E, el campo escalar1/ f es continuo en todo punto de E
donde f sea continuo.

b) Sea f un campo escalar definido en un conjunto E⊂ Rn y sea h una función real de
variable real continua definida en un intervalo I que contiene la imagen de f , I⊃ f (E).
Entonces el campo escalar h◦ g es continuo en todo punto de E donde f sea continuo.
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Campos escalares. Continuidad y límite funcional 5

Los campos escalares más sencillos son las funciones polinómicas de varias variables. Di-
chas funciones se obtienen como sumas de productos de las proyecciones canónicas y son, por
tanto, continuas.

Paran = 3 las proyecciones canónicas son

Π1((x, y, z)) = x, Π2((x, y, z)) = y, Π3((x, y, z)) = z

Un producto de estas funciones es una función de la formaf (x, y, z) = xmy pzq dondem, p,q
son números naturales o nulos. Las funciones polinómicas entres variables son combinaciones
lineales de este tipo de funciones.

Las funciones racionales den variables son las funciones de la forma

R(x1, x2, . . . , xn) =
P(x1, x2, . . . , xn)
Q(x1, x2, . . . , xn)

DondeP(x1, x2, . . . , xn) y Q(x1, x2, . . . , xn) son funciones polinómicas den variables. Eldomi-
nio naturalde definición de una función racional es el conjunto de puntosdonde no se anula el
denominadorΩ = {x∈Rn : Q(x) , 0}. Las funciones racionales son continuas en su conjunto
natural de definición.

Componiendo funciones continuas reales de una variable confunciones polinómicas y ra-
cionales en varias variables obtenemos muchísimos ejemplos de campos escalares continuos.
Aquí tienes unos pocos.

f (x, y) = sen(xy), f (x, y) = log(1+ x2 + y2), f (x, y, z) =
1+ xy2 + xz2

2+ arc tg(xy z)

El siguiente resultado establece la relación entre la continuidad y el límite secuencial.

1.8 Proposición. Sea Sea f un campo escalar definido en un conjunto E⊂ Rn y seaa ∈ E.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua ena.

b) Para toda sucesión{xn} de puntos de E tal que{xn} → a se verifica que{ f (xn)} → f (a).

El siguiente resultado se demuestra de la misma forma que su análogo para funciones reales.

1.9 Teorema(Teorema de Weierstrass). Todo campo escalar continuo en un conjunto com-
pacto alcanza en dicho conjunto un valor máximo absoluto y unvalor mínimo absoluto.

Dicho de otra forma, siK ⊂ Rn es un conjunto compacto yf es un campo escalar continuo
enK, entonces hay puntosa∈K, b∈K tales quef (a) 6 f (x) 6 f (b) para todox∈K.

1.10 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ Rn y seaa ∈ E′. Se
dice quef tiene límite en asi hay un númeroL ∈R con la propiedad de que para todoε > 0
existe unδ > 0 tal que se verifica‖ f (x) − L‖ < ε siempre quex ∈ E y 0 < ‖x − a‖ < ε.
Simbólicamente escribimos lı́m

x→a
f (x) = L. El númeroL se llamalímitede f ena.

El siguiente resultado establece la relación entre el límite funcional y el límite secuencial.

1.11 Proposición.Sea Sea f un campo escalar definido en un conjunto E⊂ Rn y seaa∈E′.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) lı́m
x→a

f (x) = L.

b) Para toda sucesión{xn} de puntos de Edistintosde a, tal que {xn} → a se verifica
{ f (xn)} → L.
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Curvas enRn 6

1.2.1. Curvas enRn

Una curva enRn es una aplicación continuaγ : [a,b] → Rn. El puntoγ(a) se llamaorigen
y el puntoγ(b) extremode la curva. Naturalmente, comoγ(t) ∈ Rn podremos expresarlo por
medio de sus componentes en la base canónica que serán funciones det.

γ(t) = (γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t))

Las funcionesγk(t) se llaman funciones componentes deγ. Se dice queγ es derivable en un
punto t cuando todas sus funciones componentes son derivables en dicho punto, en cuyo la
derivada deγ ent es, por definición, el vector

γ ′(t) = (γ1
′(t), γ2

′(t), . . . , γn
′(t))

Dado un puntoa = γ(t0) tal queγ ′(t0) , 0, se define larecta tangentea γ en el puntoa
(aunque es más apropiado deciren el punto t0) como la recta de ecuación paramétricaa +
t γ ′(t0), es decir, la recta que pasa pora con vector de direcciónγ ′(t0).

Cuando se interpretaγ(t) como la función de trayectoria de un móvil, entonces suvelocidad
en un instantet es el vectorγ ′(t) y surapidez es‖γ ′(t)‖. La distancia que recorre dicho móvil
entre dos instantest = a y t = b viene dada por

∫ b

a
‖γ ′(t)‖ dt .

1.12 Definición. Un conjunto abiertoΩ ⊂ Rn con la propiedad de que cualesquiera dos de sus
puntos pueden unirse por una curva que queda dentro deΩ se llama undominio.

Intuitivamente, un dominio es un conjunto abiertode un solo trozo. Los dominios desem-
peñan enRn un papel similar al de los intervalos enR.

1.3. Derivadas parciales. Vector gradiente

Acabamos de ver que los conceptos de continuidad y límite para funciones reales de una
variable se generalizan fácilmente para campos escalares de varias variables. No ocurre lo
mismo con el concepto de derivabilidad el cual no puede generalizarse de forma inmediata. La
razón es que el concepto de derivabilidad hace intervenir ladivisión de números reales, pues
una derivada es un límite de cocientes incrementales, y enR

n no podemos dividir por vectores,
es decir, la estructura algebraica deRn no permite generalizar algo parecido a un “cociente
incremental”. Sif es un campo escalar de dos o más variables, la expresión

f (x) − f (a)
x − a

no tiene ningún sentido.

Otra diferencia importante es que en la recta real,R, solamente podemos acercarnos a un
punto de ella a través de la propia recta, mientras que enR

n paran > 2 hay muchísimas
más posibilidades de acercarse a un punto dado; por ejemplo,podemos acercarnos a través de
cualquier curva que pase por dicho punto. Surge así una primera idea que consiste en acercarse
a un punto dado a través de una recta dada. Parece que esta situación es más parecida a lo que
conocemos para funciones reales de una variable.

1.13 Definición. Unadirección enRn es un vector de norma 1.
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Interpretación geométrica de las derivadas parciales 7

• Dados un puntoa ∈ Rn y una direcciónu, la recta que pasa pora con direcciónu es la
imagen de la aplicaciónγ : Rn→ R dada porγ(t) = a+ tu, es decir, es el conjunto de puntos
{a+ tu : t∈R}.
• Sea f un campo escalar definido en un conjunto abiertoE ⊂ Rn, seaa ∈ E y u una
dirección. Se define laderivada de f en a en la dirección ucomo el límite

Du f (a) = lı́m
t→0

f (a+ t u) − f (a)
t

(1.2)

supuesto, claro está, que dicho límite exista.

• Las derivada direccional de un campo escalarf en un puntoa en la dirección del vector
ek de la base canónica, se llama derivada parcial def ena respecto a la variablek-ésima. Está
definida por

Dek f (a) = lı́m
t→0

f (a+ t ek) − f (a)
t

= lı́m
t→0

f (a1, . . . ,ak + t, . . . ,an) − f (a1, . . . ,ak, . . . ,an)
t

= lı́m
xk→ak

f (a1, . . . , xk, . . . ,an) − f (a1, . . . ,ak, . . . ,an)
xk − ak

(1.3)

y se representa con los símbolosDk f (a) y
∂ f
∂xk

(a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son derivadas de funciones reales de
una variable real pues, para calcular la derivada de un campoescalarf en un puntoa en la
direcciónu lo que se hace es derivar ent = 0 la funciónt 7→ f (a+ t u) que es una función real
de una variable real.

Observa que la segunda igualdad de (1.3) nos dice que,para calcular la derivada parcial
Dk f (a), lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésima considerando fijas las demás
variables. Por eso se llaman derivadasparciales.

1.3.1. Interpretación geométrica de las derivadas parciales

Es importante que entiendas el significado de las derivadas parciales de una función en un
punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo escalarf de dos variables definido
enE ⊂ R2. Fijemos un punto (a,b). Las derivadas parciales def en (a,b) son, por definición

D1 f (a,b) = lı́m
t→0

f (a+ t,b) − f (a,b)
t

= lı́m
x→a

f (x,b) − f (a,b)
x− a

D2 f (a,b) = lı́m
t→0

f (a,b+ t) − f (a,b)
t

= lı́m
y→b

f (a, y) − f (a,b)
y − b

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parcialesx 7→ f (x,b) y y 7→ f (a, y) en los
puntosx = a ey = b respectivamente.

La gráfica def , es decir, el conjuntoS = {(x, y, f (x, y)) : (x, y)∈E} es una superficie enR3.
Las funciones

γ1(x) = (x,b, f (x,b)), γ2(y) = (a, y, f (a, y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto (a,b). Dichas curvas se ob-
tienen cortando la superficieS por los planosy = b y x = a respectivamente. Los vectores
tangentes a dichas curvas en los puntosγ1(a) y γ2(b) son, respectivamente

γ1
′(a) = (1,0,D1 f (a,b)), γ2

′(b) = (0,1,D2 f (a,b))
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Interpretación geométrica de las derivadas parciales 8

En la figura (1.1) se ha representado la gráfica def y las curvas obtenidas cortándola por los
planosx = a ey = b junto a sus vectores tangentes en el punto (a,b)

Figura 1.1: Derivadas parciales

Cuando un campo escalarf tiene derivadas parciales en todos los puntos de un conjunto
E ⊂ Rn, podemos definir lasfunciones derivadas parcialesde f , Dk f : E → R que a ca-
da puntox ∈ E hace corresponder el númeroDk f (x). Dichas funciones son también campos
escalares.

1.14 Definición. Sea f un campo escalar. Se define elvector gradientede f en un puntoa
como el vector

∇ f (a) =
(

D1 f (a),D2 f (a), . . . ,Dn f (a)
)

supuesto, claro está, que dichas derivadas parciales existan.

Supongamos quef es una función real de una variable real. La derivabilidad def en un
puntoa∈R se expresa por

lı́m
x→a

f (x) − f (a)
x− a

= f ′(a)⇐⇒ lı́m
x→a

f (x) − f (a) − f ′(a)(x− a)
x− a

= 0

Recuerda que la recta de ecuación cartesianay = f (a) + f ′(a)(x − a) es la recta tangente a la
gráfica def en el punto (a, f (a)).

Si ahora f es un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ Rn, cuyo vector gradiente
∇ f (a) está definido en un puntoa∈E, podemos considerar el hiperplano enRn+1 de ecuación
cartesianaxn+1 = f (a)+

〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ x − a
〉

. Este hiperplano pasa por el punto (a, f (a))∈Rn+1 y es
la generalización natural de la recta tangente a la gráfica deuna función. Observa el parecido
formal entre las expresiones

y = f (a) + f ′(a)(x− a), xn+1 = f (a) +
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ x − a
〉

Ambas representan hiperplanos (un hiperplano enR
2 es una recta) y la segunda se deduce de la

primera sustituyendo la derivada por el vector gradiente y el producto usual de números reales
por el producto escalar de vectores. Esto nos lleva a la siguiente definición.
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Campos escalares diferenciables 9

1.3.2. Campos escalares diferenciables

1.15 Definición. Sea f un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ Rn y seaa un pun-
to interior deE. Supongamos que está definido el vector gradiente∇ f (a). Se dice quef es
diferenciableena si se verifica que

lı́m
x→a

f (x) − f (a) −
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ x − a
〉

‖x − a‖
= 0 (1.4)

Definamos

R(x,a) =
f (x) − f (a) −

〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ x − a
〉

‖x − a‖
La igualdad (1.4) dice que lı́m

x→a
R(x,a) = 0. Con lo que, otra forma equivalente de escribir la

igualdad (1.4) es la siguiente.

f (x) = f (a) +
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ x − a
〉

+ R(x,a) ‖x − a‖ donde lı́m
x→a

R(x,a) = 0 (1.5)

1.16 Definición. Sea f un campo escalar diferenciable en un puntoa. El hiperplano enRn+1

de ecuación cartesiana
xn+1 = f (a) +

〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ x − a
〉

se llama hiperplano tangente af en a o hiperplano tangentea la gráfica def en el punto
(a, f (a)).

1.17 Proposición.Sea f un campo escalar diferenciable en un puntoa y seau una dirección
enRn. Entonces se verifica que

Du f (a) =
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ u
〉

Demostración. En la igualdad (1.5) pongamosx = a+ t u con lo que obtenemos

f (a+ t u) = f (a) +
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ t u
〉

+ R(a+ t u,a) ‖t u‖ = f (a) + t
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣u
〉

+ R(a+ t u,a)|t|

÷ lı́m
t→0

f (a+ t u) − f (a)
t

= lı́m
t→0

R(a+ t u,a)
|t|
t
= 0.

1.18 Corolario. Sea f un campo escalar diferenciable en un puntoa con vector gradiente no
nulo ena.

a) La dirección en la que la derivada direccional de f en a es máxima es la dirección dada

por el gradiente, es decir, la direcciónu =
∇ f (a)
‖∇ f (a)‖

.

b) La dirección en la que la derivada direccional de f en a es mínima es la dirección

opuesta a la dada por el gradiente, es decir, la direcciónv = − ∇ f (a)
‖∇ f (a)‖

.

Demostración. Las afirmaciones hechas son consecuencia de la proposiciónanterior y de la
desigualdad de Cauchy–Schwarz, pues para toda direcciónw se tiene que

|
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣w
〉

| 6 ‖∇ f (a)‖ ‖w‖ = ‖∇ f (a)‖

Y la igualdad se da si, y solo si, hay un númeroλ ∈R tal quew = λ∇ f (a). Tomando normas
en esta igualdad se deduce que|λ| = 1/ ‖∇ f (a)‖, es decir las direccionesw que hacen máximo

|Dw f (a)| = |
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣w
〉

| son u =
∇ f (a)
‖∇ f (a)‖

y v = − ∇ f (a)
‖∇ f (a)‖

.
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Campos escalares diferenciables 10

Para la primera se tiene que

Du f (a) =

〈

∇ f (a)
∣

∣

∣

∣

∣

∇ f (a)
‖∇ f (a)‖

〉

=
1

‖∇ f (a)‖
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣∇ f (a)
〉

= ‖∇ f (a)‖

que es el valor máximo que puede tener una derivada direccional.

Análogamente, para la segunda se tiene que

Dv f (a) = − ‖∇ f (a)‖

que es el valor mínimo que puede tener una derivada direccional. 2

El resultado anterior nos dice que el vector gradiente en un punto señala la dirección en la
que el campo tiene máximo crecimiento en dicho punto. Mientras que en la dirección opuesta
a la del vector gradiente en un punto el campo tiene máximo decrecimiento.

1.19 Proposición.Sean f un campo escalar definido en un conjunto E⊂ Rn y γ una curva en
R

n que toma valores en el conjunto E. Supongamos queγ es derivable en un punto t0 y que f
es diferenciable en el puntoa = γ(t0)∈E. Entonces se verifica que la función h(t) = f (γ(t)) es
derivable en t0 y su derivada viene dada por

h′(t0) =
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ γ ′(t0)
〉

=

n
∑

k=1

Dk f (a)γk
′(t0) (1.6)

Demostración. Se tiene que

h(t) − h(t0) = f (γ(t)) − f (γ(t0)) =
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ γ(t) − γ(t0)
〉

+ R(γ(t), γ(t0)) ‖γ(t) − γ(t0)‖

Dividiendo port − t0 tenemos

h(t) − h(t0
t − t0

=
f (γ(t)) − f (γ(t0))

t − t0
=

〈

∇ f (a)
∣

∣

∣

∣

∣

γ(t) − γ(t0)
t − t0

〉

+ R(γ(t), γ(t0))
‖γ(t) − γ(t0)‖

t − t0

Teniendo en cuenta que lı́m
t→t0

γ(t) − γ(t0)
t − t0

= γ ′(t0) se deduce que

lı́m
t→t0

h(t) − h(t0)
t − t0

=
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ γ ′(t0)
〉

como queríamos demostrar. 2

Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un punto esuna propiedad muy débil.

Por ejemplo, el campo escalarf (x, y) =
xy

x2 + y2
, f (0,0) = 0 tiene derivadas parciales nulas

en (0,0) pero no es continuo en dicho punto. La propiedad de ser diferenciable es mucho
más fuerte que tener derivadas parciales. Por ejemplo, es fácil probar queun campo escalar
diferenciable en un punto es continuo en dicho punto. El siguiente resultado proporciona
una condición suficiente de diferenciabilidad muy útil.

1.20 Teorema(Condición suficiente de diferenciabilidad). Un campo escalar que tiene de-
rivadas parciales continuas en un conjunto abierto es diferenciable en todo punto de dicho
conjunto.

En la práctica suele suponerse que los campos escalares tienen derivadas parciales conti-
nuas. Esta hipótesis garantiza que son diferenciables y es suficiente para justificar la mayoría
de los resultados que siguen.
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Rectas tangentes y planos tangentes 11

Es sabido que una función derivable en un intervalo con derivada nula es constante. Para
campos escalares hay un resultado análogo. Observa la hipótesis de que el campo esté definido
en undominio.

1.21 Proposición.Un campo escalar definido en un dominio con derivadas parciales nulas en
todo punto del mismo es constante.

En la siguiente sección te digo cómo calcular rectas y planostangentes a curvas y su-
perficies considerando las distintas formas en que éstas pueden venir dadas. Mi propósito es
esencialmente práctico, a saber, que entiendas la forma de proceder en cada caso; por lo que
no me preocupo de justificar con detalle todo lo que digo.

1.4. Rectas tangentes y planos tangentes

1.4.1. Curvas en el plano

Una curvaΓ en el plano puede venir dada de tres formas:

a) Como lagráfica de una funcióny = f (x) dondex∈ I siendoI un intervalo deR.

Γ = {(x, f (x)) : x∈ I }

b) Por medio deecuaciones paramétricasγ(t) = (x(t), y(t)).

Γ = γ(I ) = {(x(t), y(t)) : t∈ I }

c) De forma implícitacomo el conjunto de puntosg(x, y) = 0 donde se anula una función
diferenciable de dos variables.

Γ =
{

(x, y)∈R2 : g(x, y) = 0
}

Suele usarse la siguiente terminología. Sih(x, y) es un campo escalar diferenciable, las
curvas de ecuación implícitah(x, y) = c o, lo que es igualh(x, y) − c = 0, dondec es una
constante, se llamancurvas de nivel. Dichas curvas se obtienen cortando la gráfica deh
con planos de la formaz = c. Estas curvas son las que ves representadas en los mapas
topográficos.

Observa quea) es un caso particular dec) (basta considerarg(x, y) = f (x)− y) y también es un
caso particular deb) (basta considerarγ(x) = (x, f (x))).

La tangente en un punto deΓ viene dada en cada caso como sigue.

a′) La tangente en un punto (a,b) = (a, f (a)) ∈ Γ es la recta de ecuación cartesianay − b =
f ′(a)(x− a). El vector (1, f ′(a)) es tangente aΓ en el punto (a,b) y el vector (f ′(a),−1) es
ortogonal aΓ en el punto (a,b).

b′) La tangente en un puntoγ (t0) = (a,b)∈Γ es la recta de ecuaciones paramétricas

(x, y) = γ (t0) + t γ ′(t0) = (a,b) + t(x′(t0), y ′(t0))

El vectorγ ′(t0) = (x′(t0), y ′(t0)) es tangente aΓ en (a,b).
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c′) La tangente en un punto (a,b)∈Γ es la recta de ecuación implícita
〈

∇g(a,b)
∣

∣

∣ (x− a, y − b)
〉

= 0

Se supone que∇g(a,b) , 0 pues en otro caso, la tangente en (a,b) no está definida. El
vector gradiente∇g(a,b) es ortogonal aΓ en el punto (a,b).

Estas últimas afirmaciones requieren alguna justificación.Para ello, supongamos que cono-
cemos unarepresentación paramétrica localdeΓ en torno al punto (a,b). Es decir, hay una
curva de la formaα(t) = (α1(t), α2(t))∈Γ que pasa por el punto (a,b) y que es derivable1.
Pongamosα(t0) = (a,b). Por lo visto enb′), sabemos que la tangente aΓ en (a,b) es la
recta que pasa por el punto (a,b) con vector de direcciónα ′(t0). Pongamosh(t) = g(α(t)).
En virtud de la igualdad (1.6), tenemos queh′(t) =

〈

∇g(α(t))
∣

∣

∣α ′(t)
〉

. Peroh(t) = 0, por lo

queh′(t) =
〈

∇g(α(t))
∣

∣

∣α ′(t)
〉

= 0. Resulta así que el vector∇g(α(t)) es ortogonal al vector
tangenteα ′(t). En particular, el vector∇g(a,b) es ortogonal al vectorα ′(t0) tangente aΓ en
(a,b). Concluimos que la recta que pasa por (a,b) y tiene como vector ortogonal∇g(a,b) es
la recta tangente aΓ en (a,b), pero dicha recta es justamente la recta de ecuación cartesiana
〈

∇g(a,b)
∣

∣

∣ (x− a, y − b)
〉

= 0.

De lo antes visto, merece la pena destacar la siguiente propiedad.

El vector gradiente∇g(x, y) de un campo escalar es ortogonal en todo punto(x, y) (en el
que∇g(x, y) , 0) a la curva de nivel que pasa por dicho punto.

1.4.2. Superficies enR3

Una superficieS en el espacioR3 puede venir dada de tres formas:

a) Como la gráfica de una funcióny = f (x, y) donde (x, y)∈A siendoA un conjunto deR2.

S = {(x, y, f (x, y)) : (x, y)∈A}

b) Por medio de ecuaciones paramétricasγ(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)) donde (s, t)∈A ⊂ R2.

S = γ(A) = {(x(s, t), y(s, t), z(s, t)) : (s, t)∈A}

c) De forma implícita como el conjunto de puntosg(x, y, z) = 0 donde se anula una función
diferenciable de tres variables.

S =
{

(x, y, z)∈R3 : g(x, y, z) = 0
}

Observa quea) es un caso particular dec) (basta considerarg(x, y, z) = f (x, y) − z) y también
es un caso particular deb) (basta considerarγ(s, t) = (s, t, f (s, t))). El plano tangente en un
punto deS viene dada en cada caso como sigue.

a′) El plano tangente en un punto (a,b, c) = (a,b, f (a,b))∈S es el plano de ecuación cartesiana

z− f (a,b) =
∂ f
∂x

(a,b)(x− a) +
∂ f
∂y

(a,b)(y − b)

1El teorema de la función implícita, que se verá más adelante,garantiza la existencia de dicha curva siempre que el vector
gradiente∇g(a, b) , 0.
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Los vectores

(

1,0,
∂ f
∂x

(a,b)

)

y

(

0,1,
∂ f
∂y

(a,b)

)

son tangentes aS en (a,b, c) y el vector

(

∂ f
∂x

(a,b),
∂ f
∂y

(a,b),−1

)

es ortogonal aS en el punto (a,b, c).

b′) El plano tangente en un puntoγ (s0, t0) = (a,b, c)∈S es el plano de ecuaciones paramétri-
cas

(x, y, z) = γ (s0, t0) + s
∂γ

∂s
(s0, t0) + t

∂γ

∂t
(s0, t0)

Donde
∂γ

∂s
(s0, t0) =

(

∂x
∂s

(s0, t0),
∂y

∂s
(s0, t0),

∂z
∂s

(s0, t0)

)

y
∂γ

∂t
(s0, t0) =

(

∂x
∂t

(s0, t0),
∂y

∂t
(s0, t0),

∂z
∂t

(s0, t0)

)

Dichos vectores son tangentes aS en (a,b, c).

c′) El plano tangente en un punto (a,b, c)∈S es el plano de ecuación implícita
〈

∇g(a,b, c)
∣

∣

∣ (x− a, y − b, z− c)
〉

= 0

Se supone que∇g(a,b, c) , 0 pues en otro caso, el plano tangente aS en (a,b, c) no está
definido. El vector gradiente∇g(a,b, c) es ortogonal aS en el punto (a,b, c).

Si g(x, y, z) es un campo escalar, las superficies de ecuación implícitag(x, y, z) = c o, lo
que es igualg(x, y, z) − c = 0, dondec es una constante, se llamansuperficies de nivel
(cuando el campo se interpreta como un potencial se llamansuperficies equipotenciales).
De lo dicho enc′), se sigue queel vector gradiente∇g(x, y, z) es ortogonal en todo punto
(x, y, z) (en el que∇g(x, y, z) , 0) a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.

1.4.3. Curvas enR3

Una curvaΓ en el espacio puede venir dada de dos formas.

a) Como intersección de dos superficiesS1 y S2.

b) Por medio de ecuaciones paramétricasγ(t) = (x(t), y(t), z(t)) dondet ∈ I ⊂ R e I es un
intervalo.

Γ = γ(I ) = {(x(t), y(t), z(t)) : t∈ I }

La tangente en un punto deΓ viene dada en cada caso como sigue.

a′) La tangente en un punto (a,b, c)∈Γ es la recta intersección de los planos tangentes aS1 y
aS2 en (a,b, c). Por ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones implícitas.














S1 =
{

(x, y, z)∈R3 : f (x, y, z) = 0
}

S2 =
{

(x, y, z)∈R3 : g(x, y, z) = 0
} Γ =

{

(x, y, z)∈R3 : g(x, y, z) = f (x, y, z) = 0
}
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Entonces, las ecuaciones implícitas de la recta tangente son














〈

∇ f (a,b, c)
∣

∣

∣ (x− a, y − b, z− c)
〉

= 0
〈

∇g(a,b, c)
∣

∣

∣ (x− a, y − b, z− c)
〉

= 0

Donde se supone que los vectores gradiente∇ f (a,b, c), ∇g(a,b, c) son linealmente inde-
pendientes pues, en otro caso, la recta tangente a la curvaΓ en (a,b, c) no está definida.

b′) La tangente en un puntoγ (t0) = (a,b, c)∈Γ es la recta de ecuaciones paramétricas

(x, y, z) = γ (t0) + t γ ′(t0) = (a,b, c) + t(x′(t0), y ′(t0), z′(t0))

El vectorγ ′(t0) = (x′(t0), y ′(t0), z′(t0)) es tangente aΓ en (a,b, c).

1.4.4. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalarf que tiene derivadas parcialesDk f en un conjuntoE ⊂ Rn.
Las funcionesDk f son también campos escalares que podemos, cuando se dejen, volver a
derivar parcialmente en puntos deE. Obtenemos de esta forma lasderivadas parciales de
segundo ordende f , es decir las funcionesD j(Dk f ), que se representan simbólicamente de las
formas

D jk f (x),
∂2 f

∂xj ∂xk
(x),

∂2f

∂x2
k

(x)

De forma análoga se definen las derivadas parciales de tercerorden de f como las derivadas
parciales de las derivadas parciales de segundo orden def y se representan por

D jkm f (x),
∂3 f

∂xj ∂xk ∂xm
(x);

∂3 f

∂x3
k

(x);
∂3 f

∂x2
k∂xj

(x)

Es natural preguntarse si el orden en que se realizan las derivadas debe ser o no tenido en
cuenta. Afortunadamente, en la mayoría de los casos podemosolvidarlo porque se verifica el
siguiente resultado.

1.22 Definición.Se dice que un campo escalarf es de claseCk en un abiertoE ⊂ Rn si f tiene
derivadas parciales de ordenk continuas enE.

1.23 Teorema.Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un campo escalar
de clase Ck solamente dependen del número de veces que se deriva parcialmente respecto de
cada variable, pero el orden en que se realicen dichas derivaciones no afecta para nada al
resultado final.

1.4.5. Ejercicios propuestos

Como para calcular derivadas parciales de una función de varias variables se consideran
fijas todas las variables menos aquella respecto a la que se deriva, calcular derivadas par-
ciales es lo mismo que derivar funciones de una variable. Solamente debes tener cuidado
para darte cuenta qué tipo de función es la que tienes que derivar porque ello puede de-
pender de la variable respecto de la que derivas. Por ejemplo, la función f (x, y) = xy

cuando fijasy (para derivar respecto ax) es una función potencia (la variable está en la
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base y el exponente está fijo) y cuando fijasx (para derivar respecto ay) es una función
exponencial (la variable está en el exponente y la base está fija).

Te recuerdo que es muy frecuente, sobre todo en libros de Física e ingenierías diver-
sas, representar las funciones por letras. Así, lo que los matemáticos solemos escribir
f (x, y) = cos(xy) + xy2, para indicar quef es una función de dos variablesx e y cuyo
valor en el punto (x, y) viene dado por cos(xy) + xy2, suele expresarse de forma menos
precisa en la formaz = cos(xy) + xy2, cuyo significado es exactamente el mismo que
el anterior cambiandof por z. Naturalmente, en vez dez puede usarse cualquier otro
símbolo que sea distinto dex e y. Tienes que acostumbrarte a esta notación y entender
cuándo una letra representa una variable y cuándo representa una función.

13. Calcula las derivadas parciales de primer orden de los campos escalares:

(a) f (x, y) = x2y + z2x+ y sen(xz) (b) z= (x2 + y3) e−xy (c) w = xez+zey +xyz.

14. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orden del campo f (x, y, z) =
xy

1+ y2 + z2
.

15. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orden delos campos escalares:

(a)z= sen
(

cos
(

exy )) (b) w = log
(

4+ arc tg(x/y)
)

(c) u = tg
(

(xy)z) (d) v = arc tg
(

zxy)

Te recuerdo que una dirección viene dada por un vector de norma euclídea 1. Sia y b son

puntos deRn la dirección del puntoa hacia el puntob viene dada por el vector
b − a
‖b − a‖

.

16. Calcula la derivada direccional def (x, y) = log(1+
√

x2 + y2) en el punto (1,2) en la
dirección hacia el origen.

17. Calcula la derivada direccional dez(x, y) = arc tg

(

xy

x2 + y2

)

en el punto (1,1) en la direc-

ción hacia el punto (2,1).

18. Calcula valores dea, b y c para que la derivada direccional de la función

f (x, y, z) = axy2 + byz+ cz2x3

en el punto (1,2,−1) tenga un valor máximo igual a 64 en la dirección del eje OZ.

19. Calcula la ecuación de la recta tangente y de la recta normal ala elipse de ecuación

x2

a2
+
y2

b2
= 1

en un punto (u, v) de la misma.

20. Considera la curva dada por las ecuaciones paramétricasx(t) = et + cost, y(t) = e−t + sent.
Calcula la ecuación de la recta tangente en el punto (x(0), y(0)).

20. Calcula, para los siguientes campos escalares, el vector normal enP0 a la curva de nivel
que pasa por dicho punto.

1. f (x, y) = arc tg















y
√

1+ x2 + y2















P0 = (1,1).
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2. f (x, y) =
sen(x+ y)

2+ cos(x− y) P0 = (π/2, π/4).

21. Calcula la derivada deh(x, y) =
x− y

1+ log(1+ x2y2)
en el punto (−1,−1) en la dirección

dada por el vector ortogonal (de norma 1) en el punto (1,1) a la curva de nivel del campo
f (x, y) = xy3 + x3y que pasa por dicho punto.

22. Calcula las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a cada una de las siguientes
superficies en el puntoPo indicado.

z2 − 2x2 − 2y2 − 12= 0, Po(1,−1,4);

z− log(x2 + y2) = 0, Po(1,0,0)

x2 + y2 + z3 − 2x+ 4y + 3z+ 1 = 0, Po(3,4,−3);

4− x2 − 4z2 = y, Po(0,0,1)

z(xy − 1)− (x+ y) = 0, Po(1,2,3);

z+ ez+2x+ 2y − x2 − y2 − 3 = 0, Po(1,1+
√

e,1)

23. Halla la ecuación de la tangente a la curva dada como intersección del elipsoidex2 +

4y2 + 2z2 = 27 y el hiperboloidex2 + y2 − 2z2 = 11 en el punto (3,−2,1).

24. Calcula la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la intersección de las
superficies z = xy, x2 + y2 − 2z = 4 en el punto (3,1,3). Comprueba el resultado
expresando la curva por sus ecuaciones paramétricas.

25. Calcula la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la intersección de las
superficies 4xz= (x+ z)y, 3z2 + y = 5x en el punto (1,2,1).

1.5. Extremos relativos

1.24 Definición. Seaf un campo escalar definido en un conjuntoE ⊂ Rn. Se dice quef tiene
un máximo relativo (resp.mínimo relativo) en un puntoa ∈ E, si a es un punto interior de
E y existe un númeror > 0 tal queB(a, r) ⊂ E y f (x) 6 f (a) (resp. f (a) 6 f (x)) para todo
x∈B(a, r). Cuando estas desigualdades se verifican de forma estrictase dice que el máximo o
el mínimo relativo es estricto.

Los puntos en los quef tiene un máximo o un mínimo relativos se llamanextremos rela-
tivos de f .

1.25 Proposición(Condición necesaria de extremo relativo). Sea f un campo escalar defi-
nido en un conjunto E⊂ Rn y supongamos que f tiene un extremo relativo en un puntoa∈E
y además que el vector gradiente de f ena está definido. Entonces se verifica que∇ f (a) = 0.
Es decir, las derivadas parciales de primer orden de f ena son todas nulas.

Demostración. Supongamos quef tiene un máximo relativo ena y sear > 0 tal queB(a, r) ⊂
E y f (x) 6 f (a) para todox ∈ B(a, r). Definamosϕ :] − r, r[→ R por ϕ(t) = f (a + tek).
La funciónϕ está definida en el intervalo ]− r, r[ pues para todot ∈] − r, r[ se tiene que
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‖a+ tek − a‖ = |t| < r por lo quea + tek ∈ B(a, r) ⊂ E. Además, para todot ∈] − r, r[ se
tiene queϕ(t) = f (a+ tek) 6 f (a) = ϕ(0). Luegoϕ tiene ent = 0 un máximo relativo. Además
como, por hipótesis, existeDk f (a), tenemos queϕ es derivable ent = 0. Luegoϕ ′(0) = 0, pero
ϕ ′(0) = Dk f (a). 2

1.26 Definición. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalarf se llaman
puntos críticosde f . Los puntos críticos de un campo escalar que no son extremos relativos
se llamanpuntos de silla.

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos críticos elhiperplano tangente es
“horizontal”.

La condición necesaria de extremo relativo no es suficiente.Por ejemplo, el campo escalar
f (x, y) = x2 − y2 tiene un punto crítico en (0,0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto
pues en toda bola centrada en (0,0) toma valores positivos y negativos.

Al igual que para funciones de una variable, la derivada segunda proporciona una con-
dición suficiente de extremo relativo, para campos escalares de varias variables las derivadas
parciales de segundo orden nos van a permitir dar una condición suficiente de extremo relativo.
Necesitaremos para ello el siguiente resultado.

1.27 Proposición.Sea f un campo escalar definido en un conjunto E⊂ Rn y supongamos que
f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en unpuntoa interior de E . Sea r> 0
tal que B(a, r) ⊂ E. Entonces para todox con‖x‖ < r se tiene que

f (a+ x) = f (a)+
n

∑

k=1

Dk f (a)xk+
1
2

n
∑

j=1

n
∑

k=1

D j,k f (a)xkxj + ‖x‖2ϕ(x) con lı́m
x→0

ϕ(x) = 0 (1.7)

Demostración. Fijemos el vectorx en las condiciones del enunciado y definamos la función
hx(t) = f (a+ tx). Dicha función está definida en un intervalo abiertoI ⊃ [−1,1] y es dos veces
derivable ent = 0. El teorema de Taylor–Young dice que

hx(t) = hx(0)+ hx
′(0)t +

1
2

hx
′′(0)t2 + t2r(t, x) (1.8)

con lı́m
t→0

r(t, x) = 0. Pongamosγ(t) = a+ tx, con lo cualhx(t) = f (γ(t)). Por (1.6) tenemos que

hx
′(t) =

n
∑

j=1

D j f (γ(t))γ ′ j(t) =
n

∑

j=1

D j f (γ(t))xj (1.9)

Donde hemos tenido en cuenta que las componentes deγ sonγ j (t) = aj + tx j . En particular

hx
′(0) =

n
∑

j=1

D j f (a)xj (1.10)

Volviendo a derivar la igualdad (1.9) ent = 0, aplicando otra vez la misma regla de derivación
a los campos escalaresD j f (γ(t)), obtenemos

hx
′′(0) =

n
∑

j=1















n
∑

k=1

D j,k f (a)xk















xj =

n
∑

j=1

n
∑

k=1

D j,k f (a)xkxj (1.11)

Sustituyendo las igualdades (1.10) y (1.11) en (1.8) y haciendot = 1 obtenemos

f (a+ x) = f (a) +
n

∑

k=1

Dk f (a)xk +
1
2

n
∑

j=1

n
∑

k=1

D j,k f (a)xkxj + r(1, x)
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Solo queda probar quer(1, x) puede escribirse en la formar(1, x) = ‖x‖2ϕ(x) con lı́mx→0ϕ(x) =
0 pero esto vamos a dejarlo para otra ocasión. 2

1.28 Definición. Sea f un campo escalar den variables que tiene derivadas parciales de se-
gundo orden continuas en un puntoa. La matrizn× n

H( f ,a) =
(

Di j f (a)
)

16i, j6n

se llamamatriz hessianade f ena.

Observa que la matriz hessiana es simétrica porqueDi j f (a) = D ji f (a). En consecuencia,
dicha matriz define una forma cuadrática, que representaremos porQ( f ,a), que viene dada
para todox = (x1, x2, . . . , xn)∈Rn por

Q( f ,a)(x) = x.H( f ,a).xt =

n
∑

j=1

n
∑

k=1

D j,k f (a)xkxj

donde el punto “.” indica producto matricial yxt es el vector columnax. Con esta notación
podemos escribir la igualdad (1.7) en la forma

f (a+ x) = f (a) +
〈

∇ f (a)
∣

∣

∣ x
〉

+
1
2

Q( f ,a)(x) + ‖x‖2 ϕ(x) donde lı́m
x→0

ϕ(x) = 0 (1.12)

Si suponemos quea es un punto crítico def podemos escribir

f (a+ x) = f (a) +
1
2

Q( f ,a)(x) + ‖x‖2 ϕ(x) donde lı́m
x→0

ϕ(x) = 0 (1.13)

De donde se sigue que

f (a+ x) − f (a)

‖x‖2
=

1

2‖x‖2
Q( f ,a)(x) + ϕ(x) donde lı́m

x→0
ϕ(x) = 0

Teniendo en cuenta que las formas cuadráticas son polinomios homogéneos de grado 2, es

decir, Q( f ,a)(λx) = λ2Q( f ,a)(x), se tiene que
1

2‖x‖2
Q( f ,a)(x) =

1
2

Q( f ,a)(x/ ‖x‖). Resulta

así la igualdad

f (a+ x) − f (a)

‖x‖2
=

1
2

Q( f ,a)(x/ ‖x‖) + ϕ(x) donde lı́m
x→0

ϕ(x) = 0 (1.14)

1.29 Definición. Una forma cuadráticaQ(x) =
∑n

i, j=1 αi j xi xj se llama:

• Positiva definidasi Q(x) > 0 para todox∈Rn conx , 0.

• Semidefinida positivasi Q(x) > 0 para todox∈Rn.

• Positiva negativasi Q(x) < 0 para todox∈Rn conx , 0.

• Semidefinida negativasi Q(x) 6 0 para todox∈Rn.

• No definidasi hay vectoresx para los queQ(x) > 0 y hay vectoresx para los queQ(x) < 0.

1.30 Teorema.Sea f un campo escalar definido en un conjunto E⊂ Rn y supongamos que f
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en un puntoa interior de E que además
es un punto crítico de f . Sea Q( f ,a) la forma cuadrática asociada a la matriz hessiana de f
ena.

Q( f ,a)(x) = x.H( f ,a).xt =

n
∑

j=1

n
∑

k=1

D j,k f (a)xkxj
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a) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es definida positiva entonces f tiene ena un mínimo
relativo estricto.

b) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es definida negativa entonces f tiene ena un máximo
relativo estricto.

c) Si la forma cuadrática Q( f ,a) es no definida entonces f tiene un punto de silla ena.

d) Si f tiene un máximo relativo ena entonces la forma cuadrática Q( f ,a) es semidefinida
negativa.

e) Si f tiene un mínimo relativo ena entonces la forma cuadrática Q( f ,a) es semidefinida
positiva.

Demostración. ComoQ( f ,a) es una función polinómica y, por tanto, continua, y la esfera
unidad deRn, S(0,1) = {u∈Rn : ‖u‖ = 1}, es un conjunto compacto, en virtud del teorema de
Weierstrass, dicha función alcanza un mínimo valor y un máximo valor enS(0,1). Sea

m= mı́n{Q( f ,a)(u) : ‖u‖ = 1} , M = máx{Q( f ,a)(u) : ‖u‖ = 1}

a) Supongamos queQ( f ,a) es definida positiva. Entonces se tiene quem> 0. y, por la igualdad
(1.14), tenemos que

f (a+ x) − f (a)

‖x‖2
=

1
2

Q( f ,a)(x/ ‖x‖) + ϕ(x) >
m
2
+ ϕ(x) donde lı́m

x→0
ϕ(x) = 0

La condición lı́m
x→0

ϕ(x) = 0 garantiza la existencia de un números > 0 tal que|ϕ(x)| < m/4

siempre que 0< ‖x‖ < s. En consecuencia, si en la desigualdad anterior suponemos que
0 < ‖x‖ < s, se tiene

f (a+ x) − f (a)

‖x‖2
>

m
2
+ ϕ(x) >

m
2
− m

4
=

m
4
> 0

Deducimos quef (a+x)− f (a) > 0 para todox con 0< ‖x‖ < s. O, lo que es igual,f (z)− f (a) >
0 para todoz tal que 0< ‖z− a‖ < s. Lo que prueba quef tiene ena un mínimo relativo
estricto.

Los demás puntos se prueban de forma parecida. 2

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasificar una forma cuadrática. Hay
varios procedimientos sencillos para ello. Los dos que siguen a continuación son los que me
parecen más cómodos.

Clasificación de formas cuadráticas

SeanA =
(

ai j
)

16i, j6n una matriz simétrica de números reales y

QA(x) = x.A.x t =

n
∑

i, j=1

ai j x
i xj (1.15)

la forma cuadrática definida porA. Los valores propiosdeA son las raíces del polinomio
característicop(λ), que se define como el determinante de la matrizA− λ I :

p(λ) =
∣

∣

∣A− λ I
∣

∣

∣
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Es sabido que, en la situación que estamos considerando, lasraíces de dicho polinomio son
todas reales.

Seanλ j (1 6 j 6 n) los valores propios deA. Se demuestra que hay una baseB =
{u1,u2, . . . ,un} enRn tal que para todo vectorx∈Rn se tiene que

QA(x) =
n

∑

j=1

λ j x
2
j

donde (x1, x2, . . . , xn) son los coordenadas del vectorx en la baseB. De aquí se siguen los
siguientes criterios.

• La forma cuadráticaQA es definida positiva si, y sólo si, todos los valores propios deA
son positivos.

• La forma cuadráticaQA es definida negativa si, y sólo si, todos los valores propios deA
son negativos.

• La cuadráticaQA es no definida si, y sólo si,A tiene valores propios positivos y negativos.

• La forma cuadráticaQA es semidefinida positiva si, y sólo si, todos los valores propios de
A son mayores o iguales que 0.

• La forma cuadráticaQA es semidefinida negativa si, y sólo si, todos los valores propios de
A son menores o iguales que 0.

Para aplicar estos criterios no es preciso calcular los valores propios deA sino solamente
saber cuántos de ellos son positivos, negativos o nulos. Afortunadamente, hay un criterio que
nos proporciona esta información sin más que observar los coeficientes del polinomio caracte-
rístico.

1.31 Proposición(Regla de los signos de Descartes). Sea f(x) = anxn+an−1xn−1+ · · ·+a1x+
a0 un polinomio con coeficientes reales y cuyas raíces son todasnúmeros reales. Se verifica
entonces que:

a) El número de raíces positivas de f (contando multiplicidades) es igual al número de
cambios de signo en la sucesión(an,an−1, . . . ,a1,a0) de los coeficientes de f .

b) El número de raíces negativas de f (contando multiplicidades) es igual al número
de cambios de signo en la sucesión((−1)nan, (−1)n−1an−1, . . . ,−a1,a0) de los coeficientes de
f (−x).

Para contar los cambios de signo en la sucesión de coeficientes se saltan los coeficientes
nulos. Por ejemplo, sif (x) = 2x6 + x5 − x3 + x2 − 5, la sucesión de coeficientes def es
(2,1,0,−1,1,0,−1) cuyo número de cambios de signo es 3.

1.32 Corolario. Sea p(λ) el polinomio característico de la matriz hessiana de f ena. Enton-
ces.

• Si p(λ) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y tienen igual signo, se
verifica que f tiene un máximo relativo estricto ena.

• Si p(λ) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y van alternando su
signo, se verifica que f tiene un mínimo relativo estricto ena.

• Si p(λ) tiene grado n, sus coeficientes nulos van seguidos y llegan hasta el término inde-
pendiente y los coeficientes no nulos tienen igual signo o vanalternando su sigo, entonces no
puede afirmarse nada.

• En todos los demás casos, f tiene un punto de silla ena.
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Otro criterio para estudiar el carácter de la forma cuadrática (1.15) se basa en la sucesión
de signos de losmenores principalesde la matrizA. El menor principal de ordenk es el
determinante∆k =

∣

∣

∣ai, j

∣

∣

∣

16i, j6k
. Se verifica que:

• Si todos los determinantes principales son positivos la forma cuadrática es definida
positiva.

• Si los determinantes principales son todos distintos de cero y van alternando signo
siendo el primero de ellos negativo, la forma cuadrática es definida negativa.

• Si los determinantes principales son nulos a partir de uno deellos en adelante y los
no nulos son positivos o van alternando signo siendo el primero de ellos negativo, no puede
afirmarse nada.

• En los demás casos la forma cuadrática es no definida.

Observa que cuando la dimensiónn es par, si el determinante de la matrizA es negativo
entonces la forma es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dos dimensiones.

SeaA ⊂ R2 un conjunto abierto y seaf un campo escalar definido enA que tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas. Supongamos que (a,b)∈A es un punto crítico def y sea

H( f , (a,b)) =





























∂2 f
∂x2

(a,b)
∂2 f
∂x∂y

(a,b)

∂2 f
∂x∂y

(a,b)
∂2 f
∂y2

(a,b)





























la matriz hessiana def en (a,b) y notemos detH( f , (a,b)) su determinante.

Si detH( f , (a,b)) > 0 y
∂2 f

∂x2
(a,b) > 0 entoncesf tiene en (a,b) un mínimo relativo

estricto.

Si detH( f , (a,b)) > 0 y
∂2 f
∂x2

(a,b) < 0 entoncesf tiene en (a,b) un máximo relativo

estricto.

Si detH( f , (a,b)) < 0 entoncesf no tiene extremo relativo en (a,b). Se dice que (a,b) es
un punto de silla def .

Cuando detH( f , (a,b)) = 0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir
si hay o no hay extremo relativo en (a,b). Cuando esto sucede puede ser interesante
estudiar el comportamiento de las curvasf (a, t + b) y f (a + t,b). Si alguna de dichas
curvas no tiene extremo relativo o tienen extremos relativos de distinta naturaleza en
t = 0, podemos concluir que en (a,b) no hay extremo relativo def .

1.5.1. Ejercicios propuestos
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26. Determinar los extremos relativos de las funciones:

f (x, y) = 2x3 + 6xy2 − 3x2 + 3y2; f (x, y) = x2 − 2xy2 + y4 − y5;

f (x, y) =
x2y2 − 8x+ y

xy
; f (x, y) = 2x2 + y2 + 8x− 6y + 20;

f (x, y) = −x3 + 4xy − 2y2 + 1; f (x, y) = cos(x) cos(y)

f (x, y) = 2x+ y + x2 + xy + y3; f (x, y) = x2y2 − x2 − y2;

f (x, y) = x logy − x f(x, y) = 2x4 + y4 − 4x2 − 2y2;

f (x, y) = xy(1− x− y); f (x, y) = −4x3 + 6x2y + 3y4 − 4y3

f (x, y, z) = x2 + y2 + 3z2 + yz+ 2xz− xy; f (x, y, z) = (x2 + z2) ex(y2+z2+1);

f (x, y, z) = xy + xz+ yz; f (x, y, z) = (x+ z2) e−x(y2+z2+1)

27. Trazar un plano que pase por el punto (1,2,3) y que forme con los ejes coordenados un
tetraedro de volumen mínimo (el volumen del tetraedro es un tercio del área de la base
por la altura).

28. Recta de mínimos cuadrados. Dadosn puntos (xi , yi)∈R2, determinar los númerosα y

β para que la cantidad
n

∑

i=1

(

yi − α xi − β
)2

sea mínima.

29. Dadosmpuntosai ∈Rn, calcular el valor mínimo de la funciónf (x) =
∑n

i=1 ‖x − ai‖2.

1.6. Funciones vectoriales. Matriz jacobiana

Una función vectorial es cualquier función que toma valoresen un espacio vectorial de
dimensión mayor mayor que 1. Las curvas en el plano o en el espacio son funciones vectoriales
de una variable. Ahora nos interesa considerar funciones vectoriales de varias variables.

1.33 Definición. Seanf1, f2, . . . , fm campos escalares definidos en un subconjuntoE ⊂ Rn. La
funciónF : E→ Rm definida para todox = (x1, x2, . . . , xn)∈E por

F(x) =
(

f1(x), f2(x), . . . , fm(x)
)

es unafunción vectorialden variables ym componentes. Suele escribirseF = ( f1, f2, . . . , fm).
El nombre decampo vectorialse aplica a aquellas funciones vectoriales que tienen igualnú-
mero de variables que de componentes, esto es, para funciones definidas en un subconjunto de
un espacio vectorial y que toman valores en dicho espacio vectorial.

1.34 Definición. SeaF = ( f1, f2, . . . , fm) : E→ Rm, dondeE ⊂ Rn, una función vectorial den
variables ym componentes. Seaa un punto interior deE. Se dice queF esdiferenciableena
si los campos escalaresf1, f2, . . . , fm componentes deF son diferenciables ena. En tal caso, la
matriz cuyas filas son los vectores gradiente∇ fi(a), esto es la matriz dem filas y n columnas
(

D j fi(a)
)

16i6m
16 j6n

, se llamamatriz jacobiana de f ena y se representará porJ( f ,a).

La aplicación linealD F(a) : Rn→ Rm definida para todox∈Rn por

D F(a)(x) = J( f ,a).x t
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donde “.” indica producto matricial yx t es el vector columnax, se llamadiferencial deF en
a.

En términos del producto escalar, podemos escribir para todo x∈Rn:

D F(a)(x) =
(

〈

∇ f1(a)
∣

∣

∣ x
〉

,
〈

∇ f2(a)
∣

∣

∣ x
〉

, . . . ,
〈

∇ fm(a)
∣

∣

∣ x
〉

)∈Rm

Es fácil deducir a partir de esta igualdad y de la definición decampo escalar diferenciable que
se verifica

lı́m
x→0

F(x) − F(a) − D F(a)(x − a)
‖x − a‖

= 0

1.35 Teorema(Regla de la cadena). SeanF : E → Rm, E ⊂ Rn, y G : A → Rn, A ⊂ Rq,
funciones vectoriales tales queG(A) ⊂ E de manera que la composiciónH = F ◦G : A→ Rm

está definida. Supongamos queG es diferenciable en un puntoa∈A y queF es diferenciable
en el puntoG(a)∈E. Entonces se verifica que la función compuestaH es diferenciable ena, y
su diferencial viene dada como la composición de las respectivas diferenciales :

D H(a) = D F(G(a)) ◦ D G(a) (1.16)

Observa que la composición tiene sentido puesD G(a) : Rq → Rn y D F((G(a)) : Rn →
R

m, por lo que la composición es una aplicación lineal deRq aRm, como debe ser puesH es
una función vectorial deq variables ymcomponentes.

1.6.1. Derivadas parciales de funciones compuestas

La expresión de la igualdad (1.16) por medio de matrices jacobianas es

J(H,a) = J(F,G(a)).J(G,a) (1.17)

PoniendoH = (h1,h2, . . . ,hm), F = ( f1, f2, . . . , fm), G = (g1, g2, . . . , gq); notando las variables
porx = (x1, x2, . . . , xn)∈Rn, y = (y1, y2, . . . , ym)∈Rq, y escribiendob = G(a), tenemos que

(

∂hi

∂y j
(a)

)

16i6m
16 j6q

=

(

∂ fi
∂xk

(b)

)

16i6m
16k6n

.

(

∂gk

∂y j
(a)

)

16k6n
16 j6q

b = G(a)

De donde se sigue

∂hi

∂y j
(a) =

n
∑

k=1

∂ fi
∂xk

(b)
∂gk

∂y j
(a) b = G(a) (1 6 i 6 m, 1 6 j 6 q) (1.18)

Esta igualdad constituye laregla de la cadena para derivadas parcialesy es importante que
aprendas a aplicarla y que entiendas lo que dice. Voy a intentar facilitarte las cosas.

Primero, lo más frecuente es queF sea un campo escalar. Supongamos, pues, que en lo
anterior,F = f es un campo escalar, en cuyo casoh = f ◦G también es un campo escalar. La
igualdad (1.18) queda ahora

∂h
∂y j

(a) =
n

∑

k=1

∂ f
∂xk

(b)
∂gk

∂y j
(a) b = G(a) (1 6 j 6 q) (1.19)

En esta igualdad se interpreta que la funciónG : A → E ⊂ Rn lo que hace es un“cam-
bio de variables”. Hablando familiarmente, podemos decir, que las “variables antiguas” de
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la función f , esto es lasx = (x1, x2, . . . , xn) ∈ E se han sustituido por “variable nuevas”
y = (y1, y2, . . . , yq) ∈ A y la función f se ha “expresado en estas nuevas variables” dando
lugar a la funciónh. La relación entre unas variables y otras viene dada por

xk = gk(y1, y2, . . . , yq), 1 6 k 6 n (1.20)

De esta manera podemos interpretar la igualdad (1.19) en la forma siguiente:

Para derivar la función nuevah, respecto a una nueva variabley j , se deriva la fun-
ción antiguaf respecto a cada una de sus variablesxk y se multiplica por la derivada
de cada una de ellasxk = gk(y1, y2, . . . , yq) respecto a la variabley j .

Ya se ve que la situación está pidiendo que hagamos algunas simplificaciones que, además, son
las que se hacen siempre en la práctica porque, aunque son algo confusas, facilitan mucho los
cálculos.

Lo primero que se hace es identificar las funcionesgk que introducen las nuevas coordena-
das con las coordenadas antiguasxk, es decir, vemos las coordenadas antiguas como funciones
de las nuevas y esto lo escribimos en la forma siguiente.

xk = xk(y1, y2, . . . , yq), 1 6 k 6 n (1.21)

Con esta notación, la igualdad (1.19) queda como sigue.

∂h
∂y j

(a) =
n

∑

k=1

∂ f
∂xk

(b)
∂xk

∂y j
(a) b = G(a) (1 6 j 6 q) (1.22)

Observa el doble papel que desempeña a la derecha de esta igualdad la letraxk; cuando se
deriva respecto de ella representa una variable y cuando ella se deriva respecto de una variable
nueva representa una función.

La igualdad (1.22) ya es bastante fácil de recordar pero todavía se siguen haciendo en la
práctica, sobre en todo en los textos de Física que suelen usar notaciones muy desafortunadas,
algunas simplificaciones adicionales (y peligrosas). A saber: no se distingue entre la función
f y la funciónh porque, como suele decirse en esos textos aludidos, son“la misma función
expresada en distintas variables”. Haciendo la identificación def conh nos queda lo siguiente.

∂ f
∂y j

(a) =
n

∑

k=1

∂ f
∂xk

(b)
∂xk

∂y j
(a) b = G(a) (1 6 j 6 q) (1.23)

Aquí la letraf desempeña un doble papel: a la izquierda es la función compuesta y a la derecha
es la función dada en sus variable iniciales.

Todavía suele darse un pasito más que consiste en representar la función f con una letra
que suele usarse para representar variables; a saber, la letra z. Esto es frecuente también en
textos de Física. Vamos a hacerlo así.

∂z
∂y j

(a) =
n

∑

k=1

∂z
∂xk

(b)
∂xk

∂y j
(a) b = G(a) (1 6 j 6 q) (1.24)

Todavía hay algo que podemos simplificar. Habrás observado que siempre indico la relación
que hay entre los puntosb y a. Eso es muy importante para entender lo que se hace. Hay que
saber dónde se evalúan las derivadas parciales de cada función. Pues bien, eso no se indica
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jamásen textos de Física. Nunca se indica en dónde se evalúan las derivadas parciales. Así que
vamos a suprimirlo.

∂z
∂y j
=

n
∑

k=1

∂z
∂xk

∂xk

∂y j
(1 6 j 6 q) (1.25)

Debes de familiarizarte con esta igualdad y saber reconoceren ella la igualdad de partida. Y
no olvides la forma en que se evalúa esta igualdad. Lo vuelvo aponer.

∂z
∂y j

(y) =
n

∑

k=1

∂z
∂xk

(G(y))
∂xk

∂y j
(y) (1 6 j 6 q) (1.26)

Si tuviéramos que volver a derivar en esta igualdad respectoa una variableyk se derivaría como
de costumbre: la derivada de una suma es la suma de las derivadas y para derivar el producto se

aplica la regla usual. Pero hay un detalle muy importante y esque la función
∂z
∂xk

(G(y)) vuelve

a ser la función compuesta del campo escalar
∂z
∂xk

con la funciónG. Por tanto para derivarla

hay que aplicarle la misma regla que hemos aplicado para derivar zcomo función compuesta
y que nos ha llevado a la igualdad anterior. Es por eso que el cálculo de derivadas parciales de
segundo orden en funciones compuestas suele ser bastante engorroso y es fácil equivocarse si
no se sabe lo que se hace.

1.36 Ejemplo. Vamos a calcular
∂z
∂x

siendoz= u2 + v5 + 3uv dondeu = x2 + y2, v = sen(xy).

Así es como suelen enunciarse estos ejercicios y debes entender bien el enunciado. Nos
están dando una función de las variables (u, v) a la que llamanz. Esto es la letraz representa
una función, a saber,z = u2 + v5 + 3uv. Nos están dando uncambio de variablespor medio

de las igualdadesu = x2 + y2, v = sen(xy). Y nos piden calcular
∂z
∂x

. Esto último ya nos dice

claramente que debemos verz como función dex e y, es decir, la letraz en
∂z
∂x

es la función

que nos dandespués de sustituir en ella las nuevas variables, o sea, la función compuesta de
z= u2 + v5 + 3uv conG(x, y) = (x2 + y2, sen(xy)).

Sabemos que

∂z
∂x
=
∂z
∂u
∂u
∂x
+
∂z
∂v

∂v

∂x
= (2u+ 3v)2x+ (5v4 + 3u)y cos(xy)

Si lo dejamos así escrito parece que
∂z
∂x

depende de 4 variables. Pero no es así porque en la

igualdad anterior las variables sonx e y (las nuevas variables) mientras queu y v (las antiguas
variables) vienen dadas poru = x2 + y2, v = sen(xy). Por tanto, es mejor hacer la sustitución,
con lo que resulta

∂z
∂x
= (2(x2 + y2) + 3 sen(xy))2x+ (5 sen4(xy) + 3x2 + y2)y cos(xy)

que nos da el valor de la derivada parcial de la función compuesta en un punto (x, y). En este
caso es muy sencillo calcular la función compuesta. Hazlo y comprueba el resultado obtenido.

�
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1.6.2. Ejercicios propuestos

Consideremos una función de dos variablesx ey, z= z(x, y), y supongamos que expresa-
mosx ey en función de nuevas variablesu y v, lo que indicamos en la formax = x(u, v),
y = y(u, v). De esta forma la funciónz es función (función compuesta) de las “variables
libres” u y v, a través de las “variables dependientes”x e y. Se trata de calcular las de-
rivadas parciales dez respecto de las nuevas variablesu y v. La regla para hacerlo es la
siguiente: para derivar una función

z= z(x, y), x = x(u, v), y = y(u, v)

respecto de una nueva variable, se derivaz respecto de cada una de las antiguas variables
y se multiplica por la derivada de cada antigua variable respecto de la nueva variable. Se
entiende mejor si lo escribimos simbólicamente

∂z
∂u
=
∂z
∂x
∂x
∂u
+
∂z
∂y

∂y

∂u

En esta igualdad debes darte cuenta de que a la izquierda, como estamos derivando res-
pecto au, la letraz representa a la función compuestaz = z(x(u, v), y(u, v)) y la derivada
está calculada en un punto (u, v). En la parte derecha de la igualdad la letraz represen-
ta la función dadaz = z(x, y) y las letrasx e y representan variables (cuando se deriva
respecto de ellas) y funciones (cuando se derivan respecto de u). Debe entenderse que
cuando se sustituye un valor de (u, v) en la igualdad los valores dex ey deben sustituirse
por x = x(u, v), y = y(u, v).

31. Sea z = cos(xy) + ey−1 cosx donde x = u2 + v, y = u − v2. Calcular
∂z
∂u

en el punto

(u, v) = (1,1).

32. Seau = (x+ y)4 + y2(z+ x)3 donde x = rse−t, y = rs log(1+ t2), z= r2scost. Calcula
∂u
∂s

cuandor = 2, s= 1, t = 0.

33. Seaz= f (x, y), y pongamosx = u2+ v2, y = u/v. Calcular las derivadas parciales de dez
respecto de las nuevas variablesu y v en función de las derivadas parciales dez respecto
dex ey.

34. Seau = x4y + y2z3 + ϕ (x/y), donde























x = 1+ rset

y = rs2 e−t

z= r2ssent

Calcular
∂u
∂s

cuandor = 2, s= 1, t = 0, sabiendo queϕ ′(3/2) = −1.

35. Sea z = f (x, y) donde x = s4 + r4, y = 2 r s2. Calcula
∂z
∂x

(2,2) y
∂z
∂y

(2,2). Siendo

∂z
∂r

(1,1) = −2 y
∂z
∂s

(1,1) = 3.
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36. Prueba que la funciónF(x, y) = f ( y

x2−y2 ), dondef es una función real derivable, verifica
la igualdad

(x2 + y2)
∂F
∂x
+ 2xy

∂F
∂y
= 0

37. Prueba que la funciónF(u, v) = f (uv, (u2 − v2)/2), donde f : R2 → R es una función
diferenciable, verifica la igualdad

(u2 + v2)















(

∂ f
∂x

)2

+

(

∂ f
∂y

)2












=

(

∂F
∂u

)2

+

(

∂F
∂v

)2

38. Seaz= f (x, y), dondex = ρ cosϑ, y = ρ senϑ. Calcula∂z/∂ρ y ∂z/∂ϑ y prueba que

(

∂z
∂x

)2

+

(

∂z
∂y

)2

=

(

∂z
∂ρ

)2

+
1
ρ2

(

∂z
∂ϑ

)2

39. Seag(s, t) = f (s2 − t2, t2 − s2). Prueba la igualdadt
∂g

∂s
+ s

∂g

∂t
= 0.

40. Seau = f (x, y) dondex = es cost, y = es sent. Justifica que

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= e−2s

(

∂2u

∂s2
+
∂2u

∂t2

)

41. Seaz= f (x, y), dondex = ρ cosϑ, y = ρ senϑ. Prueba que

∂2z
∂x2
+
∂2z
∂y2
=
∂2z
∂ρ2
+

1
ρ2

∂2z
∂ϑ2
+

1
ρ

∂z
∂ρ

42. Seaz= f (x, y) dondex = x(u, v), y = y(u, v). Prueba que

∂2z
∂u2
=
∂2z
∂x2

x

(

∂x
∂u

)2

+ 2
∂2z
∂x∂y

∂x
∂u

∂y

∂u
+
∂2z
∂y2

(

∂y

∂u

)2

+
∂z
∂x

∂2x
∂u2
+
∂z
∂y

∂2y

∂u2

E indica la forma e que se evalúan estas funciones.

43. Una función se llama homogénea de gradon∈N si f (tx, ty) = tn f (x, y). Prueba que en
tal caso se verifica la igualdad

x
∂ f
∂x
+ y

∂ f
∂y
= n f(x, y)

44. Sean las funcionesf (x, y, z) = (ex+y2, λ ez+y), g(u, v) = v2 + logu para (u, v)∈R × R+.
¿Qué valor debe tenerλ para que la derivada direccional máxima deg ◦ f en (0,0,0) sea
igual a 1?
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1.7. Extremos condicionados

En la teoría de extremos relativos se supone que las variables pueden tomar valores en cual-
quier punto de un conjunto abierto, es decir, pueden“moverse libremente”en dicho conjunto.
En muchos, por no decir que en la mayoría, de los problemas reales las variables no tienen
tanta libertad y están obligadas a satisfacer ciertas condiciones que en Física suelen llamarse
‘ ‘ligaduras” . Por ejemplo, supongamos que un móvil se mueve en una curvaΓ dada por la
intersección de dos superficies; para cada punto (x, y, z)∈Γ la energía cinética del móvil viene
dada por una función conocidaf (x, y, z) y queremos calcular los puntos de la trayectoria donde
dicha energía es máxima o mínima. En esta situación las variablesx , y , z no son libres sino
que deben satisfacer la condición (x, y, z) ∈ Γ. Otro ejemplo; supongamos que la temperatura
en un punto (x, y, z) de la superficie terrestre viene dada por una funciónT(x, y, z) y queremos
calcular los puntos de mayor y menor temperatura. Aquí las variables tampoco son libres pues
deben verificar una condición de la formax2 + y2 + z2 = R2 dondeR es el radio de la Tierra.
Igualmente, en problemas de optimización de costes o beneficios las variables están siempre
sometidas a restricciones que dependen de las condiciones de producción o del mercado.

Es importante que comprendas la diferencia entre un problema de extremos relativos “li-
bres” y un problema de extremos condicionados. Considera elsiguiente ejemplo.

1.37 Ejemplo. La función f (x, y) = xy ex2+y2
tiene un único punto crítico, el origen, que es

un punto de silla. Por tanto dicha función no tiene extremos relativos enR2. Supongamos que
imponemos a las variables la condiciónx2 + y2 = 1 y queremos calcular el máximo valor
de f (x, y) cuando se verifique quex2 + y2 = 1. Fíjate en que el problema es completamente
distinto. Ahora solamente nos interesan los valores que toma la funciónf (x, y) en el conjunto

K =
{

(x, y)∈R2 : x2 + y2 = 1
}

Sabemos que dicho conjunto es un conjunto compacto (es cerrado – porque coincide con su
frontera – y acotado); además la funciónf es continua, por tanto podemos asegurar, de entrada,
que tiene que haber algún punto (a,b)∈K en el cual la funciónf alcanza su mayor valor enK
(y tiene que haber otro donde alcance su menor valor enK). Calcular dicho punto es, en este
caso, muy sencillo pues para (x, y)∈K se tiene quef (x, y) = exy. Como para (x, y)∈K se tiene
quey = ±

√
1− x2 y los valores negativos def no nos interesan porque queremos calcular el

mayor valor que toma enK, se sigue que

máx{ f (x, y) : (x, y)∈K} = máx
{

ex
√

1− x2 : −1 6 x 6 1
}

Nuestro problema se ha convertido en calcular el máximo absoluto de la funciónh(x) =
ex
√

1− x2 para−1 6 x 6 1. �

De hecho, tú has resuelto ejercicios de extremos condicionados aunque no seas consciente
de ello. Por ejemplo, seguro que alguna vez has resuelto el siguiente ejercicio.

1.38 Ejemplo. Entre todos los rectángulos cuyo perímetro es igual a 16 calcular el que tiene
área máxima.

Este ejercicio puedes plantearlo como sigue. Seaf (x, y) = xy la función que da el área de
un rectángulo cuyos lados tienen longitudesx e y. Se trata de calcular el máximo def (x, y)
cuando las variables verifican la condición 2x+2y = 16. Por tanto, es un problema de extremos
condicionados. Seguro que ahora recuerdas algunos otros ejercicios parecidos a este que has
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hecho sin saber que estabas haciendo problemas de extremos condicionados. La razón es clara:
la condición que nos dan es tan sencilla que permite despejaruna variable en función de la
otra,y = 8− x, con lo que nuestra función se convierte enxy = x(8− x) y el problema queda
reducido a calcular el mayor valor dex(8− x) cuando−8 6 x 6 8. �

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto quelos problemas de extremos condicionados
en los que puede utilizarse la condición que nos dan para despejar una variable en función
de otra, se reducen fácilmente a problemas de extremos de funciones de una variable. Pero
supongamos ahora que cambiamos la condición del ejemplo 1 por la siguiente:

x− ex+y + ey + sin(1+ xy) = 2

La cosa se complica porque ahora es imposible usar la condición impuesta para despejar una
variable en función de la otra. Ahora sí tenemos un auténticoproblema de extremos condicio-
nados.

Lo antes dicho para funciones de dos variables puedes generalizarlo para funciones de tres
variables. Por ejemplo el problema de calcular las dimensiones de un ortoedro de volumen
igual a 8 para que su superficie lateral sea mínima, puedes plantearlo como sigue: calcular el
mínimo de

f (x, y, z) = 2xy + 2xz+ 2yz

(la función que da la superficie lateral de un ortoedro cuyos lados tiene longitudesx, y, z) con
la condiciónxyz = 8. Se trata de un problema de extremos condicionados, pero lacondición
dada permite despejar una variable en función de las otras dos,z = 8/(xy), con lo que nuestra
función queda 2xy+2xz+2yz= xy+16/y+16/x, función de la que hay que calcular su mínimo
absoluto cuando 0< x, 0 < y. Hemos convertido así el problema en uno de extremos relativos
de una función de dos variables. Pero si cambiamos la condición anterior por la siguiente

x2yz3 + sen(1+ xz) + y − eyx = 1

o bien, si imponemos dos condiciones como las siguientes:

log(1+ x2 + y2) + sin(1+ xz) − 1 = 0, e1+y+x+z+ cos(xyz) + x2z2 − 3 = 0

entonces no podemos usar esa condición (o condiciones) paradespejar una variable (o dos
variables) en función de las otras (de la otra).

1.7.1. Teorema de los multiplicadores de Lagrange

La teoría de extremos condicionados te dice cómo proceder eneste tipo de problemas inde-
pendientemente de que la condición (o condiciones) que nos den sea más o menos fácil y per-
mita o no despejar variables. El resultado básico de esa teoría, que proporciona unacondición
necesariade extremo condicionado, es el teorema de Lagrange. Para facilitar su comprensión,
en vez de dar un enunciado general, lo enuncio en los tres casos que se presentan con mayor
frecuencia. Antes de enunciarlo conviene dar la definición de extremo local condicionado.

1.39 Definición. Sea f un campo escalar de n variables yS un subconjunto deRn. Se dice
que f tiene un máximo (resp. mínimo) local condicionado (por la condiciónx∈S) en un punto
a ∈ S, si hay un númeror > 0 tal que para todox ∈ B(x, r) ∩ S se verifica quef (a) > f (x)
(resp. f (a) 6 g(x)). Cuandof tiene ena un máximo o un mínimo local condicionado (por la
condiciónx∈S) se dice quef tiene un extremo condicionado ena.
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En lo que sigue supondremos que las funciones que intervienen tienen derivadas parciales de
primer orden continuas.

a) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una función de dos variables
f (x, y) cuando las variables están obligadas a moverse en una curvaΓ dada porg(x, y) = 0:

Γ =
{

(x, y)∈R2 : g(x, y) = 0
}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condición (x, y) ∈ Γ o,
equivalentemente,g(x, y) = 0.

Además de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que supo-
ner que el vector gradiente deg no se anula en los puntos deΓ. En estas hipótesis, para que un
punto (a,b)∈Γ sea un extremo local condicionado def , es necesario que los vectores gradiente
de f y deg en el punto (a,b) sean linealmente dependientes; es decir, que exista un número
realλ0 tal que

∇ f (a,b) + λ0∇g(a,b) = 0⇐⇒































∂ f
∂x

(a,b) + λ0
∂g

∂x
(a,b) = 0

∂ f
∂y

(a,b) + λ0
∂g

∂y
(a,b) = 0

Como debe cumplirse también queg(a,b) = 0, para recordar estas tres condiciones que debe
cumplir el punto (a,b) se suele definir una nueva función de tres variables, llamada función de
Lagrange, por

F(x, y, λ) = f (x, y) + λg(x, y)

y las condiciones anteriores nos dicen que el punto (a,b, λ0) es un punto crítico de la función
de Lagrange, es decir, es solución del sistema de ecuaciones(llamado sistema de Lagrange):























































∂F
∂x

(x, y, λ) =
∂ f
∂x

(x, y) + λ
∂g

∂x
(x, y) = 0

∂F
∂y

(x, y, λ) =
∂ f
∂y

(x, y) + λ
∂g

∂y
(x, y) = 0

∂F
∂λ

(x, y, λ) = g(x, y) = 0

b) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una función de tres varia-
bles f (x, y, z) cuando las variables están obligadas a moverse en una superficie S dada por
g(x, y, z) = 0:

S =
{

(x, y, z)∈R3 : g(x, y, z) = 0
}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condición (x, y, z) ∈ S o,
equivalentemente,g(x, y, z) = 0.

Además de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que su-
poner que el vector gradiente deg no se anula en los puntos deS. En estas hipótesis, para que
un punto (a,b, c) ∈ S sea un extremo local condicionado def , es necesario que los vectores
gradiente def y deg en el punto (a,b, c) sean linealmente dependientes; es decir, que exista
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un número realλ0 tal que

∇ f (a,b, c) + λ0∇g(a,b, c) = 0⇐⇒
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(a,b, c) + λ0
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∂ f
∂y

(a,b, c) + λ0
∂g

∂y
(a,b, c) = 0

∂ f
∂z

(a,b, c) + λ0
∂g

∂z
(a,b, c) = 0

Como debe cumplirse también queg(a,b, c) = 0, para recordar estas cuatro condiciones que
debe cumplir el punto (a,b, c) se suele definir una nueva función de cuatro variables, llamada
función de Lagrange, por

F(x, y, z, λ) = f (x, y, z) + λg(x, y, z)

y las condiciones anteriores nos dicen que el punto (a,b, c, λ0) es un punto crítico de la función
de Lagrange, es decir, es solución del sistema de ecuaciones(llamado sistema de Lagrange):
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∂x

(x, y, z, λ) =
∂ f
∂x

(x, y, z) + λ
∂g

∂x
(x, y, z) = 0

∂F
∂y

(x, y, z, λ) =
∂ f
∂y

(x, y, z) + λ
∂g

∂y
(x, y, z) = 0

∂F
∂z

(x, y, z, λ) =
∂ f
∂z

(x, y, z) + λ
∂g

∂z
(x, y, z) = 0

∂F
∂λ

(x, y, z, λ) = g(x, y, z) = 0

c) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una función de tres variables
f (x, y, z) cuando las variables están obligadas a moverse en una curvaΓ dada porg(x, y, z) =
h(x, y, z) = 0:

Γ =
{

(x, y, z)∈R3 : g(x, y, z) = h(x, y, z) = 0
}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condición (x, y, z) ∈ Γ o,
equivalentemente,g(x, y, z) = h(x, y, z) = 0.

Además de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que su-
poner que los vectores gradiente deg y de h son linealmente independientes en todo punto
deΓ. En estas hipótesis, para que un punto (a,b, c) ∈ Γ sea un extremo local condicionado de
f , es necesario que los vectores gradiente def , g y h en el punto (a,b, c) sean linealmente
dependientes; es decir, que existan números realesλ0, µ0 tales que

∇ f (a,b, c) + λ0∇g(a,b, c) + µ0∇h(a,b, c) = 0⇐⇒























































∂ f
∂x

(a,b, c) + λ0
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(a,b, c) + µ0

∂h
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∂ f
∂y

(a,b, c) + λ0
∂g

∂y
(a,b, c) + µ0

∂h
∂y

(a,b, c) = 0

∂ f
∂z

(a,b, c) + λ0
∂g

∂z
(a,b, c) + µ0

∂h
∂z

(a,b, c) = 0

Como debe cumplirse también queg(a,b, c) = h(a,b, c) = 0, para recordar estas cinco condi-
ciones que debe cumplir el punto (a,b, c) se suele definir una nueva función de cinco variables,
llamada función de Lagrange, por

F(x, y, z, λ, µ) = f (x, y, z) + λg(x, y, z) + µ h(x, y, z)
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Las condiciones anteriores nos dicen que (a,b, c, λ0, µ0) es un punto crítico de la función de
Lagrange, es decir, es solución del sistema de ecuaciones (llamado sistema de Lagrange):











































































































∂F
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(x, y, z, λ, µ) =
∂ f
∂x

(x, y, z) + λ
∂g

∂x
(x, y, z) + µ

∂h
∂x

(x, y, z) = 0

∂F
∂y

(x, y, z, λ, µ) =
∂ f
∂y

(x, y, z) + λ
∂g

∂y
(x, y, z) + µ

∂h
∂y

(x, y, z) = 0

∂F
∂z

(x, y, z, λ, µ) =
∂ f
∂z

(x, y, z) + λ
∂g

∂z
(x, y, z) + µ

∂h
∂z

(x, y, z) = 0

∂F
∂λ

(x, y, z, λ, µ) = g(x, y, z) = 0

∂F
∂µ

(x, y, z, λ, µ) = h(x, y, z) = 0

Esta es la teoría que debes saber referente a extremos condicionados. El método que hemos
descrito se conoce comométodo de los multiplicadores de Lagrangeporque las variablesλ, µ
que se introducen se llaman multiplicadores de Lagrange.

La situación que consideraremos en los ejercicios será la siguiente: deberás calcular el má-
ximo o el mínimo absolutos de los valores de una función cuando las variables están sometidas
a una condición como las que hemos considerado anteriormente (las variables deben estar en
una curvaΓ en el plano, o en una superficieS en el espacio, o en una curvaΓ dada como inter-
sección de dos superficies) donde,además la curvaΓ o la superficieS, según sea el caso, son
conjuntos compactos(lo que deberás justificar en cada caso). En esta situación, el teorema de
Weierstrass asegura que hay puntos deΓ o S en los que la función alcanza un máximo y un
mínimo absolutos, es decir, son puntos en los que la función toma el mayor valor o el menor
valor de todos los valores que toma enΓ o S. Para calcular dichos puntos lo único que debes
hacer es calcular los puntos críticos de la función de Lagrange y calcular el valor de la función
en cada uno de ellos, aquél punto (o puntos, puede haber más deuno) donde la función tome el
mayor valor será el punto donde se alcanza el máximo absoluto; aquél punto (o puntos, puede
haber más de uno) donde la función tome el menor valor será donde se alcanza el mínimo
absoluto.

Finalmente, incluyo, por complitud, un resultado que establece condiciones suficientes de
extremo condicionado. No creo que tengas que usarlo.

Condiciones suficientes de extremo condicionado

Supongamos quef es un campo escalar den variables con derivadas parciales continuas de
segundo orden. Seang j , 1 6 j 6 m , campos escalares den variables con derivadas parciales
de segundo orden continuas y definamosM =

{

x : g j(x) = 0,1 6 j 6 m
}

. Se supone que en
todo puntox ∈ M los vectores gradiente∇g j(x) son linealmente independientes. Pongamos
G = (g1, g2, . . . , gm) y λ = (λ1, λ2, . . . , λm). Sea

F(x, λ) = f (x) +
〈

G(x)
∣

∣

∣λ
〉
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la función de Lagrange y sea (a, µ) un punto crítico de la misma. Consideremos el siguiente
polinomio

p(z) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0m×m J(G,a)

J(G,a)t

(

∂2F
∂xi∂xj

(a, µ)

)

16i6n
16 j6n

−zI

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

• Si p(z) es de gradon−m y todos sus coeficientes son positivos o negativos, entoncesa es
un máximo local condicionado def .

• Si p(z) es de gradon−my todos sus coeficientes son distintos de cero y van alternando su
signo, entoncesa es un mínimo local condicionado def .

• Si p(z) es de gradon −m sus coeficientes nulos están seguidos y llegan hasta el término
independiente y los no nulos o bien tienen todos igual signo ovan alternando su signo, no se
puede decir nada.

• En otro casoa no es extremo condicionado def .

1.7.2. Ejercicios propuestos

45. Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la funciónf (x, y, z) = xyz en los
puntos del elipsoidex2 + 4y2 + 9z2 = 3.

46. Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la funciónf (x, y, z) = y2+4z2−4yz−
2xz− 2xy en los puntos del elipsoide 2x2 + 3y2 + 6z2 = 1.

47. Determinar los puntos sobre la curvax2y = 2 más próximos al origen.

48. Hallar el punto de la recta intersección de los planosx− y = 2 y x− 2z= 4, que está más
próximo al origen.

49. Calcular el puntoP(x, y, z) en el plano de ecuación 2x+ y − z= 5 que está más cerca del
origen.

50. El planox+ y + z= 24 corta al paraboloidez= x2 + y2 en una elipse. Calcula los puntos
más altos y más bajos de dicha elipse.

51. Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular un punto de la elipse
de ecuación

x2

a2
+
y2

b2
= 1

tal que el segmento determinado por la intersección de la tangente a la elipse en dicho
punto con los ejes coordenados tenga longitud mínima.

51. Dado el elipsoide
x2

a2
+
y2

b2
+

z2

c2
= 1

calcular un punto de coordenadas positivas tal que el plano tangente al elipsoide en dicho
punto determine con los ejes coordenados un tetraedro de volumen mínimo.
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52. Hallar los puntos de la curva














x2 − xy + y2 − z2 = 1

x2 + y2 = 1

que están más próximos al origen de coordenadas.

53. Calcular la mínima distancia del origen a la superficie de ecuación xy2z3 = 2.

54. Calcular los valores máximo y mínimo de la funciónf (x, y, z) = xyz cuando el punto
(x, y, z) pertenece a la curva definida por la intersección del planox+y+z= 0 y la esfera
x2 + y2 + z2 − 1 = 0.

55. Calcular la mínima distancia entre la rectax+ y = 4 y la circunferenciax2 + y2 = 1.

56. Calcular la mínima distancia entre la rectax− y = 2 y la parábolay = x2.

56. Calcula la distancia mínima entre la elipsex2 + 2y2 = 6 y la rectax+ y = 5.

57. El área de una caja rectangular sin tapa es de 108cm2. Calcular sus dimensiones para que
el volumen sea máximo.

1.7.3. Cálculo de extremos en conjuntos compactos

En este tipo de ejercicios se trata de calcular el máximo o el mínimo absolutos de una función
f con derivadas parciales continuas en un conjunto compactoK formado por la unión de un
conjunto abierto acotado y de su frontera,K = U∪Fr(U). En este tipo de ejercicios la existen-
cia de dichos extremos está asegurada de antemano en virtud del teorema de Weierstrass. Se
trata realmente de dos problemas, pues lo que hay que hacer esestudiar los extremos relativos
de f en el abiertoU (un problema de extremos relativos) y estudiar los extremoslocales con-
dicionados def enFr(U). Si la frontera deU está definida de forma apropiada (es una curva
o una superficie) éste último es un problema de extremos condicionados. Cuando la frontera
de U está dada por condiciones sencillas que permiten despejar variables puede hacerse un
estudio directo sin necesidad de recurrir a la teoría de extremos condicionados.

1.7.4. Ejercicios propuestos

58. Calcular los extremos absolutos def (x, y) = (x2 + 2y2) e−x2−y2
en el discox2 + y2

6 4.

59. Calcular los valores máximos y mínimos absolutos def (x, y, z) = xy2z3 en la bolax2 +

y2 + z2
6 1.

60. Hallar los extremos absolutos def (x, y) = x2 + 3y2 en el círculox2 − 2x+ y2 − 3 6 0.

61. Hallar los extremos absolutos de la funciónf (x, y) = x2y3(1− x− y) en el conjunto

K = {(x, y) : |x| + |y| 6 1}
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62. Hallar los extremos absolutos def (x, y) = x2 + y2 − xy − x− y en el conjunto

K =
{

(x, y)∈R2 : x > 0, y > 0, x+ y 6 3
}

63. Calcula los extremos absolutos del campo escalarf (x, y, z) = x+ y + z en el conjunto

A =
{

(x, y, z)∈R3 : x2 + y2
6 z6 1

}

.

1.8. Derivación de funciones implícitamente definidas

Sea f (x, y) una función de dos variables con derivadas parciales de primer orden continuas
y consideremos la ecuaciónf (x, y) = 0. Las soluciones de dicha ecuación representan una
curva en el plano. Bueno, hablando con propiedad pueden representar algo más general que
una curva. Para que te convenzas de ello basta que consideresla ecuación

f (x, y) = (x2 + y2 − 1)(2(x− 1)2 + 3(y − 2)2 − 1)(y − x2) = 0

la función f se anula en los puntos de la circunferenciax2 + y2 = 1, de la parábolay = x2 y
de la elipse 2(x− 1)2 + 3(y − 2)2 = 1. Por tanto la ecuaciónf (x, y) = 0 representa la unión de
todas esas curvas.

Figura 1.2: Conjunto dado porf (x, y) = 0

Ese conjunto (ver figura (1.2)) no es exactamente una curva pero localmentese parece a una
curva. La palabra “localmente” quiere decir que si fijamos unpunto (a,b) tal que f (a,b) = 0
entonces hay una bola abierta centrada en (a,b) de radio positivo,B((a,b), r) tal que el cor-
te de dicha bola con el conjunto de puntosV = {(x, y) : f (x, y) = 0} es una curva, donde la
palabra “curva” tiene el significado que le hemos dado en el apartado dedicado al cálculo de
rectas tangentes. De hecho, no es cierto que la condición anterior se verifique para todos los
puntos (a,b) tales quef (a,b) = 0. Dicha condición falla en los puntos donde se cortan dos de
las curvas cuya unión formaV, pues es claro que en dichos puntos el conjuntoV no parece
localmente una curva. Pues bien, en dichos puntos se anula elvector gradiente def y en ellos
la recta tangente no está definida. Este ejemplo te ayudará a entender lo que sigue.

Volvamos al caso general de una función de dos variablesf (x, y) con derivadas parciales
continuas de primer orden. Consideremos ahora la ecuaciónf (x, y) = 0 desde otro punto de
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vista. Intuitivamente,una ecuación esuna condición que debe ligar auna de las variables,
es decir, que si en la igualdadf (x, y) = 0 se fija un valor dex entonces el valor dey queda
determinado de manera única por dicho valor dex. A veces esto es verdad como en el siguiente
ejemplo. Consideremos

f (x, y) = y3 + y ex+ senx

Fijado un valor dex la ecuaciónf (x, y) = 0 es un polinomio de tercer grado eny que tiene una
única solución real pues su derivada respecto dey es 3y2+ ex que no se anula. Es decir, en este
caso es cierto que la igualdad

y3 + y ex+ senx = 0 (1.27)

define de manera única ay como función dex, en el sentido de que fijado un valor dex, hay
un únicoy = ϕ(x) que verifica dicha igualdad, esto es, la funciónϕ(x) está definida por la
condición:

ϕ(x)3 + ϕ(x) ex+ senx = 0 (1.28)

Se dice que la funciónϕ está implícitamente definidapor la igualdad (1.27). Puedes calcular
con Mathematicael valor de dicha función y comprobarás que es bastante complicada. El
hecho es que la mejor forma de trabajar con la funciónϕ es la igualdad (1.28) que la define.
Por ejemplo, si queremos calcular la derivada deϕ en un punto basta con que derivemos dicha
igualdad para obtener

3ϕ ′(x)ϕ(x)2 + ϕ ′(x) ex+ϕ(x) ex+ cosx = 0

lo que permite calcularϕ ′(x) en función deϕ(x).

En general, no es cierto que una igualdad de la formaf (x, y) = 0 permita despejar una
variable en función de la otra. Para convencerte, considerael primer ejemplo que pusimos. Ni
tan siquiera una igualdad tan sencilla comox2+y2−1 = 0 permite despejar una variable como
función de la otra pues es claro que para cada valor que fijemosde una variable (comprendido
entre -1 y 1) haydosposibles valores de la otra que verifican dicha igualdad.

Relacionemos ahora los dos puntos de vista que hemos considerado. Pongamos

Γ =
{

(x, y)∈R2 : f (x, y) = 0
}

Si la igualdadf (x, y) = 0 permitiera despejary en función dex, es decir, definiera una función
y = ϕ(x) por la condición

f (x, y) = 0⇐⇒ y = ϕ(x)

entonces se tendría que (llamandoI al intervalo donde está definidaϕ)

Γ =
{

(x, y)∈R2 : f (x, y) = 0
}

= {(x, ϕ(x)) : x∈ I }

es decir, el conjuntoΓ sería la gráfica deϕ, que, como sabemos, es un tipo muy particular de
curva. Pero ya hemos visto que el conjuntoΓ puede ser una “curva” mucho más general que la
gráfica de una función. Pero incluso en este caso, dicha “curva” eslocalmente, excepto en los
puntos donde se anula el gradiente, una gráfica de una función.

Las consideraciones anteriores se pueden llevar al caso de una función de tres variables
f (x, y, z) considerando ahora la “superficie” definida por la ecuaciónf (x, y, z) = 0. La pregunta
ahora es si fijados un valor dex y otro dey queda determinado de manera única un valor de
z = ϕ(x, y) que verifica dicha ecuación. En caso afirmativo tendríamos que la superficie de
ecuaciónf (x, y, z) = 0 coincidiría con la gráfica deϕ. Ya puedes suponer que esto no es cierto
en general pues la mayoría de las “superficies” no son gráficasde funciones.
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El siguiente resultado, conocido como teorema de la funciónimplícita, nos dice lo que
podemos afirmar en general en una situación como la que estamos considerando.

1.8.1. Teorema de la función implícita

Suponemos que las funciones que consideramos en lo que siguetienen derivadas parciales de
primer orden continuas.

a) Consideremos primero el caso de una funciónf (x, y) de dos variables. Sea

Γ =
{

(x, y)∈R2 : f (x, y) = 0
}

Supongamos que (a,b)∈Γ y se verifica que

∂ f
∂y

(a,b) , 0

Entonces existe una funciónϕ : I → R, definida en un intervaloI tal quea ∈ I y ϕ(a) = b,
que verifica quef (x, ϕ(x)) = 0 para todox∈ I . La funciónϕ se dice que está implícitamente
definida por la ecuaciónf (x, y) = 0. Dicha función es derivable enI y su derivada se calcula
derivando la igualdadf (x, ϕ(x)) = 0 respecto ax con lo que se obtiene

∂ f
∂x

(x, ϕ(x)) +
∂ f
∂y

(x, ϕ(x))ϕ ′(x) = 0÷ϕ ′(x) =
−∂ f
∂x

(x, ϕ(x))

∂ f
∂y

(x, ϕ(x))

Además tenemos que

Γ ∩ (I × ϕ(I )) =
{

(x, y)∈R2 : f (x, y) = 0
}

∩ (I × ϕ(I )) = {(x, ϕ(x)) : x∈ I }

es decir,Γ eslocalmenteen el punto (a,b) una curva que viene dada por la gráfica deϕ.

b) Consideremos ahora el caso de una funciónf (x, y, z) de tres variables. Sea

S =
{

(x, y, z)∈R3 : f (x, y, z) = 0
}

Supongamos que (a,b, c)∈S y se verifica que

∂ f
∂z

(a,b, c) , 0

Entonces existe una funciónϕ : U → R, definida en un abiertoU ⊂ R2 con (a,b) ∈ U
y ϕ(a,b) = c, que verifica quef (x, y, ϕ(x, y)) = 0 para todo (x, y) ∈ U. La funciónϕ se
dice que está implícitamente definida por la ecuaciónf (x, y, z) = 0. Dicha función tiene de-
rivadas parciales continuas enU y sus derivadas parciales se calculan derivando la igualdad
f (x, y, ϕ(x, y)) = 0 parcialmente respecto ax e y con lo que se obtiene

∂ f
∂x

(x, y, ϕ(x, y)) +
∂ f
∂z

(x, y, ϕ(x, y))
∂ϕ

∂x
(x, y) = 0÷

∂ϕ

∂x
(x, y) =

−∂ f
∂x

(x, y, ϕ(x, y))

∂ f
∂z

(x, y, ϕ(x, y))
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∂ f
∂y

(x, y, ϕ(x, y)) +
∂ f
∂z

(x, y, ϕ(x, y))
∂ϕ

∂y
(x, y) = 0÷

∂ϕ

∂y
(x, y) =

−∂ f
∂y

(x, y, ϕ(x, y))

∂ f
∂z

(x, y, ϕ(x, y))

Además tenemos que

S ∩ (U × ϕ(U)) =
{

(x, y, z)∈R3 : f (x, y, z) = 0
}

∩ (U × ϕ(U)) = {(x, y, ϕ(x, y)) : (x, y)∈U}

es decir,S eslocalmenteen el punto (a,b, c) una superficie que viene dada por la gráfica deϕ.

El teorema de la función implícita es mucho más general pero nos limitaremos a los casos
considerados. En las hipótesis hechas pueden admitirse variaciones. La hipótesis que hay que
hacer siempre es que el vector gradiente def no sea cero en el punto considerado. En el caso
a) puede suponerse igualmente que

∂ f
∂x

(a,b) , 0

y la conclusión es quex puede expresarse localmente como función dey, es decir, que hay
una funciónψ : J → R definida en un intervaloJ tal queb ∈ J y ψ(b) = a que verifica que
f (ψ(y), y) = 0 para todoy∈ J. Lo que sigue ya lo puedes suponer.

Análogamente, en el casob) puede suponerse, por ejemplo que

∂ f
∂x

(a,b, c) , 0

entonces es la variablex la que queda definida localmente de forma implícita como función de
y, z. Tú mismo puedes completar el enunciado en este caso. Todo esto nos da más libertad para
elegir la variable que queremos expresar como función de lasotras, basta con que la derivada
parcial respecto de dicha variable sea distinta de cero.

En la práctica el teorema de la función implícita se aplica enla forma que te explico en los
siguientes ejemplos.

1.40 Ejemplo. Comprobar que la ecuación

xyz+ sen(z− 6)− 2(x+ y + x2y2) = 0

define azcomo función implícita de (x, y) en un entorno de (1,1), conz(1,1) = 6. Comprobar
que (1,1) es un punto crítico de la funciónz= z(x, y).

Solución. Pongamosf (x, y, z) = xyz+sen(z−6)−2(x+ y+ x2y2) que tiene derivadas parciales

continuas de todo orden. Tenemos que
∂ f
∂z
= xy + cos(z− 6), por lo que

∂ f
∂z

(1,1,6) = 2 , 0.

Como, además,f (1,1,6) = 0, el teorema de la función implícita garantiza que hay una función
con derivadas parciales continuas, (x, y) 7→ z(x, y), definida en un entorno,U, de (1,1) tal que
z(1,1) = 6, y

f (x, y, z(x, y)) = 0 para todo (x, y)∈U.

Derivando esta identidad tenemos que:

∂ f
∂x
+
∂ f
∂z

∂z
∂x
= yz− 2(1+ 2xy2) + (xy + cos(z− 6))

∂z
∂x
= 0 (1)

∂ f
∂y
+
∂ f
∂z

∂z
∂y
= xz− 2(1+ 2x2y) + (xy + cos(z− 6))

∂z
∂y
= 0 (2)
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Donde las derivadas parciales de la función implícitaz = z(x, y) están calculadas en un punto
(x, y) ∈ U y las de f están calculadas en el punto (x, y, z(x, y)). Haciendox = y = 1, z =

z(1,1) = 6, en las igualdades anteriores, se obtiene que
∂z
∂x

(1,1) =
∂z
∂y

(1,1) = 0, esto es, (1,1)

es un punto crítico dez= z(x, y). �

El ejemplo anterior es todavía demasiado explícito, nos dice muy claramente lo que hay
que hacer. Lo más frecuente es que nos encontremos con ejercicios como el siguiente.

1.41 Ejemplo. Sabiendo que

y cos(xz) + x3 ezy −z+ 1 = 0 (1.29)

Calcular
∂z
∂x

(x, y) y particularizar para el punto (x, y) = (0,0).

Solución.En un ejercicio como este lo más fácil es que en la igualdad (1.29) sustituyas men-
talmentez= z(x, y) y la veas como

y cos
(

x z(x, y)
)

+ x3 ez(x,y) y −z(x, y) + 1 = 0 (1.30)

es decir, supones que has calculado para valores dex e y dados la solución respecto az de la
igualdad (1.29). Esta solución (que de hecho no es posible expresar de forma explícita, esto es,
que no puede calcularse) la representamos porz= z(x, y) y es la función implícita definida por
la igualdad (1.29) (el teorema de la función implícitaque es un teorema de existenciagarantiza
que dicha función existe). Ahora derivamos en la igualdad (1.30) respecto ax para obtener

−y sen
(

x z(x, y)
)

(

z(x, y) + x
∂z
∂x

(x, y)

)

+ 3x2 ez(x,y) y +x3y
∂z
∂x

(x, y) ez(x,y) y − ∂z
∂x

(x, y) = 0

de donde
∂z
∂x

(x, y) =
y z(x, y) sen

(

x z(x, y)
)

− 3x2 ez(x,y) y

x3y ez(x,y) y −xy sen(x z(x, y)) − 1

Naturalmente, esta igualdad tiene sentido siempre que el denominador de la fracción sea dis-
tinto de cero. Puedes comprobar que si llamasf (x, y, z) = y cos(xz) + x3 ezy −z+ 1 entonces la
igualdad anterior es precisamente

−∂ f
∂x

(x, y, z)

∂ f
∂z

(x, y, z)

calculada en el punto (x, y, z(x, y)). Para (x, y) = (0,0) se tiene quez(0,0) viene dado por la
ecuación que se obtiene haciendox = 0 e y = 0 en la igualdad (1.29) de donde se sigue
z(0,0) = 1. Además

∂ f
∂z

(0,0, z(0,0)) =
∂ f
∂z

(0,0,1) = −1 , 0

Por lo que
∂z
∂x

(0,0) =
0
−1
= 0

�
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1.8.2. Ejercicios propuestos

64. Calcular las derivadas parciales de primer orden de la función z= z(x, y) definida implí-
citamente pory z4 + x2z3 − exy z = 0. Particularizar para el punto (x, y) = (1,0).

65. Calcular las derivadas parciales de primer orden de la función z= z(x, y) definida implí-
citamente porz3 + zex+ cosy = 0.

66. Calcular las derivadas parciales de primer orden de la función z = z(x, y) dada implíci-
tamente por 3x2y2 + 2z2xy − 2zx3 + 4zy3 − 4 = 0, en el punto (2,1) siendoz(2,1) = 2.

67. Supongamos que la igualdad

y+zw

xy

g(t)dt+
z2w

3x+y

h(t)dt = 0

dondeg y h son funciones reales derivables, define az como función implícita dex, y.
Calcular las derivadas parciales de primer orden dez= z(x, y).

68. Supongamos que la igualdadF(x, y, z) = 0 determina implícitamente funciones diferen-

ciablesx = x(y, z), y = y(x, z), z= z(x, y). Probar que
∂x
∂y

∂y

∂z
∂z
∂x
= −1.

69. Calcular la derivada de la funcióny = y(x) definida implícitamente por

xy + 3x2 − 2y2 − 2y = 0

Particularizar parax = 1 sabiendo quey(1) = 1.

70. Calcular la derivada de la funcióny = y(x) definida implícitamente por

y log(x2 + y2) − 2xy = 0

Particularizar parax = 0 sabiendo quey(0) = 1.
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Lección2

Integrales múltiples

Introducción

Las integrales de funciones reales de una variable, llamadas tambiénintegrales simples,
ya han sido consideradas en la Lección 8. En esta Lección vamos a estudiar la integración de
funciones reales de dos o más variables. Estas integrales suelen llamarseintegrales múltiples.
Aunque, por su mayor interés práctico, nos vamos a limitar a funciones de dos y de tres va-
riables, los resultados que expondremos se generalizan confacilidad para funciones reales de
cualquier número de variables. Como ya es usual en estas notas, eludiremos los aspectos más
teóricos para centrarnos en las técnicas de cálculo de integrales dobles y triples. Vamos a ver
que el cálculo de dichas integrales se reduce al cálculo de dos o tres integrales simples lo que
suele hacerse calculando las correspondientes primitivas. Por tanto,si no sabes calcular primi-
tivas no podrás calcular integrales dobles y triples. El área de una superficie enR3 o el flujo
de un campo vectorial a través de la misma, vienen dados por medio de integrales dobles; la
masa de un sólido enR3 o la carga eléctrica que encierra el mismo vienen dados por integrales
triples. Los resultados principales del Análisis Vectorial, esto es, los teoremas de Green, de
Gauss y de Stokes, se formulan por medio de integrales doblesy triples. Dichos resultados son
herramientas básicas en la teoría de campos electromagnéticos y en la mecánica de fluidos.

En lo que sigue, consideraremos campos escalares acotados de dos o tres variables que
supondremos definidos en subconjuntos acotados deR

2 oR3 cuya frontera consta de un número
finito de curvas o superficiessuaves(de claseC1). Supondremos que los campos son continuos
en todos los puntos de su conjunto de definición salvo, quizás, en los puntos de un conjunto
finito de curvas o superficies suaves donde puede haber discontinuidades.

En la dirección http://www.ugr.es/local/fjperez/integrales_multiples.nb podrás descargar un
cuaderno deMathematicaque es un complemento útil de estos apuntes y en el que también
hay algunos ejercicios resueltos.

2.1. Integrales dobles y triples

Sea f : A → R un campo escalar de dos variables definido en un conjuntoA ⊂ R2.
Consideremos primero el caso más sencillo en queA = [a,b] × [c,d] es un rectángulo. Sean

P =
{

a = x0, x1, x2, . . . , xp−1, xp = b
}

, Q =
{

c = y0, y1, y2, . . . , yq−1, yq = d
}

particiones de los intervalos [a,b] y [c,d] respectivamente. Dichas particiones determinan una
partición, que notamosP × Q, del rectánguloA = [a,b] × [c,d] en subrectángulos [xi−1, xi ] ×
[y j−1, y j ], donde 16 i 6 p, 1 6 j 6 q. Observa que dichos subrectángulos solamente pueden
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cortarse en sus fronteras y la unión de todos ellos esA. Unasuma de Riemannde f para la
particiónP × Q es un número que se obtiene eligiendo puntos (si , t j) ∈ [xi−1, xi ] × [y j−1, y j ] y
calculando la suma

∑

16i6p
16 j6q

f (si , t j )(xi − xi−1)(y j − y j−1) (2.1)

Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los intervalos de las particionesP y Q
se hace arbitrariamente pequeña (o sea, tiende a 0), las sumas de Riemann def se aproximan
tanto como se quiera a un número real que es, por definición, laintegral de Riemann def en
el rectángulo [a,b] × [c,d], que se representa por

x

[a,b]×[c,d]

f (x, y) d(x, y)

Consideremos ahora queA es un conjunto acotado enR2 y definamos la funciónfA : R2→
R por

fA(x, y) =















f (x, y) si (x, y)∈A

0 si (x, y)∉A

Observa que la funciónfA puede tener discontinuidades en las curvas frontera deA. Se verifica
que siB es un rectángulo que contiene aA la integral

x

B

fA(x, y) d(x, y)

existe en el sentido que hemos definido más arribay es independiente del rectángulo B que
contiene a A. El valor de dicha integral se representa por

x

A

f (x, y) d(x, y)

y se llama laintegral de Riemannde f enA.

Las integrales que acabamos de definir para campos escalaresde dos variables se llaman
integrales dobles.

Sea ahoraf : A→ R un campo escalar de tres variables definido en un conjuntoA ⊂ R3.
Consideremos primero el caso más sencillo en queA = [a,b] × [c,d] × [u, v] es un ortoedro.
Sean

P =
{

a = x0, x1, . . . , xp = b
}

, Q =
{

c = y0, y1, . . . , yq = d
}

, R= {u = z0, z1, . . . , zr = d}

particiones de los intervalos [a,b], [c,d] y [u, v] respectivamente. Dichas particiones determi-
nan una partición deA = [a,b] × [c,d] × [u, v] en ortoedros del tipo [xi−1, xi ] × [y j−1, y j ] ×
[zk−1, zk], donde 16 i 6 p, 1 6 j 6 q, 1 6 k 6 r. Dichos ortoedros solamente pueden cortarse
en sus fronteras y la unión de todos ellos esA. Representaremos de forma simbólica dicha
partición del ortoedroA porP×Q×R. Unasuma de Riemannde f para la particiónP×Q×R
es un número que se obtiene eligiendo puntos (si , t j , wk) ∈ [xi−1, xi ] × [y j−1, y j ] × [zk−1, zk] y
calculando la suma

∑

16i6p
16 j6q
16k6r

f (si , t j , wk)(xi − xi−1)(y j − y j−1)(zk − zk−1) (2.2)
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Interpretaciones de las integrales dobles y triples 43

Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los intervalos de las particionesP, Q, R
tiende a 0 las sumas de Riemann def se aproximan tanto como se quiera a un número real
que es, por definición, la integral de Riemann def en el ortoedro [a,b] × [c,d] × [u, v], que se
representa por y

[a,b]×[c,d]×[u,v]

f (x, y, z) d(x, y, z)

Consideremos ahora queA es un conjunto acotado enR3 y definamos la funciónfA : R3 → R
por

fA(x, y, z) =















f (x, y, z) si (x, y, z)∈A

0 si (x, y, z)∉A

Observa que la funciónfA puede tener discontinuidades en las superficies frontera deA. Se
verifica que siB es un ortoedro que contiene aA la integral

y

B

fA(x, y, z) d(x, y, z)

existe en el sentido que hemos definido más arribay es independiente del ortoedro B que
contiene a A. El valor de dicha integral se representa por

y

A

f (x, y, z) d(x, y, z)

y se llama laintegral de Riemannde f enA.

Las integrales que acabamos de definir para campos escalaresde tres variables se llaman
integrales triples.

Naturalmente, las definiciones que acabamos de dar no son útiles para calcular integrales.
Lo que debes recordar es que podemos obtener un valor aproximado de una integral doble o
triple por medio de sumas de Riemann, y cuanto más pequeñas sean las longitudes de todos
los intervalos de las particiones mejor será la aproximación obtenida.

2.1.1. Interpretaciones de las integrales dobles y triples

Sea f : A → R un campo escalar de dos variables definido en un conjuntoA ⊂ R2.
Supongamos quef (x, y) > 0 para todo (x, y) ∈A. Consideremos el “cilindro” enR3 que tiene
como base el conjuntoA y como tapadera la gráfica def , es decir el conjunto

C( f ,A) =
{

(x, y, z)∈R3 : (x, y)∈A, 0 6 z6 f (x, y)
}

.

Las siguientes figuras muestran este conjunto para la función f (x, y) = 4 − x2 − y2 y los
conjuntosA = [−1,1] × [−1,1] y A =

{

(x, y) : x2 + y2
6 2

}

.

En esta situación, una suma de Riemann del tipo (2.1) representa una aproximación del
volumen del conjuntoC( f ,A). Pues lo que hacemos en (2.1) es sumar los volúmenes de pe-
queños ortoedros de base los rectángulosRi j = [xi−1, xi ] × [y j−1, y j ] y altura f (si , t j). Es claro
que la suma de todos estos volúmenes es una aproximación del volumen del conjuntoC( f ,A).
La aproximación es tanto mejor cuanto más pequeños sean los lados de los rectángulosRi j y,
en el límite, el volumen del conjuntoC( f ,A) viene dado por la integral doble def enA.

x

A

f (x, y) d(x, y) = volumen(C( f ,A)) (2.3)
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La siguientes figura muestra aproximaciones al volumen del primero de los dos conjuntos
representados en la figura anterior.

Naturalmente, pueden darse otras muchas interpretaciones. Por ejemplo, la funciónf pue-
de representar una densidad superficial de masa o de carga eléctrica en una lámina planaA. En

tal caso la integral doble
x

A

f (x, y) d(x, y) proporciona, respectivamente, la masa o la carga

total de la láminaA.

Las integrales dobles permiten calcular áreas planas. En efecto, basta tener en cuenta que
si f es la función constante igual a 1, esto esf (x, y) = 1 para todo (x, y)∈A, entonces se tiene
que volumen(C( f ,A)) = área(A), pues el volumen de un cilindro de altura constante igual a 1
es numéricamente igual al área de su base.

x

A

d(x, y) = área(A) (2.4)

Las integrales triples tienen análogas interpretaciones.Si f : A → R es un campo escalar
de tres variables definido en un conjuntoA ⊂ R3 que representa una densidad volumétrica de

masa o de carga eléctrica en un sólidoA, la integral triple
y

A

f (x, y, z) d(x, y, z) proporciona,

respectivamente, la masa o la carga total del sólidoA.
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Si integramos la función constante igual a 1 en un sólidoA ⊂ R3, obtenemos su volumen.
y

A

d(x, y, z) = volumen(A) (2.5)

2.2. Cálculo de integrales dobles y triples

Las definiciones que hemos dado de integral doble y triple no son útiles para el cálculo. En
dichas definiciones la integral aparece como unlímite de sumas de Riemann. De hecho, a partir
de las definiciones dadas, es fácil obtener el siguiente resultado. Recuerda que en la Lección
8 definimosel paso de una particiónP, y lo representamos porδ(P), comola mayor de las
longitudes de los subintervalos de dicha partición.

2.1 Teorema(Convergencia de las sumas integrales). Sea f : [a,b] × [c,d] → R un campo
escalar de dos variables,{Pn} y {Qn} sucesiones de particiones de[a,b] y [c,d] respectivamen-
te, tales que{δ(Pn)} → 0 y {δ(Qn)} → 0. Seaσ( f ,Pn ×Qn) una suma de Riemann de f para la
partición Pn × Qn. Se verifica entonces que

lı́m
n→∞

σ( f ,Pn × Qn) =
x

[a,b]×[c,d]

f (x, y) d(x, y)

Naturalmente, un resultado análogo se tiene para integrales triples. Este resultado permite
en algunos casos particulares y con bastante esfuerzo e ingenio calcular ciertas integrales.
Como enseguida aprenderemos a calcular integrales múltiples con facilidad, es más interesante
usar dicho resultadosensu contrariopara calcular los límites de ciertas sucesiones.

Las dos herramientas básicas para el cálculo de integrales múltiples son los teorema de
Fubini y del cambio de variables.

2.2.1. Integrales iteradas. Teorema de Fubini elemental

El teorema de Fubini es uno de los resultados más útiles del cálculo integral. Se trata de
un resultado válido en condiciones mucho más generales que las que estamos considerando en
esta Lección. La versión que vamos a ver, que es justamente laque necesitamos aquí, puede
considerarse una “versión elemental” de dicho teorema. Esencialmente, el teorema de Fubini
permite calcular una integral doble o triple haciendo dos o tres integrales simples. No es difícil
comprender lo que dice el teorema ni tampoco lo es entender por qué se cumple. De hecho, no
es la primera vez que en este curso aparece dicho teorema. El Principio de Cavalieri y el cálculo
de volúmenes por secciones planas son casos particulares del teorema de Fubini. De hecho, es
este último resultado el que vamos a usar ahora. Lo repito aquí para mayor comodidad.

2.2 Teorema(Cálculo de volúmenes por secciones planas). El volumen de una región enR3

es igual a la integral del área de sus secciones por planos paralelos a uno dado.

Este resultado permite calcular volúmenes calculando áreas de secciones planas y tiene
importantes consecuencias para el cálculo de integrales dobles.

Consideremos una función positiva,f , definida en el rectánguloA = [a,b] × [c,d]. Ponga-
mos

Ω =
{

(x, y, z)∈R3 : (x, y)∈A, 0 6 z6 f (x, y)
}

.

Para calcular el volumen del conjuntoΩ podemos proceder como sigue. Para cadax0 fijo
calculamos el área de la sección,Ω(x0), que se obtiene cortandoΩ con el plano de ecuación

Universidad de Granada
Dpto. de Análisis Matemático

Prof. Javier Pérez
Cálculo diferencial e integral



Integrales iteradas. Teorema de Fubini elemental 46

X = x0. Fíjate queΩ(x0) es una sección deΩ perpendicular al ejeOX y, por tanto, paralela al
planoYZ. Como

Ω(x0) = {(x0, y, z) : y∈ [c,d], 0 6 z6 f (x0, y)}

se tiene queΩ(x0) es la región del planoX = x0 comprendida entre la curvaz= f (x0, y), el eje

OYy las rectasy = c, y = d. Como sabes, el área de dicha región viene dada por
dw

c

f (x0, y) dy .

Para calcular el volumen deΩ hay que integrar las áreas de las seccionesΩ(x) cuandox∈ [a,b],
y obtenemos finalmente que

x

[a,b]×[c,d]

f (x, y) d(x, y) = volumen(Ω) =
bw

a

















dw

c

f (x, y) dy

















dx (2.6)

Razonando de forma análoga, considerando seccionesΩ(y) deΩ paralelas al planoXZ, se
obtiene la igualdad

x

[a,b]×[c,d]

f (x, y) d(x, y) = volumen(Ω) =
dw

c

















bw

a

f (x, y) dx

















dy (2.7)

De las igualdades (2.6) y (2.7) se deduce que

x

[a,b]×[c,d]

f (x, y) d(x, y) =
bw

a

















dw

c

f (x, y) dy

















dx =
dw

c

















bw

a

f (x, y) dx

















dy (2.8)

Las integrales
bw

a

















dw

c

f (x, y) dy

















dx y
dw

c

















bw

a

f (x, y) dx

















dy se llamanintegrales iteradasy, en las

hipótesis hechas al principio de esta Lección, son iguales ysu valor común es igual a la integral

doble
x

[a,b]×[c,d]

f (x, y) d(x, y) . Observa que las integrales iteradas son dos integrales simples. Para

calcular
dw

c

f (x, y) dy lo que se hace es integrar respecto a la variabley considerandox fija.

Para ello lo que se hace es obtener una primitiva de la funcióny 7→ f (x, y) y usar la regla
de Barrow. Fíjate que una primitiva de la funcióny 7→ f (x, y) puede describirse como una
primitiva parcialde f (x, y) con respecto ay. ¿Te recuerda esto a la derivación parcial?

La representación gráfica siguiente puede ayudarte a entender lo que se hace. La función
representada esf (x, y) =

√

36− 3x2 − 6y2 en el rectángulo [−2,2] × [−2,2]. Puedes ver el
“cilindro” Ω bajo la gráfica de la función, la sección del mismo por el planoX = 0 y la
proyección de dicha sección sobre el planoYZ.

Para calcular una integral
x

A

f (x, y) d(x, y) cuando el recinto de integración,A, no es un

rectángulo, se procede de la misma forma. La única diferencia es que ahora tenemos que empe-
zar por determinar los valores dex tales que el planoX = x corta al “cilindro” bajo la gráfica
de f , es decir,tenemos que determinar la proyección de A sobre el eje OX. Supongamos que
dicha proyección sea un intervalo [a,b]. Ahora, para cadax∈ [a,b] hay que calcular el área
de la secciónΩ(x) o, lo que es igual, el área de la región en el planoYZ comprendida entre el
ejeOY y la curva z = f (x, y) donde la variabley está en el conjunto A(x) = {y : (x, y)∈A}.
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Supongamos queA(x) sea un intervalo (tampoco pasa nada si es unión de varios intervalos).
Entonces tenemos que

x

A

f (x, y) d(x, y) =
bw

a



















w

A(x)

f (x, y) dy



















dx (2.9)

Análogamente se obtiene que

x

A

f (x, y) d(x, y) =
dw

c



















w

A(y)

f (x, y) dx



















dy (2.10)

Donde hemos supuesto que [c,d] es la proyección de A sobre el eje OY, y para caday∈ [c,d]
es A(y) = {x : (x, y)∈A}.

En los casos más corrientes el conjuntoA suele ser un conjunto de tipo I o de tipo II
(recuerda que los vimos al estudiar las Aplicaciones de la Integral). Esto es

A = {(x, y) : a 6 x 6 b, g(x) 6 y 6 h(x)} (tipo I)

A = {(x, y) : c 6 y 6 d, ϕ(y) 6 x 6 ψ(y)} (tipo II)

En tales casos tenemos que

x

A

f (x, y) d(x, y) =

bw

a



















h(x)w

g(x)

f (x, y) dy



















dx (2.11)

x

A

f (x, y) d(x, y) =

dw

c



















ψ(y)w

ϕ(y)

f (x, y) dx



















dy (2.12)

Observa que para el caso en quef (x, y) = 1 recuperamos las fórmulas ya conocidas para el
cálculo de áreas de regiones planas de tipo I y tipo II.

Aunque hemos supuesto inicialmente, para poder aplicar el teorema (2.2), que la función
f es positiva, las igualdades obtenidas son válidas, en las hipótesis hechas al principio de la
Lección, cualquiera sea la función que integramos.

De forma análoga a lo antes visto, el teorema de Fubini permite calcular integrales triples
sin más que calcular tres integrales simples. Para el caso deuna función f definida en el
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rectángulo deR3 A = [a,b] × [c,d] × [u, v] se tiene que

y

[a,b]×[c,d]×[u,v]

f (x, y, z) d(x, y, z) =
bw

a

















dw

c

















vw

u

f (x, y, z) dz

















dy

















dx

Observa que ahora hay seis integrales iteradas pero el valorde todas ellas es el mismo. Natu-
ralmente, cuandoA es un subconjunto deR3 hay más posibilidades, pero la idea es siempre
la misma:se obtiene primero la proyección deA sobre uno de los ejes o sobre uno de los
planos coordenados, y para cada punto fijado en dicha proyección se obtiene el conjunto
de los puntos deA que lo proyectan.

Si, por ejemplo, la proyección deA sobre el ejeOZ es un intervaloJ = [u, v], y para
cadaz∈ J esA(z) = {(x, y) : (x, y, z)∈A} (conjunto de los puntos deA que se proyectan enz),
entonces

y

A

f (x, y, z) d(x, y, z) =
vw

u



















x

A(z)

f (x, y, z) d(x, y)



















dz

En el caso en queA sea un conjunto de tipo I enR3, es decir,A puede representarse en la
forma

A = {(x, y, z) : (x, y)∈Ω, g(x, y) 6 z6 h(x, y)}

dondeΩ es la proyección deA sobre el planoXY, y g, h, son funciones reales definidas enΩ,
entonces tenemos que

y

A

f (x, y, z) d(x, y, z) =
x

Ω



















h(x,y)w

g(x,y)

f (x, y, z) dz



















d(x, y)

2.3 Ejemplo. Vamos a calcular el volumen de la mitad superior del elipsoide de ecuación

x2

a2
+
y2

b2
+

z2

c2
= 1

dondea > 0,b > 0, c > 0 son las longitudes de los semiejes del elipsoide.

Se trata, pues, de calcular el volumen del conjuntoΩ =

{

(x, y, z) :
x2

a2
+
y2

b2
+

z2

c2
6 1, z> 0

}

.

La proyección deΩ sobre el planoXY es el conjuntoA =

{

(x, y) :
x2

a2
+
y2

b2
6 1

}

. Podemos

escribir

Ω =



















(x, y, z) : (x, y)∈A, 0 6 z6 c

√

1− x2

a2
− y

2

b2



















La igualdad (2.3) nos dice que

volumen(Ω) =
x

A

c

√

1− x2

a2
− y

2

b2
d(x, y)

Para calcular esta integral doble podemos aplicar el teorema de Fubini. Observa queA es una
región de tipo I enR2 pues

A =
{

(x, y) : −a 6 x 6 a, −b
√

1− x2/a2 6 y 6 b
√

1− x2/a2
}
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Por tanto

x

A

c

√

1− x2

a2
− y

2

b2
d(x, y) =

aw

−a



























b
√

1−x2/a2
w

−b
√

1−x2/a2

c

√

1− x2

a2
− y

2

b2
dy



























dx

Tenemos que

b
√

1−x2/a2
w

−b
√

1−x2/a2

c

√

1− x2

a2
− y

2

b2
dy =

[

y = b
√

1− x2/a2 sent
]

= bc(1−x2/a2)
π/2w

−π/2

cos2 t dt =
1
2

bcπ(1−x2/a2)

Finalmente

volumen(Ω) =
1
2

bcπ
aw

−a

(1− x2/a2) dx =
2
3

abcπ

El volumen del elipsoide completo es
4
3

abcπ. En particular, si el elipsoide es una esfera de

radior, esto esa = b = c = r, deducimos que el volumen de la esfera es
4
3
πr3.

En lugar de proyectar sobre el planoXY podemos proyectarΩ sobre el ejeOZ. Dicha
proyección es el intervalo [0, c]. Para cadaz∈ [0, c] tenemos que el conjunto de puntos deΩ
que se proyectan enz, es decir, la sección deΩ por el planoZ = z, es el conjunto

Ω(z) =

{

(x, y, z) :
x2

a2
+
y2

b2
6 1− z2

c2

}

Como
x2

a2
+
y2

b2
6 1− z2

c2
⇐⇒ x2

u2
+
y2

v2
6 1

dondeu = a

√

1− z2

c2
, v = b

√

1− z2

c2
. Deducimos queΩ(z) es una elipse contenida en el plano

Z = z de semiejesu, v. Sabemos que el área de dicha elipse es igual aπuv = πab

(

1− z2

c2

)

. En

consecuencia, el volumen deΩ viene dado por

cw

0

πab

(

1− z2

c2

)

dz =
2
3

abcπ

En la siguiente figura se ha representado el semi-elipsoide abierto para que pueda apreciarse
mejor una sección por un plano de altura constante.

�

Observa que a los cálculos anteriores también se llega si tratamos de calcular directamente
el volumen deΩ por medio de una integral triple. Sabemos que

volumen(Ω) =
y

Ω

d(x, y, z)
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Para calcular esta integral aplicamos el teorema de Fubini.ProyectandoΩ sobre el planoXY
tenemos que

y

Ω

d(x, y, z) =
x

A

























c
√

1−x2/a2−y2/b2
w

0

dz

























d(x, y) =
x

A

c

√

1− x2

a2
− y

2

b2
d(x, y)

ProyectandoΩ sobre el ejeOZ tenemos que

y

Ω

d(x, y, z) =
cw

0



















x

Ω(z)

d(x, y)



















dz =
cw

0

πab

(

1− z2

c2

)

dz

2.2.2. Teorema del cambio de variables

Para funciones de una variable sabemos que

bw

a

f (x) dx =
dw

c

f (g(t))g ′(t) dt

donde se supone quea < b y g(c) = a, g(d) = b. Supongamos que la funcióng es inyectiva,
entoncesg debe ser creciente o decreciente. Si es decreciente se tienequed < c y g ′(t) 6 0,
por lo que|g ′(t)| = −g ′(t) y podemos escribir

dw

c

f (g(t))g ′(t) dt = −
cw

d

f (g(t))|g ′(t)| dt

Podemos, por tanto, cuandog es inyectiva, escribir en todos los casos

bw

a

f (x) dx =
βw

α

f (g(t))|g ′(t)| dt (2.13)

dondeg es una biyección del intervalo [a,b] sobre el intervalo [α, β]. Esta fórmula se generaliza
para funciones de varias variables dando lugar al teorema del cambio de variables.

El teorema del cambio de variable para integrales dobles afirma que
x

A

f (x, y) d(x, y) =
x

B

f (g(u, v))|detJg(u, v)| d(u, v) (2.14)
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donde se supone que la funcióng es una biyección deB sobreA de claseC1 (sus funciones
componentes tienen derivadas parciales continuas) con determinante jacobiano distinto de cero,
esto es, detJg(u, v) , 0 para todo (u, v)∈B. En esta fórmula se interpreta que la funcióng hace
uncambio de coordenadaspues permite asignar a cada punto (x, y)∈A el único punto (u, v)∈B
tal queg(u, v) = (x, y).

Aunque la integral de la derecha en la fórmula (2.14) parece más complicada que la de la
izquierda, cuando hacemos un cambio de variable lo que se trata es de conseguir que o bien la
función
f (g(u, v))|detJg(u, v)| sea más sencilla de integrar enB que la funciónf (x, y) enA o bien que
el recinto de integraciónB sea más sencillo queA. Si podemos conseguir las dos cosas, mejor.

Las condiciones que hemos supuesto para la validez de la fórmula (2.14) se pueden relajar
un poco permitiendo que puedan fallar en un número finito de curvas. Por ejemplo, es suficiente
queg sea una biyección deB sobre el conjuntoA en el que se ha suprimido un segmento; o
puede permitirse que el determinante jacobiano deg se anule en alguna curva enB. La idea,
que no hay que olvidar, es que para calcular integrales dobles podemos ignorar lo que pasa en
conjuntos de “área cero”.

Solamente con la práctica se puede aprender cuándo es conveniente hacer un cambio de
variables y qué función es la adecuada para realizarlo. Paraintegrales dobles el cambio de
variable más útil es a coordenadas polares. Ya hemos considerado dichas coordenadas en la
Lección 8 pero conviene recordarlas ahora.

2.2.2.1. Coordenadas polares

La función g(ρ, ϑ) = (ρ cosϑ, ρ senϑ) es una
biyección deR+×] − π, π] sobreR2 \ {(0,0)}.
Las componentes deg tienen derivadas parcia-
les continuas y fácilmente se comprueba que
detJg(ρ, ϑ) = ρ > 0. El par de números (ρ, ϑ)
dados porx = ρ cosϑ, y = ρ senϑ dondeρ > 0
y −π < ϑ 6 π se llaman coordenadas polares
del punto de coordenadas cartesianas (x, y).

Y

X

Hx,yL

ΡcosΘ

ΡsenΘ

Θ

La fórmula del cambio de variables (2.14) para el caso de coordenadas polares se expresa
por x

A

f (x, y) d(x, y) =
x

B

f (ρ cosϑ, ρ senϑ)ρ d(ρ, ϑ) (2.15)

La mayor dificultad para aplicar esta fórmula es la determinación del conjuntoB. Dicho con-
junto viene dado por

B =
{

(ρ, ϑ)∈R+×] − π, π] : (ρ cosϑ, ρ senϑ)∈A
}

Si, por ejemplo, el conjuntoA es de tipo I,A = {(x, y) : a 6 x 6 b, g(x) 6 y 6 h(x)}, entonces
B = {(ρ, ϑ)∈R+×] − π, π] : a 6 ρ cosϑ 6 b, g(ρ cosϑ) 6 ρ senϑ 6 h(ρ cosϑ)}. Es importante

describir bien el conjuntoB porque para calcular la integral
x

B

f (ρ cosϑ, ρ senϑ)ρ d(ρ, ϑ)

tienes que aplicar, naturalmente, el teorema de Fubini. Si,por ejemplo,

B = {(ρ, ϑ) : α 6 ϑ 6 β, g(ϑ) 6 ρ 6 h(ϑ)} ,
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entonces

x

A

f (x, y) d(x, y) =
x

B

f (ρ cosϑ, ρ senϑ)ρ d(ρ, ϑ) =
βw

α



















h(ϑ)w

g(ϑ)

f (ρ cosϑ, ρ senϑ)ρ dϑ)



















dρ

(2.16)
Las coordenadas polares son especialmente útiles cuando elconjuntoA es un círculo, o un
sector circular o una corona circular, pues en estos casos elconjuntoB es muy sencillo. Si, por
ejemplo,Aes el discoD((0,0),R) de centro el origen y radioR, D((0,0),R) =

{

(x, y) : x2 + y2
6 R2

}

,
entonces

B =
{

(ρ, ϑ)∈R+×] − π, π] : ρ 6 R
}

=]0,R]×] − π, π]

Por tanto

x

D((0,0),R)

f (x, y) d(x, y) =
Rw

0

















πw

−π
f (ρ cosϑ, ρ senϑ)ρ dϑ

















dρ =
πw

−π

















Rw

0

f (ρ cosϑ, ρ senϑ)ρ dρ

















dϑ

(2.17)
El teorema del cambio de variable para integrales triples afirma que

y

A

f (x, y, z) d(x, y, z) =
y

B

f (g(u, v, w))|detJg(u, v, w)| d(u, v, w) (2.18)

donde se supone que la funcióng es una biyección deB sobreA de claseC1 (sus funciones
componentes tienen derivadas parciales continuas) con determinante jacobiano distinto de cero,
esto es, detJg(u, v, w) , 0 para todo (u, v, w) ∈ B. Estas condiciones se pueden relajar un poco
permitiendo que puedan fallar en un número finito de superficies. Por ejemplo, es suficiente
queg sea una biyección deB sobre el conjuntoA en el que se ha suprimido un trozo de plano;
o puede permitirse que el determinante jacobiano deg se anule en alguna superficie enB. La
idea, que no hay que olvidar, es que para calcular integralestriples podemos ignorar lo que
pasa en conjuntos de “volumen cero”.

2.2.2.2. Coordenadas esféricas

La función

g(ρ, ϑ, ϕ) = (ρ senϕ cosϑ, ρ senϕ senϑ, ρ cosϕ)

es una biyección deR+×] − π, π] × [0, π] so-
breR3 \ {(0,0,0)}. Las componentes deg tie-
nen derivadas parciales continuas y fácilmente
se comprueba que detJg(ρ, ϑ, ϕ) = −ρ2 senϕ.
La terna de números (ρ, ϑ, ϕ) dados por
x = ρ senϕ cosϑ, y = ρ senϕ senϑ, z= ρ cosϕ
dondeρ > 0 y −π < ϑ 6 π, 0 6 ϕ 6 π, se lla-
man coordenadas esféricas del punto de coor-
denadas cartesianas (x, y, z).

Ρcosj

Ρ

ΡsenjΡsenjcosΘ

ΡsenjsenΘ

j

Θ

Hx,y,zL

X

Z

Y

La fórmula del cambio de variables (2.18) para el caso de coordenadas esféricas se expresa
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por
y

A

f (x, y, z) d(x, y, z) =
y

B

f (ρ senϕ cosϑ, ρ senϕ senϑ, ρ cosϕ)ρ2 senϕ d(ρ, ϑ, ϕ)

(2.19)
La mayor dificultad para aplicar esta fórmula es la determinación del conjuntoB. Dicho con-
junto viene dado por

B =
{

(ρ, ϑ, ϕ)∈R+×] − π, π] × [0, π] : (ρ senϕ cosϑ, ρ senϕ senϑ, ρ cosϕ)∈A
}

Las coordenadas esféricas son especialmente útiles cuandoel conjuntoA es una esfera, o un
sector esférico o una corona esférica, pues en estos casos elconjuntoB es muy sencillo. Si, por
ejemplo,A = B((0,0,0),R) =

{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2
6 R2

}

(esfera de centro el origen y radio
R), entonces

B =
{

(ρ, ϑ, ϕ)∈R+×] − π, π] × [0, π] : ρ 6 R
}

=]0,R]×] − π, π] × [0, π]

Por tanto

y

B((0,0,0),R)

f (x, y, z) d(x, y, z) =
Rw

0

















πw

−π

















πw

0

f (ρ senϕ cosϑ, ρ senϕ senϑ, ρ cosϕ)ρ2 senϕ dϕ

















dϑ

















dρ

(2.20)
y la integral iterada puede hacerse en el orden que se quiera.

Interpretación intuitiva de la fórmula del cambio de variables

Todo esto está muy bien, pero ¿por qué se cumple el teorema delcambio de variables?
Excepto el parecido formal que hay entre las fórmulas (2.13)y (2.14), nada te he dicho que
te ayude a comprender por qué dicho teorema tiene que ser cierto. No es difícil comprender
de forma intuitiva las razones profundas del teorema. Por comodidad, consideremos el caso de
integrales dobles. En la igualdad

x

A

f (x, y) d(x, y) =
x

B

f (g(u, v))|detJg(u, v)| d(u, v) (2.21)

supongamos que la funciónf es la función constantemente igual a 1. Entonces dicha igualdad
nos dice que x

A

d(x, y) =
x

B

|detJg(u, v)| d(u, v) (2.22)

y como,
x

A

d(x, y) es el área del conjuntoA = g(B), lo que nos dice esta igualdad es que

área(g(B)) =
x

B

|detJg(u, v)| d(u, v) (2.23)

En particular, si la aplicacióng es una aplicación lineal deR2 enR2, entonces el determinante
jacobiano deg es el determinante deg (como aplicación lineal), esto es, detJg(u, v) = det (g).
Si, además, tomamos como conjuntoB el intervalo [0,1] × [0,1], obtenemos que

área
(

g([0,1] × [0,1])
)

=

x

[0,1]×[0,1]

|detJg(u, v)| d(u, v) =
1w

0

















1w

0

|det (g)| du

















dv = |det (g)| (2.24)
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Es decir, el valor absoluto del determinante de una aplicación lineal es el área de la imagen
por dicha aplicación del intervalo unidad [0,1] × [0,1]. ¡Que esto efectivamente se cumple
puedes comprobarlo de forma elemental! Observa que en el caso, todavía más especial, de que
g sea una aplicación lineal del tipog(x, y) = (ax,by) dondea y b son números reales, entonces
|det (g)| = |ab| y, evidentemente, área

(

g([0,1] × [0,1])
)

= |ab|. En este caso se ve claramente
que|det (g)| representa el producto de las dilataciones que realizag en cada uno de los ejes.
Esta interpretación también es correcta para cualquier aplicación lineal.

Podemos interpretar ahora la igualdad (2.23) anterior. En ella lo que se hace es aproximar
localmente la aplicación diferenciableg por su aplicación derivada la cual, como sabes, es una
aplicación lineal deR2 enR2 cuyo determinante es precisamente el determinante jacobiano
deg, detJg(u, v). De forma sugerente,la igualdad(2.23)expresa que la dilatación global que
produce en el conjunto B la aplicación diferenciableg se obtiene integrando las dilataciones
locales, y éstas se calculan sustituyendog por su aplicación derivada, lo que, por lo que
acabamos de decir, explica la intervención de|detJg(u, v)| en la fórmula (2.21).

La demostración, que es bastante técnica, de la fórmula del cambio de variables (2.21)
consiste en demostrar la igualdad (2.22), pues de ella se deduce con facilidad el caso general.
Confío en que con lo antes dicho hayas llegado a entrever las razones profundas de por qué se
verifica dicha igualdad.

2.2.3. Ejercicios propuestos

71. Calcula la integral de la funciónf : A→ R en los siguientes casos:

a) f (x, y) = 1 siendoA la región limitada pory2 = x3, y = x.

b) f (x, y) = x2 siendoA la región limitada porxy = 16, y = x, y = 0, x = 8.

c) f (x, y) = x siendoA el triángulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).

d) f (x, y) = x siendoA la región limitada por la recta que pasa por (0,2) y (2,0) y la
circunferencia de centro (0,1) y radio 1.

e) f (x, y) = ex/y siendoA la región limitada pory2 = x, x = 0, y = 1.

f) f (x, y) =
x

x2 + y2
siendoA la región limitada pory =

x2

2
, y = x.

g) f (x, y) = xy2 siendoA la región limitada pory2 = 2x, x = 1.

h) f (x, y) = xy siendoA la región limitada por la semicircunferencia superior (x−2)2+
y2 = 1 y el ejeOX.

i) f (x, y) = 4− y2 siendoA la región limitada pory2 = 2x e y2 = 8− 2x.

j) f (x, y) = ex2
siendo el conjuntoA el triángulo formado por las rectas 2y = x, x = 2

y el ejex.

k) f (x, y) =
x− y
x+ y

; dondeA es el cuadrado de vértices (0,2), (1,1), (2,2), (2,3).

72. Calcula los siguientes volúmenes:

a) Volumen del sólido limitado superiormente porz = x + y e inferiormente por el
triángulo de vértices (0,0), (0,1), (1,0)

b) Volumen del sólido limitado superiormente porz= 2x+1 e inferiormente por el con-
junto
{(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − 1)2 6 1}
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c) Volumen del sólido comprendido por el paraboloide de ecuación z = x2 + y2 e
inferiormente por el disco unidad.

d) Volumen del sólido limitado superiormente porz= 4− y2 − x2

4
e inferiormente por

el disco{(x, y) ∈ R2 : x2 + (y − 1)2 6 1}.
e) Volumen del sólido acotado por el planoz= 0 y el paraboloidez= 1− x2 − y2.

f) Volumen del conjunto{(x, y, z) ∈ R3 : 0 6 z6 x2 + y2
6 2x}.

g) Volumen limitado por el paraboloide elíptico
x2

9
+
y2

16
= z y el planoz= 7.

73. Utiliza el cambio a coordenadas polares para calcular las integrales de las siguientes
funciones en los recintos que se indican:

a) f (x, y) =
√

1− x2 − y2, A = B
(

(0,0),1
)

b) f (x, y) =
√

x2 + y2, A = [0,1] × [0,1]

c) f (x, y) = y, A = {(x, y) ∈ B
(

(1/2,0),1/2
)

: y > 0}
d) f (x, y) = x2 + y2, A = B

(

(1,0),1
)

e) f (x, y) = x2 + y2, A = {(x, y) ∈ R2 : 4 6 x2 + y2
6 9}

74. Calcula la integral def : A→ R en cada uno de los siguientes casos:

a) f (x, y) = x, A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2
6 2x}

b) f (x, y) = x
√

1− x2 − y2, A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2
6 1, x, y > 0}

c) f (x, y) = exp(x/y), A = {(x, y) ∈ R2 : 0 6 y3
6 x 6 y2}

d) f (x, y) = exp

(

y − x
y + x

)

, A = {(x, y) ∈ R2 : x, y > 0, x+ y 6 2}

e) f (x, y) = (x2 + y2)−
3
2 , A = {(x, y) ∈ R2 : x 6 y, x+ y > 1, x2 + y2

6 1}
f) f (x, y) = x2 + y2, A = {(x, y) ∈ R2 : (x2 + y2)2

6 4(x2 − y2), x > 0}
g) f (x, y) = x2 + y2, A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2

6 2y, x2 + y2
6 1, x > 0}

h) f (x, y) =
√

xy, A dominio acotado por la curva

(

x2

2
+
y2

3

)4

=
xy
√

6
que está en el

primer cuadrante.

i) f (x, y, z) =
1

(x+ y + z)3
, A = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z6 1, x, y, z > 0}

j) f (x, y, z) = (x+ y + z)2, A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2
6 1, x2 + y2 + z2

6 2z}

k) f (x, y, z) = z, A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 +
y2

4
+

z2

9
6 1, z> 0}

l) f (x, y, z) = z, A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2
6 z2,0 6 z6 1}

m) f (x, y, z) = x2, A = {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0, x2+ y2+ (z− 1)2 6 1, 4z2
> 3(x2+ y2)}

n) f (x, y, z) = zy
√

x2 + y2 A = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 6 z6 x2 + y2, 0 6 y 6
√

2x− x2}
ñ) f (x, y, z) = z, A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2

6 2, x2 + y2
6 z}

o) f (x, y, z) = z2, A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2
6 R2, x2 + y2 + z2

6 2Rz}
p) f (x, y, z) =

√

x2 + y2 + z2, A = {(x, y, z) ∈ R3 :
√

x2 + y2 6 z6 3}
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q) f (x, y, z) =
√

x2 + z2, A el conjunto acotado por el paraboloidey = x2+z2 y el plano
y = 4.

75. Calcula el volumen del conjuntoA en cada uno de los siguientes casos:

a) A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2
6 z6

√

x2 + y2
}

b) A =















(x, y, z) ∈ R3 :
x2

a2
+
y2

b2
6 1, 0 6 z6

√

x2

a2
+
y2

b2















c) A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : 0 6 z6 x2 + y2, x+ y 6 1, x, y > 0
}

d) A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : 0 6 z6
√

x2 + y2, x2 + y2
6 2y

}

e) A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : 0 6 z6 4− y2, 0 6 x 6 6
}

f) A =
{

(x, y, z) ∈ R3 :
√

x 6 y 6 2
√

x, 0 6 z6 9− x
}

g) A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2
6 z2, x2 + y2 + z2

6 2z
}
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