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Sucesion de Fibonacci y el numero aureo

.. 7
Mauricio Vargas Contreras.

Leonardo de Pisa (1170-1250)

Matematico Italiano nacido en Pisa, mas conocido como Fibonacci®. Fibonacci nacid en
Italia pero fue educado en Africa del norte donde su padre ocupaba un puesto diplomatico. Es alli
donde recibid su primera formacion matematica, a cargo de maestros musulmanes y conocio las

enormes ventajas de los sistemas matematicos usados en esos
paises.

Su principal obra fue el Liber Abaci (o libro acerca del
abaco), una extensa obra que contiene casi todo el conocimiento
algebraico y aritmético de la época. También escribido sobre
problemas practicos de matematicas comerciales y geodesicas,
problemas asociados al algebra y sobre matematicas recreativas.
Su talento como matematico se extendid por la corte, siendo
invitado por el Emperador Federico II a participar en un torneo.
Leonardo resolvidé con éxito todos los problemas que le fueron
propuestos.

En el Liber Abaci, texto en el cual defiende el uso de los
numeros arabigos, nimeros que usamos hoy en dia, y explica

como sumar, restar, multiplicar y dividir en este sistema, asi como la resolucion de otro tipo de
problemas sobre algebra y geometria, uno de los cuales es el siguiente:

"En un corral, se coloca una pareja de conejos, recién nacidos, para ver cuantos
descendientes produce en el curso de un afio, y suponiendo que cada mes a partir
del segundo mes de su vida, cada pareja de conejos da origen a una nueva pareja”

El Problema de los conejos

Para resolver este problema, Fibonacci utilizo las siguientes suposiciones:

e A un conejito recién nacido le toma un mes llegar a su madurez reproductiva
e Enun mes, una pareja (macho y hembra) de conejos maduros producen una pareja de

congjitos.

e Durante el primer aflo ninguno muere.

7 Ingeniero Mecénico ( ¢ ), e-mail: mvargas@utalca.cl

Fibonacci es una contraccion de filius Bonacci = hijo de Bonacci, ya que su padre se llamaba, Guglielmo Bonacci
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Solucion:

Como la primera pareja es recién nacida, y no se reproduce hasta el segundo mes de vida, al
finalizar el primer mes tenemos s6lo una pareja, pero al finalizar el segundo, se produce una
nueva pareja. De éstas, solo la primera pareja tiene descendencia en el mes siguiente, de manera
que en el tercer mes hay tres parejas. De estas tres parejas, s6lo dos parejas tienen descendencia
en el mes siguiente, de manera que, al finalizar el cuarto mes, hay cinco parejas. De las cinco
parejas, soOlo tres se reproducen en el mes siguiente, de manera que, al final del quinto mes hay
ocho parejas, como se puede observar en la siguiente figura.

Pares de
conejos

-

Como se puede observar en la figura, determinar cuantas parejas de conejos habra en cierto
tiempo es facil. Sin embargo la riqueza que encierra este problema, es la secuencia de resultado,
mes tras mes, en donde podemos encontrar una relacidon matematica que provoco la inmortalidad
del problema de los conejos.

Analizando los datos anteriores podemos deducir la cantidad de parejas de conejos que hay
en un determinado tiempo ;como?, de la siguiente forma:

e Al examinar la figura, podemos ver que, en el segundo mes se suma el primer nimero
al segundo, o sea, 1+1=2

e En el siguiente, se suma el segundo ntimero con el tercero, es decir, 1+2=3

e Posteriormente, se suma el tercer nimero con el cuarto, de donde 2+3=5

Y asi sucesivamente. Esto es, a partir del segundo mes, para saber cuantos conejos hay al
finalizar cada mes, debemos sumar al nimero de conejos que hay en los dos meses
inmediatamente anteriores.
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Para ahondar y precisar mas en esta relacion numérica, vamos a sacarla del contexto del
problema de los conejos y presentarla como objeto matematico sujeta a determinada notacion
convencional y caracterizada por sus propiedades. Veamos la lista de nimeros resultantes.

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

En primer lugar, nos damos cuenta que estos nimeros forman una lista infinita (esto es lo
que indican los tres puntos sucesivos: que no podemos escribir un ultimo término). A una lista
como ¢ésta, que ademads es ordenada, esto quiere decir que hay un primer término, un segundo, un
tercero, etc., le damos el nombre de sucesidon, y por razones obvias, a €sta en particular, le
llamamos Sucesion de Fibonacci.

Podemos hacernos algunas preguntas sobre sus términos, por ejemplo ;cual es el 4°
término? Si denotamos por la letra f a la sucesion en general, nos referiremos entonces con esta

letra y un subindice a un término especifico de ella. Asi,

f=1,f,=1, f,=2, f,=3,.., f, =55, f, =89,

f, =n-ésimo término de Fibonacci.

Los subindices juegan entonces un papel importante puesto que indican el término al cual
nos referimos, pero de acuerdo al orden, o sea al lugar que ocupa en la sucesion, mientras que el
numero en si, es el valor numérico que le asociamos a ese término.

Bueno, lo que interesa sefialar ahora es que ya conocemos una forma general de encontrar
un numero de Fibonacci, no importa cual sea: simplemente sumamos sus dos predecesores. En
notacion general tenemos:

f="f  +f_, ,paratodo n>3,

n

Este descubrimiento natural no s6lo ha sorprendido a matematicos, sino también a bidlogos
y arquitectos. Una de las tantas aplicaciones que ha tenido esta sucesion de numeros ha sido por
ejemplo; en la filotaxia (rama que estudia la posicion de las hojas), también en la cantidad de
pétalos de las margaritas, el espiral que presenta cualquier variedad de pifias, coincide con dos
términos de la sucesion de Fibonacci, 8 y 13; 05y 8.

Asi como tantas otras aplicaciones en la naturaleza muchos bidlogos y matematicos,
piensan que Fibonacci sin pretenderlo habria encontrado una clave del crecimiento de la
naturaleza.

Numero aureo
. ’ / ’ 9 s , r
Se denomina nimero 4ureo al numero” ¢= 1,61803..., (llamado seccion durea o razon

aurea).

’ @ (phi) es la inicial del nombre del escultor griego, Fidias, que utilizé tal proporcion en sus obras.

27



Revista del Instituto de Matemética y Fisica Articulos

La razén 4urea surge cuando los griegos estudian la division de un segmento en dos partes
de forma que la longitud total del segmento (a+b), es a la parte mayor (a), como la parte mayor es
a la menor (b), o sea:

(a) (b)

s o ., a+b a
El segmento esta dividido en la razon aurea si: = b
a

. b a . . : a .
De esta igualdad se llega a que: 1+— :E y, si denominamos X al cociente b’ se obtiene una
a

145
2

ecuacion, cuyas soluciones son X = . La solucién negativa se descarta por ser las

longitudes siempre positivas.

1+\/§

A la raiz: =
¢ 2

=1,618034... se denomina numero aureo o numero dorado.

A este nimero se le ha dado un caracter casi magico, haciéndolo aparecer, de forma mas o
menos natural, en las proporciones de la antigua piramide de Keops, en el Partenon, en las
catedrales de Colonia o Notre Dame y dandonos a entender que los arquitectos de distintas
épocas lo habian empleado en sus disefios por ser generador de una armonia casi magica.
También se dijo que es utilizado en el famoso grabado de Leonardo da Vinci sobre las
proporciones humanas; la altura hasta el ombligo de una persona divide a la altura total segtn la
seccion aurea. A partir de ahi, otras muchas zonas de nuestra anatomia fueron divididas segun la
razon aurea: la cara, los dedos, etc.

Relacion del nimero aureo con la sucesion de Fibonacci
Para relacionar la sucesion de Fibonacci con el numero dureo, vamos a realizar el siguiente
ejercicio:

n

e Determinar los cuocientes de los términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci,

n-1
comenzando enn=2.
e Observar los resultados obtenidos en las divisiones anteriores.
e Estimar el comportamiento de las sucesivas divisiones cuando n tiende a +oo

f,/f =1

f,/f,=2/1=2

f,/f,=3/2=1,5

f,/ f, =5/3 =1,66666666666666...
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f/f,=8/5=1,6

f./f =13/8=1,625
fo/f,=21/13=1,61538461...
f,/ f, =34/21=1,61904776...
f,/ f, =55/34=1,61764705...

De acuerdo al analisis anterior, se obtiene lim fy ~1,61803398...~ ¢
n-1

Ahora, para ver desde otro punto de vista la relacion entre la sucesion de Fibonacci con el
numero aureo, analizaremos que sucede con la formula recursiva que satisfacen los ntimeros de
Fibonacci cuando interviene el lim en dicha formula.

n—oo
Como la formula recursiva de la sucesion de Fibonacci es:

f,.="f_,+f_, paratodon=3

n

Dividiendo la igualdad anterior por f se obtiene
fn — fn—]+ fn—2 :1+ n-2 :1+ fl
fn—l fn—l n-1 n-1
fn—2
f 1
y por lotanto — =1+ :
n-1 n-1
fn—2
Usando que lim . - existe y que suvalores p ,se tiene
—>x0 n-1
.t . 1
p =lim =lim| 1+ : =1+—,
n—o - n—o -1 Yo
fn—2

de donde p>— p—1=0. Resolviendo y considerando que p >0 se obtiene p = I+v3 , igual al

numero aureo.
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