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Dos Niimeros que resultan de Limites de Sucesiones

Genaro Castillo G.

Instituto de Matematica y Fisica Universidad de Talca

La idea de estas notas es aportar algin material que eventualmente podria implementarse a través
de cursos electivos en la Ensefianza Media, como una manera de adelantarse a lo que mucho de
nuestros estudiantes tendran que enfrentarse en la universidad.

Por este motivo, comenzamos con una introduccion a las ideas que van emergiendo hasta justificar
la existencia de estos niimeros, uno muy famoso y el otro no tanto, el niimero e y la constante v de
Euler-Mascheroni.

Sucesiones

Conceptos basicos

Si A y B son dos conjuntos no vacios, admitamos como funcién f de A en B una cierta corres-
pondencia que asocia a cada elemento x en A un valor Unico y en B. Este valor tnico y € B se
acostumbra denotarlo por f(z) y es la imagen de x por f. La idea de funcién se esquematiza por

f: A — B A L. B
r = f(x) x —  f(x).

El conjunto A se llama dominio de f y el conjunto B codominio de f. El conjunto de todas las
imdgenes es el recorrido de f y se representa por Rec(f) = {f(z) € B / ©x € A}. Siempre se
cumple que Rec (f) C B.

Llamaremos sucesion infinita a una funcién f con dominio los ndmeros naturales. Por conveniencia,
nos referimos a las sucesiones infinitas simplemente como sucesiones. En estas notas, el codominio
de una sucesion sera un conjunto de nimeros reales y hablaremos de sucesiones reales.

Si f es una sucesién, entonces a cada nimero natural n corresponde un nimero real f(n). A estos
numeros en el recorrido de f se les representa por f(1), f(2), f(3),---, f(n),---, donde los puntos
al final indican que la sucesién no termina (cada nimero f(i) tiene uno que le sigue, f(i + 1)). Al
numero f(1) se le llama primer término de la sucesién, a f(2) el segundo término, y en general,
f(n) es el n-ésimo término de la sucesién. Es comin usar notacién de subindices en vez de notacién



Revista del Instituto de Matemadtica y Fisica Articulos

funcional y escribir estos niimeros como a1, asg,as, - -, an, - - . Se entiende que el simbolo a; denota
el numero real f(i), para cada ¢ nimero natural. A pesar de que las sucesiones son funciones, un
conjunto ordenado del tipo anterior también sera llamado sucesién.

Por razones de brevedad se utiliza la notacién (ay, )nen para indicar la sucesién cuyo n-ésimo término
es ap y cuando se estd mas familiarizado con el concepto se escribe simplemente (a, ).

Existen diferentes maneras de comunicar una sucesién, lo importante es que el interlocutor sea
capaz de entender y obtener al menos teéricamente sin ambigiiedad los primeros y, ojala, hasta su
n-ésimo término.

Usualmente, una sucesién puede definirse dando alguna regla o féormula que defina al n-ésimo
término (definicién por comprension).

Ejemplo 1 La formula a, = ”Tng define la sucesion cuyos cuatro primeros términos son: 2, %, %, 1%.
El recorrido es el conjunto infinito: Rec (a) =1{2,%, 5, 16, "}

La férmula b, = (—1)""! define una sucesién cuyos primeros cuatro términos son: 1,—1,1,—1. El
recorrido es el conjunto finito: Rec (b) = {1,—1} .

Algunas veces se requieren dos o mds formulas para definir una sucesion, por ejemplo, las rela-

ciones agn—1 = 0,a2, = n? juntas definen una sucesion cuyos primeros nueve términos son:

0,1,0,4,0,9,0,16,0.

Otra manera comun de definir una sucesion es mediante un conjunto de instrucciones que indican
como se obtiene un término a partir del o los anteriores (definicién por recurrencia).

Ejemplo 2 Los términos de ordenes dos, tres y cuatro de la sucesion definida por
a; =1, aps1 =1+ ay son:
az = Vit+a
a3 = V1+az

ag = V1+as

Ak

14+v2,

1+\/1+V2.

ap + Gn+1

Ejemplo 3 Sea la sucesion definida por a1 =0, as =1 y apio = . Reemplazando n

por 1,2 y 3 en forma sucesiva se obtienen los términos as,aq y as de la sucesion, respectivamente,
0+1 1 1+ 3 3+3 5

3
B="T9 Ty 0 MTTHT T 0 BT Ty
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Ejemplo 4 Supongamos que una poblacion de peces aumenta de manera que el crecimiento en
cualquier ano es el doble del crecimiento en el ano anterior. Vamos a determinar una formula
recursiva para la poblacion en el aro n-ésimo.

Sea py, la poblacion de peces después de n anos. El crecimiento entre el ano n-ésimo y el (n + 1)
serd pn41 — Pn- De acuerdo con el enunciado del problema ppi1 — ppn = 2 (P, — Pn—1), 0 bien,

Pn+1 = 3Pn — 2Pn—1.

Para aplicar la formula debemos conocer las poblaciones iniciales pg y p1.

Sucesiones acotadas y sucesiones convergentes

Definicién 1 Una sucesién (a,) se dird acotada si y sélo si su recorrido es un conjunto acotado en
R. En simbolos ésto suele expresarse asi:

(an) es acotada <= IM € RT tal que |a,|< M , VYVne N ;

es decir, todos los términos quedan “atrapados” en un intervalo de longitud finita de R.

Ejemplo 5 La sucesion (a,) definida por a, = % es acotada puesto que el conjunto recorrido de

a, Rec (a) = {1, %, %, . %, . -}, es acotado por estar contenido en el intervalo [0,1].
La sucesion (by) = (—1)"*! es acotada ya que el conjunto recorrido de b es Rec (b) = {—1,1} que
es, evidentemente, un conjunto acotado en IR.

La sucesion (cy,) definida por ¢, = 2n 4+ 1 no es acotada ya que Rec(c) = {3,5,7,9,---} es un
conjunto que mo estd contenido en ningun intervalo de longitud finita, por lo tanto no es acotado
en R.

Es interesante observar el comportamiento de ciertas sucesiones cuando el orden de sus términos
se hace crecer correlativamente. Por ejemplo, veamos que sucede con la sucesién (a,) definida por
an = /3y calculemos algunos términos con una calculadora simple:

ay = 3 , a3 = 1,732061 , a3 = 1,442249 |
ao = 1,116123 , a;; = 1,1105031 , a2 = 1,095873,
ai100 = 1,011046 ,  a1o01 = 1,010936 , ai1o2 = 1,0910828 y
ailooo — 1,0011099 ,  a1001 = 1,001098 , a1002 — 1,001077 .

Se tiene la impresién que a, tiende a 1 cuando n crece correlativamente. Si en una sucesién (a,)
sus términos se aproximan a un determinado valor L cuando sus érdenes crecen correlativamente,
entonces se dird que la sucesion es convergente y tiene a L como limite cuando n tiende a +4oc0.
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Definicién 2 Sean (a,) una sucesién y L un nimero real. Diremos que (a,,) converge a L si, para
cada € > 0, existe un nimero natural N de modo que si n > N entonces |a, — L| < e.

Si (ay,) converge a L, se dice que el limite de (a,) es L o que tiene limite L y se anota lim,,— . a, =
L. En simbolos

lim a,=L <= Ve>0 INeN talque n>N=|a,—L|<e¢

n—---+o00

(e sugiere un numero tan pequeno como se desee).

Ademas, diremos que una sucesién (a,) es convergente si converge hacia L, para algin L ntmero
real, y que es divergente si no converge.

N a }?

En el esquema adjunto, Figura 1,1, se ilustra lo que
puede y debe suceder si lim,,_ | a, = L. "

an

. . , . L+€

Posiblemente, los primeros términos N
ai,a9, --,ay podrian estar fuera del inter- p Vi
valo |L —e, L+ €.

L—e
Todos los términos a,, n > N, deben estar en el a1
intervalo | L — e, L + €[ y a medida que n crece as
los a,, se acercan cada vez mas a L.

Figural,1l
. . . , 2 .
Ejemplo 6 Consideremos la sucesion (ay,) definida por a, = 22’1;21. Probaremos, por medio de la

definicion, que im,_, o a, = 2. La técnica consiste en analizar para qué valores de n se verifica
que |a, — 2| < € para € > 0.

De las igualdades |a, — 2| =

2 +1 ‘ 3 ded
- — = —F Se aeauce
24+ n2 24 n2’

3 3
lap, —2| <e <& <e & 24n2>°5 & nf>Z-2
€ €

2 + n?

lo que se consigue cuando n > \/g En particular, si escogemos N = [\/g] la propiedad vale para
n>N.

Observacion: En cuanto a notaciones:
(a) Si x € R, el simbolo [x] representa al nimero entero menor o igual que z.

(b) En lo que sigue, se anotard simplemente por lima,, la expresién lim a,,.
n—---+0o
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Proposicién 1 Toda sucesion convergente tiene un unico limite.

14+ L sin esimpar
Ejemplo 7 La sucesion (a,) = (—1)"*1 +1 = n o D
—1+4; sin es par

no es convergente. jCuidarse de pensar que sus limites pudieren ser 1 y -1!

Observaciones:

(a) Si en una sucesién convergente se cambia un nimero finito de sus términos, la (nueva) sucesién
asi construida es también convergente y tiene el mismo limite que la original.

(b) Si en una sucesién divergente se cambia un nimero finito de sus términos, la (nueva) sucesién
asi construida es también divergente.

Proposicion 2 Toda sucesion convergente es acotada.

1 sin es impar
0 stn es par
muestra que una sucesion puede ser acotada y no ser convergente.

Ejemplo 8 La sucesion (¢,,) definida por ¢, = { es un ejemplo elemental que

Sucesiones que tienden a infinito

Entre las sucesiones divergentes destacaremos aquellas cuyos términos, en orden correlativo, se van
haciendo cada vez mds y més grandes en valor absoluto, acordaremos decir (abusando del lenguaje)
que éstas tienen limite infinito. Distinguiremos los tres casos que pasamos a definir:

1) lima, =400 <= VG >0, INecN talque n >N = a, >G.
2) limb,=—-00 <= VG >0, INe€ N talque n >N = b, < —G.
3) lime, =00 <<= VG>0, INe€ N talque n > N = |c,| > G.

En los tres casos G representa un niimero real (tan grande como se desee).

Ejemplo 9 Las sucesiones definidas por a, =n?—1, b, = 3n —n? y ¢, = (—n)? ilustran las tres
situaciones anteriores. Aqui lim a,, = +oo, limb, = —oco y lim ¢, = co. Sucesiones como éstas son
claramente divergentes.

Observamos que si el limite de a, es +00 o si es —oo, entonces lima, = oco. Sin embargo, si
lim a,, = oo no implica necesariamente que el limite de a, sea +00 0 —o0.
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Si el limite de la sucesion (a,) es ya sea 0o, +00 0 —c0 y si a, # 0, para todo n € IN, entonces la
sucesion reciproca definida por 7, = ai tiene limite cero.
n

Generacién de sucesiones a partir de otras

Conocidas dos sucesiones, (ay) y (by), se obtienen por medio de diferentes procedimientos (espe-
cialmente algebraicos) nuevas sucesiones, por ejemplo:

(i) La sucesién suma (sy,), definida por: s, = ay, + by.

(ii) La sucesién producto (py,), definida por: p, = ay - by, .

(iii) La sucesién cuociente (c;,), definida por: ¢, = Z—n , bp #0, Vn e IN.
n

(iv) La sucesién reciproca (ry,), definida por: r, = bln ,bp A0, Vn € IN.

(v) La sucesién sumas parciales (S,,), definida por: S, = a3 +---+ a, .

(vi) La sucesién promedios (P,), definida por: P, = w :

(vii) La sucesién cesaro 2 (C),), definida por: C,, = W .

(viii) La sucesién productoria (m,), definida por: m, =ay - -+ - a, .

(ix) La sucesién medio geométrico (Gy,), definida por: Gy, = a1 ---ay, , a, >0, Vn € IN.
n

(x) La sucesién convolucién (oy,), definida por: o, = Z aibpi1—; -
i=1

(xi) La sucesién potencia p-ésima (73,), definida por: T, =ab , a, >0 .

(xii) La sucesién potencia de ¢ («y,), definida por: a, :=c* , ¢> 0.

(xiii) La sucesién potencia-potencia (3, ), definida por: S, := bs" | b, > 0.

Observacion: En general, si f : I C R — R es una funcién y (a,) es una sucesién tal que a,, € I,
para todo nimero natural n, entonces se puede definir una sucesion (t,) , t, := f(an).

Ejemplo 10 Si la sucesién (ay) es tal que a, = ¥Yn y f: R™ — R es la funcién definida por
f(x) =1Inzx, entonces se obtiene la sucesion (t,),

Inn
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A partir de la funcion g definida en R\|—1,0[ por g(z) = (1 + %)z y la sucesion (by,) definida por
bn, = n, se puede construir una nueva sucesion cuyo n-ésimo término es

=gl =g = (1+1)".

Respecto de una sucesién, la primera pregunta que deberiamos formularnos es si converge o no
converge.

La no convergencia de una sucesion puede ser atribuida a que sus términos a,, tiendan a 0o cuando
n — 400, o bién, tenga un comportamiento oscilatorio o de otra indole como sucede, por ejemplo,
con la sucesién a,, = n cos %

Si una sucesién converge, la pregunta natural que aflora es ja qué nimero real converge?. Algu-
nas veces se puede obtener exactamente ese nimero, otras veces nos debemos conformar con una
aproximacion. Hay sucesiones que convergen a nimeros racionales y otras que convergen a niimeros
irracionales. No siempre es ésta una tarea sencilla especialmente cuando el limite es un ntmero
irracional.

Conociendo el comportamiento, en cuanto a convergencia o no, de la sucesién o las sucesiones
involucradas cabe preguntarse ;qué sucede con la convergencia o divergencia de las sucesiones
creadas por los procedimientos antes mencionados?. Una respuesta parcial sobre algunas de ellas
se presenta en el siguiente resultado.

Teorema 1 Silima, =L y limb, = M, se cumplen las siguientes propiedades:

(1) La sucesion suma (sp) converge y lims,, = lima,, + limb, = L+ M.

(ii) La sucesion producto (py) converge y limp, = lima,, - limb, = L - M.

1 1
(iii) La sucesidn reciproca (ry) converge y limr, = Tmb =~ M stempre que M #0 y b, #0
fm
para todon € IN. "
. .. . , lim a,, L
(iv) La sucesion cuociente (c,) converge y lim ¢, = Tmh. — 3 Stempre que M#0 y b, #0
im b,

para todon € IN.

(v) Sea f una funcion continua en I y a, € I, para todo nimero natural n. Si L estd en I,
entonces la sucesion (f(ayn)) converge y lim f(a,) = f(limay,) = f(L).

(vi) La sucesion potencia p-ésima (T,,) converge y limT,, = LP | siempre que L > 0.

Ejemplo 11 La funcién f definida por f(x) =Inz es continua en R, luego

, 2n? +1 . 2?42
hm <ln n2—|_4) = ln (hm 712-}-4) = ln 2.

7
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La funcion g definida por g(x) = /z es continua en R, por lo tanto
n+1 1/3 n+1 1/3
lim = | lim =—-1
5—mn 5—n

Observacion: En la parte (v) del Teorema 1 se establecié que si f es continua y una sucesion (ay,)
tiene su recorrido y limite en el dominio de f, entonces lim f(a,) = f(lima,). Si f no es continua
puede suceder que este limite no se transmita a través de f tal como se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 12 Sean (ay) la sucesion definida por a, = (—1)""'1 y la funcién signo
1lsiz>0
sgn(z) = 0siz=0
-1 stx <.

La funcidn signo no es continua en x =0, la sucesion (ay) tiene recorrido y limite en su dominio,
lima, = 0 . Este limite no se trasmite a través de la funcion signo, puesto que, la sucesion t, =
sgn (an) = (1)1 es divergente.

Se sugiere conjeturar o dar contraejemplos sobre las otras alternativas que se presentan en la
generacién de nuevas sucesiones a partir de sucesiones conocidas.
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Dos resultados importantes sobre sucesiones

Proposicién 3 Silima, =0 y (b,) es una sucesion acotada, entonces lim a,b, = 0.

Ejemplo 13 Para determinar el limite de la sucesion (c,) definida por ¢, = (cosn?)/n, escribi-
mos la sucesion (c,) como el producto de dos sucesiones (ay) y (by) con a, = 1/n y b, = cosn?.
La primera sucesion tiene limite cero y la sequnda es acotada, de la Proposicion 3 se obtiene que

lim(cosn?)/n = 0.

Ejemplo 14 Queremos probar que ¢, = %(2(2;)1) tiene limite cero cuando n — +00; para tal
efecto, descomponemos ¢, = an - b, donde a, = % b, = nll/g.

Es claro que limb, = 0. Ahora,

any1 1:3:5---(2n—1)2n+1) 2-4-6---(2n—2) 20?3
an  2-4-6---(2n)2(n+ 1)2/3 1-3-5---(2n—1)
9 1 2/3
_ n <1 , VneN.
2n n+1

De aqui concluimos que el término mayor es ay = %, o0 sea, an < % para todo n € IN y la sucesion
(an) es acotada. Por la Proposicion 3 resulta que lim ¢, = 0.

Teorema 2 Teorema del Sandwich

Sean las sucesiones (ay), (bn) y (cn) tales que lima,, = limb,, = L. Si a partir de cierto N se tiene
que ap < ¢p < by, para todo n > N1, entonces limc, = L.

Ejemplo 15 Usando el Teorema del Sandwich, vamos a determinar lm /5™ 4 7™.

n—---+o00o

Es evidente que V77 < /57 + 10 < V7" + 77, 0 equivalentemente,
7T AB T LTV, (1)
Pasando al limite, en (1), cuando n — 400 obtenemos que
lim 7 < lim /57 + 7 < lim(7/2).

Puesto que lim7 = 7 ylim /2 = 1 necesariamente, gracias al Teorema del Sandwich, lim /57 + 77 =
7.



Revista del Instituto de Matemadtica y Fisica Articulos

Algunas sucesiones especiales y sus limites

1 1
(a) La sucesién p-arménica: Sea p > 0, se define a,, = — La sucesion resultante — ) s,
n n

claramente, convergente a cero.

(b) La sucesién potencia n-ésima: Sea x un ntimero real. Se define a,, = 2™ y se obtiene

si —oco<zr<—1
r=-1

si —l<z<1
si x=1

400 si x> 1.

lima, =limz" =

)—uowg
<4

(c) La sucesién raiz n-ésima: Se define por a, = Vk donde k es una constante positiva,
entonces lim V& = 1.

(d) La sucesién raiz n-ésima de n: Se define a,, = {/n , entonces lima, = lim {n = 1.

Sucesiones monétonas: crecientes y decrecientes

Definicién 3 Sea (a,) una sucesién.

(a) La sucesion (ay) es estrictamente creciente si an+1 > an, para todo n € IN. Se puede repre-
sentar por (a,) T .

(b) La sucesion (ay,) es creciente si an4+1 = an, para todon € IN. Se acostumbra denotarla (a,)

(¢) La sucesién (ay,) es estrictamente decreciente si ap+1 < an, para todo n € IN. La simbologia
usada es (ay) | .

(d) La sucesién (ay) es decreciente si ap41 < an, para todo n € IN. La terminologia usada es

(an) \ -

Ejemplo 16 La sucesion (a,) definida por a, = f% es estrictamente creciente.

La sucesion (by,) definida por (1,1,2,2,3,3,--+) es creciente.
¢n) definida por ¢, = % es estrictamente decreciente.

La sucesion

, %7 %7 --+) es decreciente.

D=

)

N[ =

(
(
La sucesion (dy) definida por (1,1,
(hn)

,+++) no es creciente ni decreciente.

U=

1 1
)30 40

N[ =

La sucesidon (hy,) definida por (1, —

10
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Observacion. A veces hay que demostrar que una sucesién es estrictamente creciente (o estricta-
mente decreciente), entonces se aconseja seguir los siguientes pasos:

(a.1) Verificar que a,+1 — a, > 0, para todo nimero natural n (o, a,+1 —a, < 0 para todo nimero
natural n).

Ant1 Ant1
n+>1(o nt

(a.2) Verificar si a,, > 0 para todo nimero natural n, luego ver si: < 1, para

Qn Qn
todo nimero natural n) .

(a.3) Escribir f(n) = a, y verificar que f’'(n) > 0 para todo nimero natural n > 1 (o bien
f'(n) < 0 para todo niimero natural n > 1) .

Averiguando (a.1), (a.2) o (a.3), se determina el tipo de monotonia de la sucesion.

n24+4n+3

Ejemplo 17 Para determinar la monotonia de la sucesion (ay,) definida por a, = w2 4on

mos (a.3) de la observacion anterior.

usare-

2 . .
Sea f(r) = %, derivando en x = n se obtiene

;o (2n+4)(n? +2n) — (2n + 2)(n? + 4n + 3)
f (n) - (TL2 +2n)2 .

Después de desarrollar y reducir términos semejantes,

=20 —6n—6

!/ .
f'(n)= (W2t 2n)? <0 sin>1

Como la derivada es negativa, entonces la sucesion (an) | .

El Axioma de Completitud. El conjunto de nimeros reales R (justo donde hemos puesto las
imagenes de las sucesiones) verifica un axioma llamado Azioma de Completitud, que establece lo
siguiente: “Todo conjunto de niumeros reales acotado tiene supremo”.

En términos mas explicitos ésto quiere decir que si B C IR es un conjunto acotado, entonces existe
s € R que satisface los dos siguientes requisitos:

1) s>b,Vbe B; e b s

2)Ve>0,dbe B talque s —e<b<s.

El ntmero s, llamado supremo de B, se anota s = sup B. Este niimero puede estar en B o0 no estar
en él.

11
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Lo anteriormente expresado para el supremo también se puede afirmar para el infimo: “Todo con-
junto de numeros reales acotado tiene infimo”.

En términos de desigualdades ésto quiere decir que si B C R, B acotado, entonces existe s’ € R
que satisface:

1) S,<b,VbEB; s b s'+e

2) Ve>0,3be B talque s <b<s +e.

El nimero s, llamado 7nfimo de B, se anota s’ = inf B.
Observaciones:
(a) Este axioma junto a la monotonia de las sucesiones permite establecer su convergencia sin
necesidad de exhibir su limite.

(c) Toda sucesién creciente y acotada superiormente es acotada y toda sucesién decreciente y
acotada inferiormente es acotada.

(c¢) Es claro que si una sucesién (ay,) es creciente, entonces la sucesién (—ay) es decreciente.

Ejemplo 18 La sucesion (ay) definida por a, = % es creciente. También es una sucesion

acotada, el supremo del recorrido de a es 2 ¢ Rec (a) y su infimo es 1 € Rec (a). Ademds,
tn2n—=1 _ o __

lim %= = 2 = sup Rec (a).

La sucesion (by,) definida por b, = % es decreciente. El supremo del recorrido de b es 1 y el infimo
es 0. Observar que 1 € Rec (b) y 0 ¢ Rec (b). En este caso, lim L =0 = inf Rec (b).

El siguiente teorema es relevante para establecer la existencia de limite de sucesiones mondtonas
como también para su determinacién.

Teorema 3 Toda sucesion creciente y acotada superiormente es convergente y su limite es el su-
premo de su recorrido.

Un resultado equivalente al Teorema 3 es el siguiente corolario:

Corolario 4 Toda sucesion decreciente y acotada inferiormente es convergente y su limite es el
infimo de su recorrido.

El niimero e

12
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Es este un nimero muy importante en el desarrollo de la matematica, aqui le dedicaremos un lugar
preferente especialmente en lo que respecta a su génesis.

La siguiente proposicion justifica la existencia del nimero e.

Proposicién 4 Las sucesiones (a,) y (byn) definidas, respectivamente, por a, = (1 + %)n Yy by =

+1 ) . L
(1 + %)n son ambas convergentes y tienen el mismo limite.

Demostracién: Se afirma que (a,,) es creciente lo cual mostraremos usando la técnica de la derivada
positiva.

Sea f(z) = (1+ %)x . Derivando en © = n

1
1+n

f'(n) = (1 + i)n [ln(l +n)—Inn — 2)

La expresién del paréntesis cuadrado en (2) es positiva si n > 1. Para verificar este aserto, consi-
deremos la funcién definida por g(z) = Inz para z > 1. Por el Teorema del Valor Medio, podemos
afirmar que

1
g(n+1) —g(n) = ¢ (z) = = para cierto = que satisface n <z <n+1,
x

0 sea,
1 1

n+ x n

1
In(n+1) —Inn = — para cierto x que satisface
x

Asi, In(n+1) —Inn > IJ%”, n > 1; es decir,
In(n+1)—1 ! >0
n(n —Inn — —— > 0.
1+n
Por consiguiente f’(n) > 0, para todo n > 1, y la sucesién (a,) es creciente.

1 n+1
Ahora veremos que la sucesiéon (by,) = (1 + > es decreciente, usando la técnica de la derivada
n

negativa para la funcién h definida por h(x) = (1 + %)Hl.
Derivando h y evaluando en x = n, resulta que
h'(n) = (1 + ) [ln(l +n)—Ilnn——|. (3)
n n

La expresion del paréntesis cuadrado en (3) es negativa si n > 1, ya que de la identidad

1 1 1 1 1
In(n+1) —Ilnn=— yladesigualdad —— < — < —, se obtiene In(n+1) —Ilnn < —.
z n+l = n n

13
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Por tanto, h’'(n) <0 para todo n > 1. Luego, la sucesién (b,) es decreciente.

Para ver que (a,) es acotada superiormente (y que (b,) es acotada inferiormente) verificaremos la
desigualdad a, < b,, para todo ntimero natural n. En efecto,

1 ln—i—l

es decir, a, < b, para todon € IN. En particular, a, < by =4 y a; =2 < b, para todo ntimero
natural n.

Asi, la sucesién (a,) es creciente y acotada; la sucesién (by,) es decreciente y acotada. Por lo tanto,
ambas son sucesiones convergentes.
1 n
e:=1lim|(1+—
n

b 1
Debido a que lim — = lim <1 + > =1, entonces limb,, = lim a,; es decir,
n n
1 n+1
lim <1 + > =e
n

A mayor valor de n mejor sera la aproximacion al limite. Por ejemplo,

Se define el nimero e como sigue:

1 10
alg = <1 + ) ~ 2,593 ,

10
100
= 14+ — ~ 2.704
a100 < +100> ;704
1\ 1000
= 14+ —— ~ 2,716 .
a1000 < + 1000> ,716

A pesar de que el orden 1000 es bastante elevado, la aproximacién es magra; hay que buscar
procedimientos méas efectivos.

Ya que (b,) es decreciente y a, < b, para todo nimero natural n, se obtiene la desigualdad

1 n 1 n+1
<1+> <e<<1+> , Vn e N.
n n

1

Corolario 5 Las sucesiones definidas por ¢, = (1 + o

1

n
) y d, = (1 — %)n convergen a los

numeros e y e, respectivamente.

14
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Demostracién: Para la sucesién (cp,),

1 n+1
<1+ : )n: Of%”“) n_oo €
1+ 4

Para la sucesion (dy,),

n+1 n+1 (1+1) e

Sucesiones monétonas contiguas

Definicién 4 Un par de sucesiones (a,), (b,) se dicen mondtonas contiguas si satisfacen las con-
diciones siguientes:

(1) (ap) es creciente y (by,) es decreciente,
(2) an < by para todo nimero natural n,
(3) lim(b, —a,) =0.

La condicién (3) equivale a decir que lim a,, = lim b,,.

ap a2 az ... an ... L . b bz b2 b1

. - R

Ejemplo 19 Las sucesiones (a,) y (by) definidas por a, = (1+ %)n , bp = (1 + %)H—H son
mondtonas contiguas. Para verificar ésto mostraremos que se cumplen las tres condiciones de la
Definicion 4.

En la Proposicion 4 se probé que la sucesion (ay) es creciente y que (by) es decreciente.

Como Z—Z = (1 + %) > 1 para todo n € IN, entonces a, < by, para todon € IN.

Ademds, b, —a, = (1 + %)n SLomzEee ),

n

Ejemplo 20 Las sucesiones (ay) y (bn) definidas por a, = 1+ % + -+ % —In(n+1), b, =
1+ % + -+ % —In(n) son mondtonas contiguas. Ademds, tal como se probd en la monotonia del
numero e, se cumple:

1
an+1—an:m—ln(n+2)—|—ln(n+1)>O

15
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También,

1
bn+1 — bn = m - 1n(n+ ].) - ln(n) <0
Lo anterior significa que (an) T y (by) |.

Es claro que
bp —ap =In(n+1)—Inn >0

por tanto, a, < b, para todo nimero natural n; ademds,

lim(b, — a,) = lim(In(n+ 1) —1In(n))

= lfmln (”H) —0
n

En consecuencia, la sucesién (a,) es convergente (lo mismo que (by,)).

El limite de la sucesiéon a, = 1 + % + e+ % — In(n 4+ 1) es conocido como la constante vy
de Euler-Mascheroni y aparece espontaneamente en soluciones de ecuaciones diferenciales de la
fisica matemaética.

Con una calculadora se pueden obtener los primeros decimales de este ntimero , v = 0,57721 y no
se sabe si se trata de un ntimero racional o irracional, manteniéndose como un duro desafio para la
comunidad matemaética de la actualidad.
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