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Sobre un teorema de la teoría elemental de números 
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Le recomendamos seguir el razonamiento que nos llevará a redescubrir el Teorema, 
leyendo al mismo tiempo el ejemplo numérico que hay después del enunciado del mismo. 
 
Sean INm ∈  un número natural y { }mAm ,,3,2,1 L=  
Para cada mAx ∈ , el máximo común divisor ( ),, mx  satisface ( ) 1, =mx  o ( ) 1, >mx  (se trata de 
una dicotomía). 
 
Para cada ,d divisor de ,m  definimos: 
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Afirmación: φ=∩ 'dd II  si ,'dd ≠  con d  y 'd  divisores de .m  
 
Demostración: Sea d  el divisor más pequeño de m  tal que exista un 'd  con φ≠∩ 'dd II  y  

'.dd ≠  
 Existen, entonces, s  y ,t  enteros positivos, tales que ,'tdsd =  donde 
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 Por la elección de ,d  .' dd >  
 De ,'tdsd =  deducimos que ,/' sdd  entonces ( ) ,1, >= ads  si no ,/' dd lo que 

imposible puesto que .' dd >  
 De la definición de máximo común divisor tenemos: ,'/ da  y como ,/' md  

entonces ./ ma  

 Como d
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 Entonces, como ,'tdsd =  uad =  y :' wad =  ,'11 tdsd =  con Z
a
dd ∈=1  y 
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11 φ≠∩ dd II  
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Y como ,1 dd <  se contradice la minimalidad en la elección del divisor d. Lo que 
prueba la afirmación. 
 

Afirmación: d
md

m IA
/
U=  

Demostración: Claramente md AI ⊂  ./ md∀  

Si ,mAa ∈  entonces ,cda =  donde ( )mad ,=  y ,1, =⎟
⎠
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d
mc  entonces dIa ∈ . 

¿Cuántos elementos hay en conjunto dI ? 

Hay tantos como números naturales s  tales que: 
d
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d
mIcard d ϕ  donde ( )aϕ , para ,INa ∈  indica el número de números 

naturales menores que a y primos con a (función de Euler). 
 
Por ejemplo: 
1. Si ,6=a  ( ) 26 =ϕ  ya que del conjunto { }5,4,3,2,1  solo el 1 y el 5 son primos 

con 6. 
2. Si ,12=a  ( ) 412 =ϕ  ya que del conjunto { }11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1  solo el 1, 5, 

7 y 11 son primos con 12. 
 
Así hemos demostrado el siguiente 
 

Teorema: Sea .INm ∈  Entonces se cumple ,
/

m
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⎛∑ϕ  donde la suma se toma sobre todos 

los divisores d de m. 
 
Ejemplo numérico: 
 
Sea .18=m  
 

{ }17,16,15,14,13,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,118 =A  
 
1, 2, 3, 6, 9 y 18 divisores de .18=m  
 

{ }17,13,11,7,5,11 =I  ( ) 618
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{ }16,14,10,8,4,22 =I  ( ) 69
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{ }12,66 =I  ( ) 23
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{ }1818 =I  ( ) 11
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Observar que: 
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