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En principio, la solución de un problema de máximo 
conduce siempre a una desigualdad, la cual expresa el 
hecho de que la variable que se considera es menor o a lo 
sumo igual al valor máximo que proporciona la solución. 

Courant y Robbins. 
 
 
Introducción 

En la enseñanza de la matemática a nivel medio, los números reales juegan un rol 
preponderante: toda la operatoria numérica y el trabajo algebraico descansa en la estructura 
de campo de .IR Pero además de tener IR esta estructura algebraica, es ordenado, de donde 
surgen las temáticas de desigualdades e inecuaciones. En este trabajo se revisan algunas 
desigualdades relevantes entre medias de números reales, en particular entre la media 
geométrica y la media aritmética, y se destacan algunas de sus aplicaciones en problemas de 
optimización. 
 

Desigualdades en IR  
El orden en los números reales descansa en los siguientes axiomas: Se acepta que IR tiene un 
subconjunto, denotado por +IR , el cual satisface: 
 
A1 Clausura de +IR para la adición y multiplicación: Para todo par de números reales, x  e 

,y  si +∈IRyx,  entonces +∈ IRxy  y +∈+ IRyx . 
A2 Propiedad de tricotomía: Si x es un número real, entonces se cumple una y solo una de las 

siguientes posibilidades: ( )+∈ IRx  o ( )+∈− IRx  o ( ).0=x  
 
Luego de estos axiomas, se define la relación <, por ( ) +∈−⇔< IRabba  
De esta definición1 y los axiomas de orden, de deducen con relativa facilidad las siguientes 
propiedades2 de las desigualdades: 
 
1. ayaxyx ±<±⇒<  

                                                           
♣ e-mail: jcontres@utalca.cl 
♦ e-mail: cdelpino@utalca.cl 
1 De manera análoga se define las relaciones: .,, ≥>≤  
2 Análogas propiedades se cumplen para las otras relaciones de desigualdad. 



 
Revista del Instituto de Matemática y Física                                                               Artículos 
 
 
 

 42

2. ayaxayx <⇒>< 0y  
3. ayaxayx >⇒<< 0y  
4. vyuxvuyx +<+⇒<< y  
5. yvxuvuyx <⇒<≤<≤ 0y0  
 
En los análisis que siguen en este trabajo, observaremos que hay una desigualdad de  
frecuente uso: 
 
Propiedad básica: Para todo número real x se cumple que ,02 ≥x  donde la igualdad se 
cumple si y solo si .0=x  
 
Esta propiedad tiene la siguiente generalización: 
 
Propiedad básica generalizada: Si nxxxx ,,,, 321 K  son n números reales, entonces 

,022
3

2
2

2
1 ≥++++ nxxxx K  donde la igualdad se cumple si y solo si .021 ==== nxxx K  

 
Desigualdades clásicas entre medias de los números reales 

Empezamos con una serie de desigualdades relativas a medias (promedios). Como se sabe 
existen varios tipos de promedios3. En primer lugar, presentamos los promedios entre dos 
números reales positivos x e y: 
 

Media aritmética: 
2

),(2
yxyxMA +

=   
 

Media geométrica: ( ) yxyxMG ⋅=,2  
 

Media armónica: 
yx

yxMH
/1/1

2),(2 +
=  

 

Media cuadrática: 
2

),(
22

2
yxyxMC +

=  

 
Teorema 1: Si x e y dos números reales positivos, entonces se cumplen las siguientes 5 
desigualdades: 
 
 
 

),max(),(),(),(),(),min( 2222 yxyxMCyxMAyxMGyxMHyx ≤≤≤≤≤  
 

 

                                                           
3 En general un promedio de un conjunto de datos, es un número que representa la escala de valores de este conjunto. 
Las propiedades básicas de un promedio son que su valor debe estar comprendido entre el mínimo y el máximo del 
conjunto de datos, y que su valor no se debe alterar al cambiar la escala de medida (homogeneidad). 

(1) (3) (5) 

(2) (4)
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Demostración: Las 5 demostraciones a realizar son esencialmente semejantes, por esta razón 
solamente nos detendremos en la demostración de la relación entre la media geométrica y la 
media aritmética. Esta clásica desigualdad tiene diversas demostraciones, se revisarán algunas 
demostraciones algebraicas y otras geométricas. 
 
Demostraciones algebraicas de (3): 
 

(A). Usando la desigualdad básica ( ) 0
2

≥− yx , se tiene: 
 

( ) 0
2

≥− yx  ⇔ 02 ≥−+ yxyx ⇔ xyyx 2≥+ ⇔ xyyx
≥

+
2

 
 

Además, la igualdad se cumple solamente cuando .yx =                                               
 

(B). Usando la desigualdad básica ( ) ,02 ≥− yx  se tiene: 
 

( ) 02 ≥− yx  
c  

0222 ≥−+ xyyx  
                                                               c  

xyxyyx 4222 ≥++  
c  

( ) xyyx 42 ≥+  
c  

( ) xyyx
≥

+
4

2

 

c  

       xyyx
≥

+
2

                                                             
 

(C). Usando la desigualdad básica ( ) ,02 ≥− ba  con a y b positivos, se tiene que:  
 

( ) 02 ≥− ba ⇔ 0222 ≥−+ abba ⇔ abba 222 ≥+ ⇔ abba
≥

+
2

22

 
 

Ahora, reemplazando xa =  y ,yb =  en la última desigualdad, se tiene: 
 

 xyyx
≥

+
2

                                                                  
 

(D). Partiendo de la identidad ( ) 22 )(4 yxxyyx −=−+ , al ser ( ) 02 ≥− yx  se tiene que 
( ) 042 ≥−+ xyyx . Ordenando convenientemente esta última desigualdad se verifica que 

.
2

xyyx
≥

+                                                                                                                      



 
Revista del Instituto de Matemática y Física                                                               Artículos 
 
 
 

 44

Demostraciones geométricas de (3): 
 
 

(A). Para efecto de la siguiente construcción, se asume que .yx >  Construyendo un 

triángulo rectángulo con un cateto igual 
2

yx −  e hipotenusa igual a 
2

yx +  

 

                                                        
 
 

Usando el teorema de Pitágoras, se obtiene que el otro cateto de este triángulo 
rectángulo, a, es igual a .xy  Recordando que un triángulo rectángulo la hipotenusa en 

mayor que cada uno de sus catetos, se obtiene que .
2

xyyx
>

+                                     

 
(B). En un cuadrado de lado yx +  se incorporan 4 rectángulos de lados x e y: 
 
 

 
 
 
Por inspección de la figura precedente es claro que ( ) ,4 2yxxy +≤  relación de la cual se 
deriva la desigualdad deseada, donde la igualdad se cumple cuando .yx =                     
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(C).   En la siguiente semicircunferencia  
 

 
 

Se tiene que AB=x, BD=y, AE=EF= .
2

yx +  Es claro que la longitud del segmento BG es 

.xy  Por lo tanto, se verificado que ,
2

yxxy +
≤  con igualdad cuando .yx =              

                                                                                 
 

(D). En la siguiente figura 

 
 

Se obtiene que PQ= .2 xy  Luego, .2 yxxy +≤  De donde ,
2

yxxy +
≤  con igualdad 

cuando .yx =                                                                                                                     
 
 

Extensiones de las desigualdades entre medias 
Como es de suponer, las 4 medias definidas al comienzo y las 5 desigualdades establecidas en 
el Teorema 1, admiten generalizaciones, es decir, se pueden extender a n números reales. En 
efecto: 
 
Dado un conjunto arbitrario de n números reales positivos, { }nxxxxA ,,,, 321 L= , se definen 
sus siguientes promedios: 
 

Media aritmética: ( )
n

xxxxAMA n
n

++++
=

K321  
 

Media geométrica: ( ) n
nn xxxxAMG ⋅⋅⋅⋅= K321  
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Media armónica: 
n

n xxxx
nAMH

/1/1/1/1
)(

321 ++++
=

K
 

 

Media cuadrática: 
n

xxxxAMC n
n

22
3

2
2

2
1)( K+++

=  

 
y el teorema 1, se generaliza al 
 
Teorema 2: Dado un conjunto arbitrario de n números reales positivos, 

{ }nxxxxA ,,,, 321 L= , se tiene que 
 
 

)max()()()()()min( AAMCAMAAMGAMHA nnnn ≤≤≤≤≤  
 
 

donde la igualdad se cumple, siempre y cuando, .321 nxxxx ==== L  
 
Al igual que el teorema 1, nos detendremos solamente en la desigualdad (8), desigualdad 
conocida como teorema de Cauchy4, quien la demostró a comienzos del siglo XIX. Para esta 
desigualdad, se han encontrado tantas demostraciones diferentes, que ha llegado a competir, 
en este aspecto, con el Teorema de Pitágoras. A continuación se exponen las dos ideas claves 
que Cauchy usó en su demostración de (8). Para simplificar, en lo que sigue usaremos que 

).()(: AMAAMGP nnn ≤  
 
Idea clave 1: Cauchy observó que se podía verificar 4P  a partir de .2P  En efecto: 
 

4321 xxxx  =  ( )( )4321 xxxx   
  

≤  
2

43
2

21

22
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xxxx  

 
por P2 

  
= 

2

4321

22 ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xxxx  

 

  
 
≤  

22
4321

2
22

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + xxxx

 

 
 
por P2 

  
= 

22
4321

4 ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +++ xxxx  

 

                                                           
4 Agustín Cauchy (1789 - 1857), matemático francés nació en París durante la Revolución francesa. 

(6) (8)

(7) (9)

(10) 
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= 

4
4321

4
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++ xxxx  

 

 
y la igualdad se cumple siempre y cuando .4321 xxxx ===  Ahora, usando P4, se puede 
verificar análogamente P8. Luego con este procedimiento, se puede probar Pn para  todo 
natural de la forma .2kn =   
 
Idea clave 2: A continuación, la pregunta natural que surge es: ¿y cómo se puede proceder 
para verificar Pn cuando n no es una potencia de 2?. Veamos la manera como procedió 
Cauchy. Se ejemplifica el procedimiento con .29=n  La potencia de 2 que sigue a 29 es 32 
(=25) y suponemos que se ha verificado Pn para n=32, repitiendo las estrategia recién 
comentada para pasar de P4 a P8, de P8 a P16 y de P16 a P32. Lo que se necesita verificar ahora 
es: 

29
29321

29321 29
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

≤
xxxxxxxx L

L  

 

Sea .
29

29321 xxxxX ++++
=

L  Usando P32 se tiene que 

32
29321

29321 32
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++++++

≤
XXXaaaaXXXxxxx L

L  

Como Xxxxx 2929321 =++++ L  

32
3232

29321 32
32

32
29 XXXXXXXXXxxxx =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

≤L  

es decir, 
32

29321 XXXXxxxx ≤L  
de donde, 

29
29321 Xxxxx ≤L  

o sea, 
29

29321
29321 29

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

≤
xxxxxxxx L

L  

que es justamente lo que se quería verificar. 
 
Usando las ideas claves recién comentadas, se puede estructurar una demostración formal de 
(8), usando inducción matemática. 
 

Este trabajo termina, tal como se había anunciado, con algunas aplicaciones de la 
desigualdad entre la media geométrica y media aritmética, en la comprobación de algunas 
desigualdades particulares y en la resolución de ciertos problemas de optimización. 
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Aplicación 1: Verificar que la suma de un número positivo con su recíproco siempre es mayor o 
igual 2. 

 
Desarrollo: Sea .0>x  Entonces, usando P2, se obtiene: 

2

11
1

2

11
1

2

1111

22

xxx
x

x
+

≤⇒
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
≤⇒

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
≤⋅= , de donde se tiene que 211 ≥+

x
, que es 

justamente lo que se pedía verificar. 
 

Nota: Lo que se usa en la comprobación precedente es que ,11
=⋅

x
x  luego la aplicación 1 se 

puede generalizar a las siguientes propiedades: 
 
Propiedad: Dados dos números reales positivos yx e tales que ,1=xy  se tiene que .2≥+ yx  
 
Propiedad: Dados n números reales positivos .,,,, 321 nxxxx L   

Si ,1321 =nxxxx L  entonces .321 nxxxx n ≥++++ L  
 

Aplicación 2: De todos los rectángulos de perímetro 20, determinar cuál de ellos tiene área 
máxima. 

 
Desarrollo: Consideremos el siguiente rectángulo 
  
 
 
 
De acuerdo a la información x+y=10 y se debe maximizar A=xy. 
Usando P2, se tiene 

25
22

2

≤⇔⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤⇔
+

≤ xyyxxyyxxy  

Luego, todos los rectángulos de perímetro 20 tienen un área a lo sumo igual a 25, y la 
igualdad se alcanza cuando .5== yx  Por lo tanto, el área máxima se obtiene en un cuadrado 
de lado 5. 
 

Nota: Como es de suponer, también se puede plantear el problema dual a la aplicación 2: “De 
todos los rectángulos de área fija, determinar cuál de ellos tiene perímetro mínimo”. Se sugiere 
resolver este problema para concluir que, al igual que la aplicación precedente, “de los 
rectángulos que tienen área fija el cuadrado es el que tiene perímetro mínimo”. 

 
Aplicación 3: Verificar que entre todos los triángulos que tienen un perímetro dado, el triángulo 
equilátero es el que tiene mayor área. 

 

x

y 
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Desarrollo: Sea p el perímetro fijo y supongamos que tenemos un triángulo T de área A y 
lados a, b y c. Por la fórmula de Herón  

))()((2 csbsassA −−−=  

donde s es el semiperímetro de T, es decir, 
2

cbas ++
= .  

Es claro que, maximizar A es equivalente a maximizar .2A  Además, maximizar 2A es 
equivalente a maximizar ),)()(( csbsas −−−  pues s es constante y positivo. Ahora bien, 
usando P3, se tiene que: 

( ) 33

33
)()())()(( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+−

≤−−−
scsbsascsbsas  

y la igualdad se obtiene cuando ,0=−=−=− csbsas  es decir, cuando .cba ==  Por lo 
tanto el área es máxima cuando el triángulo T es equilátero. 
 

Aplicación 4: Verificar que entre todas las cajas rectangulares (paralelepípedos) que tienen un 
área superficial fija, el cubo es el que tiene mayor volumen. 
 

Desarrollo: Consideremos la siguiente caja rectangular 
 
 
 
 
 
 
 
 

Luego V=xyz  y su área superficial viene dada por yzxzxyA 222 ++=  (con A constante). 
Usando la desigualdad P3 (desigualdad entre la media aritmética y media geométrica para tres 
números positivos) para los números ,xy  xz  e ;yz  se tiene: 

( )( )( )[ ] ( ) 3/23/23/1

3
Vxyzyzxzxyyzxzxy

==≥
++  

Y la igualdad se alcanza cuando ,yzxzxy ==  es decir, cuando .zyx ==  Además como 

,
2
Ayzxzxy =++  se tiene que .

6
3/2VA

≥  Equivalentemente, .
6

2/3

VA
≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

Por lo tanto, el volumen de una caja rectangular con área superficial constante e igual a A es 

siempre menor o igual  ,
6

2/3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ A  y este valor es alcanzado siempre y cuando 

.
6

2/1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===

Azyx  

Entonces, el volumen es máximo cuando la caja es un cubo. 
 

Antes de finalizar se dejan propuestas algunas aplicaciones adicionales, entre ellas, 
recuperar, con las técnicas comentadas en este trabajo, el conocido máximo de una parábola: 

x
y

z
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Aplicación propuesta 1 (Máximo de una parábola): Si a > 0, el máximo de la parábola 

)( xaxy −=  se obtiene en 
2
ax =  y toma el valor .

4

2a   

 
Aplicación propuesta 2: Un granjero tiene 200 metros de alambrado para cercar una región 
rectangular a lo largo de la costa de un río (costa que podemos suponer recta), poniendo el 
alambrado sobre los tres lados del rectángulo que no están sobre la costa. ¿Cuáles serán las 
dimensiones del rectángulo de área máxima que puede cercar?  
 
Aplicación propuesta 3: Verificar que si x  e y son reales positivos y mn,  son enteros 

positivos, entonces ( ) .
1

nm
mynxyx mnmn

+
+

≤+  
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