Algebra lineal Determinantes
Profs. Claudio del Pino & Cristian Mardones

Matrices

1. Determinantes

Sea A € M,,(R). El determinante de A es un numero que se denotara det(A) o
también | A |. Definiremos primeramente el determinante de una matriz de orden 1,

de orden 2, de orden 3 y de orden n.

Definicion 1.1

1. Sea A = [a] de orden 1. Se define: det(A) = a.

a b

2. Sea A = [ , se define:
c d

}. El determinante de A, denotado det(A) o | A

a b
. d'—ad—bc

ailz a2 Aas

3. Sea A = | as ayp ass |. El determinante de A, denotado det(4) o | A |, se
a3y azz az3
define:
@11 a2 13
det(A): Q21 Q22 Q23 | = A11022033 Q12023031+ 013021032 — Q13022031 —A120210A33— 011023032

a31 Q32 a33

Nota: Un método rapido para calcular un determinante de orden 3 consiste en agre-
gar a la derecha las dos primeras columnas y luego calcular seis productos de tres
numeros, y luego sumar los tres primeros numeros obtenidos y restar los otros tres,

como se muestra a continuacion:

h 2 J0q3 |4 1
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Ejemplo 1.1
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3 -1 2
2.1 7 1 5 |=31-(=12)+(=1)-5:(~2)+2.7-8—2-1-(=2)—3-5-8— (—1)-7-(—12) = —114
—2 8 -12

Definicion 1.2 Sea A = (a;;) € M,x,(R),n > 1.

1. El menor del elemento a;; , denotado M;; es el determinante de la matriz A;; de
orden (n—1) x (n— 1), donde A;; es la matriz que resulta de A eliminando la fila
iy la columna j de A.

2. El cofactor del elemento a;; , denotado A;; es el numero:

Aij = (=1)™7 | My

ij
Esto es, el cofactor ij de A se obtiene tomando el determinante del menor ij y
multiplicandolo por (—1)"*/. Observe que:
(—1) = { 1 sii+jes par

—1 si:+ jes impar

Observacion 1.1 (Patron de signos para cofactores)

S ]
+ -+ o -+ -
- 4+ — -+ -+ + - + -
+ - + o -+ -+
33 i DIV :
_u . . . ’_nxn
1 -3 5 6
Ejemplo 1.2 Sea A = ? ;18 _‘; , se tiene:
4 02 7
[1[=3]5 6] L s 6
o Ap— | 2210 3 e = —|2 0 3 |=—3
(1] 5]9 —2] 19 7
4] 0]2 7|
[1 -3 5[ 6 L 3 s
e Ao |2 20030 g =1 5 o9 | = —192
1 5 9[-2 L0 9
40 2| 7|
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Definicion 1.3 (Determinante de n x n)

Sea A € M,xn(R)

aj; Qa2 ... Qip
921 929 e Qon

det(A) = |A| = . .. . = an Ay + a12ie + a3z + .o+ a Ay,
Ap1 QAp2 ... QApp

= Zalelj = Z( 1) ay | M|

7=1

donde |A;;| es el determinante de la submatriz, de orden n — 1, obtenida desde A al
eliminar la primera fila y la j- ésima columna. Aqui se trabajo con la primera fila,
también se puede usar otra fila.

También se puede trabajar por columnas:

11 Adi2 ... Qin
921 929 e Aoy,

det(A) = [A|=| . .o . =anAn +an Ao +anAs + .o+ anAn
ap1 Gp2 ... Qpp

- Z aip Ay = Z )z+1a11|Mﬂ|

i=1

donde |A;;| es el determinante de la submatriz, de orden n — 1, obtenida desde A
al eliminar la primera columna y la i- ésima fila. Aqui se trabajé con la primera
columna, también se puede usar otra columna.

Ejemplo 1.3
1.

@11 a2 i3

21 (22
det(A): g1 Q22 Q923 = a1

az1 as2

Q21 A23
31 Aas3

Q22 Q23

+ a3
32 A33

— a12

31 dzz (33
= a11(a22a33 - G32G23) - CL12(CL21G33 - a23a31) + Cl13(a21a32 - a31a22)

= Q11022033 + G12023031 1+ A13021G32 — Q13022031 — Q12021033 — A11023032

1 35 2
0 -1 3 4
2. Calcular el det(A), donde A = 5 19 6
3 4 8
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Solucion:
1 3 5 2
0 -1 3 4
|A| = 9 19 6 = andi +apAiz +anliz + anAig
3 2 4 8
-1 3 4 0 3 4 0 —1 4 0 —
= 1 1 9 6[—-3-12 9 6|+5-]2 1 6]—2-]2
2 4 8 3 4 8 3 2 8 3
= 1-(—92)—3-(=70)+5-(2) —2- (—16)
= 160
Propiedades 1.1
1. |I,| = 1.
Ejemplo 1.4
1 00
01 0|=1
0 01

2. Si A = (a;;) es matriz triangular de orden n, entonces |A| = a1 - ag2 - - - Apy.

=2-3-1=6

S O N
S W W
— O Ot

3. |4 = |A

, para toda matriz A de orden n.

4. |A-B|=|A|-|B
Am| = |A

, donde A y B son matrices cuadradas de orden n.

Luego,

", para todo m € N.
5. o Al = o™ |A|, para toda matriz A de orden n.
6. |A+ B|#|A|+ |B|, A, B € M,(R)

7. Si cualquier fila (o columna) de A es un vector cero, entonces |A| = 0.
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Ejemplo 1.5

2 395 -1 3 01
a |0 00]|=0 4 2 0 5
1 -2 4 b) -1 6 0 4 =0
2101

8. Si la matriz A tiene dos filas (o columnas) iguales, su determinante es igual a 0.

Ejemplo 1.6

5 35 13 11
@l1 -1 3|=0 42 45|
3 5 by | | g 1 4|=0

51 2 1

9. Si la fila ¢ o la columna de j de A se multiplica por un escalar ¢ = |A| se
multiplica por c. Es decir, si se denota por B esta nueva matriz, entonces:

aiq a2 N A1p aiy; aig ... Qip
a21 22 cee QA2p G21 G2 ... QG2
C-Q;1 C-Qi2 ... C- Qi a;1 A2 ... Qip
Qn1 An2 s QAnn ap1 Gp2 ... Gpp
Ejemplo 1.7
1 -1 2
Sea A= |3 1 4 | = |A| =16. Si se multiplica la 2% fila por 4, se tiene:
0 -2 5
1 -1 2
B=|12 4 16 | = |B|=4-|A] =64
0 -2 5
10. Sean
a;pr aig ... Cllj oo Qqp a;pr a2 ... alj o Qup
21 Q29 ... CLQJ' ... Qop ao21 Q29 ... 042]' o Qop
A= . . . .. B=1 . . . .|y
Gp1 Ap2 .. Qpj ... Gpp Gp1 Qp2 ... Qpj ... Opp
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113 apz2 ... Qaij + Qi ... Q1p
Q21 Q22 ... QAgj -+ Qg ... Qap

C = . . . . , entonces
Apl Qp2 .. Gpj+Qpj ... Qpy

En otras palabras, supongamos que A, B, C' son idénticas excepto por la colum-
na j y que la la columna j de C es la columna de las j ésimas columnas de Ay
B, entonces |C| = |A| + |B|. Analogamente para las filas.

Ejemplo 1.8

1 -1 2 1 -6 2 1 -1-6 2 1 =7 2
SeaA=|3 1 4|,B=|3 24 |yC=|3 1+2 4| =3 3 4
0 -2 5 0 4 5 0 —2+4 5 0 25

Entonces |A| = 16, |B| = 108 = |C| = 124 = |A| + | B|

El intercambio de cualesquiera 2 filas (o columnas) distintas de A tiene el efecto
de multiplicar |A| por —1.

Ejemplo 1.9

1 -1 2 0 -2 5
SeaA= |3 1 4 |.Alintercambiar las filas1y3seobtiene B= | 3 1 4
0 -2 5 1 -1 2
-1 1 2
y al intercambiar las columnas 1y 2 de A se obtiene C' = 1 3 4
-2 0 5

Entonces |A| = 16 = |B| = |C] = —16.

Si una fila (columna) de A es multiplo escalar de otra fila (columna), entonces
Al =0

Ejemplo 1.10
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2 4 1 3-4
110 3-1

b) 029 3.2 0
736 3-3

13. Si se suma un multiplo escalar de una fila (columna) de A a otra fila (columna)
de A, entonces el determinante no cambia.

1 -1 2
Ejemplo 1.11 Sea A= |3 1 4 | = |Al =16
0 -2 5

Si se multiplica la 3™ fila por 4 y se suma la 2% fila, se obtiene una nueva matriz

B dada por:
1 —1 2 1 -1 2

B=|34+4-0 144--2 445-4 | =|3 =7 24 | = |B| =16 =|A|
0 —2 5 0 -2 5

1.1. Calculo de determinantes usando operaciones elementales
filas

Sea A € M, (R). Considerar la operacion elemental fila £;;(«).

El determinante de una matriz se puede calcular también, usando matrices elemen-
tales filas.

Ejemplo 1.12

3 -1 2 3 -1 2 3 -1 2
701 5 [E12(1ﬂ 10 0  T7([Es®)]10 07| = —1-Ap=—-1-(=1)""2|Mpy]
-2 8 —12 -2 8 —12 22 0 4
10 7
- _1'_1" 22 4‘
= —1-—1-(40— 154)
= —114
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2. Determinantes e inversas

Sea A una matriz cuadrada de orden n x n.

1. ¢Cuando A es invertible?

A es invertible <= |A| # 0 <= p(4) =n

2. Matriz Adjunta: Sea A = (aij) una matriz de orden n, n > 1. La matriz adjunta
de A denotada adj(A) es la matriz de orden n definida por:

adj(4) = (4;)",
donde A;; es la matriz de los cofactores.

3. Matriz inversa: Sea A una matriz de orden n.

Al #0
A es invertible <= y .
Al = —adj(A)
Al
-2 m 1
Ejercicio 2.1 SeaA=| m 5 3
-5 3 5

a) ¢Para qué valores de m la matriz A es invertible?
b) Para m = 1, determinar la adjunta de A.

¢) Para m =1 hallar A~'.

Solucion:
. i 7
a) A es invertible, para m # —1y m # —x
16 -2 =2
b) adj(A)=| —20 —5 7
28 1 —11
_2 1 1
3 12 12
c A = ¢ w u
_r _1 11
6 24 24

Depto. de Matemdatica, Fisica y Est. 8 Universidad Catdlica del Maule



