SESION O

Teorema de Green

6.1 Introduccion

En esta sesion se revisa el primero de los 3 teorema claves del cdlculo vectorial: el
Teorema de Green*. Este teorema establece que una integral doble sobre una regién
D del plano es igual a una integral de linea a lo largo de la curva cerrada C' que
constituye la frontera de D.

AN ESSAY

MATHEMATICAL ANALYSIS TO THE THEORIES OF

ELECTRICITY AND MAGNETISM.

By
GEORGE GREEN.

Fartingham:

* Matematico Inglés, 1973-1841.

En su biograffa ubicada en http://es.wikipedia.org/wiki/George_Green, se destaca que “El joven
George Green solo asistié de forma regular a la escuela durante un ano entre los 8 y 9 afios ayudando
a su padre posteriormente...”
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Calculo vectorial. Sesion 6 Teorema de Green

6.2 Teorema de Green

¥4

Sean

e Fla,y) = Ple.y)i + Qa,y)] = (P(2.y), Q(x,y)) un campo vectorial en B2,
C' en un dominio R del plano*.

e (' una curva simple, cerrada y orientada en sentido positivo que conforma la
frontera de una regién D, contenida en R.

o[22 2)

Nota 6.1. Formalmente, poniendo d 7 = (dz, dy), se tiene que

entonces

Fd7 = (P,Q) - (dr,dy) = Pdz + Qdy

Luego, el teorema de Green tambien puede presentarse de la siguiente manera

7{ (g;y)dHQxydy_//(@—a—P)dA (6.2)

Demostracién: Notar que el teorema de Green (6.2) quedard demostrado si se

verifica que:
/ Pz = — / O 14 (6.3)

| @an- / %1 (6.4

* Recordar que un campo escalar es C'' en un dominio, cuando él y sus derivadas parciales son
continuas en dicho dominio.
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Calculo vectorial. Sesion 6 Teorema de Green

Se comprobard (6.3) para el caso en que D sea una regién del tipo I (verticalmente
simple):
D={(z,y) eR*:a<a<bgx)<y< g}

Y y=ga(x)

s

\Cﬁ\

D j C
_ﬂ-r"-//f

G
y=glx)

0 a b X

(__l 4 .

Dominio vericalmente simple (tipo I)

en donde ¢; y g9 son funciones continuas. Esto nos permite calcular la integral doble
del miembro derecho de la ecuacién (6.3), de la siguiente manera

b rga(x)
/ / 6)—PdA = / / a—dealx
dy a Jgi(x) 8y

D

_ / P(z, g2(x)) — Pla, g1(x))] da
= [ Pgtents - [ Plogi@)ds

:—/de
c

Por otra parte, ahora se calcula el lado izquierdo de la ecuacién (6.3), expresando C'
como la unién de la cuatro curvas Cy,Cy, C5 y Cy. Sobre (', se toma a x como el
parametro y se escriben las ecuaciones paramétricas como r = z,y = g1(x),a < x < b.
Luego

/C1 P(z,y)dr = /ab P(z, g1(2))dz

Las ecuaciones paramétricas de —Cj5 son: x = x,y = go(2),a < x < b. Luego

/03 P(z,y)dr = — /—03 P(z,y)dx = — /abp(x’gQ@))dﬁ
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Calculo vectorial. Sesion 6 Teorema de Green

Sobre C5 o Cy, = es constante, por lo que dxr = 0. Asi

/02 P(z,y)dx = /C P(z,y)dz =0

Finalmente

/CP(a:,y)dx _ /C P,y dx+/02 P(:v,y)dx+/03 P<x,y)dx+/c4 Pz, y)dz
_ /Pm o dx—/abP(ac,gg(:L’))d:L’

Por lo tanto

| 7t / 54 (6.5)

de igual forma se puede probar (6.4), es decir:

/CQ(I,y)dyz// g—gdz‘l (6.6)

Sumando (6.5) y (6.6), se tiene que:

j{cP(x,y)dx + Q(z,y)dy = é/ <?)_§ — %_l;) dA

Por lo tanto, se tiene lo pedido.

Nota: Sobre el teorema de Green, en general, se realizan 3 tipos de actividades, a
saber:

e Actividad tipo 1: Calcular una integral de linea.
Usando el teorema de Green, calcular j{ F.d7 = j{ P(z,y)dz + Q(x,y)dy
c c

En este caso, se debe en (6.2), calcular el lado (2), y el valor obtenido serd,
luego de este teorema, el valor de la integral de linea pedido.

Ejemplo 6.1. Usando el teorema de Green, calcular/ ? A7 para el campo
c

vectorial
?(x, y) = arctan %Z + In(2? + 4?) j

y C' es la siguiente curva, orientada en sentido positivo
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Calculo vectorial. Sesion 6 Teorema de Green

dhY

! ! y
=7 -1 1 2

L 44

Solucién: Sea Como P = arctan £ y Q = In(2? 4 y?), se tiene que:

oQ orP 2z 2z r T
de dy P4y 1+ L Py Pty 2Pty

0Q 0P
. _ 9% 98\ a4
]{C(x,y)da:%—Q(%y)dy //D(f?x ay)d
xr
_ //Dmd/l
e 2
_ // Tczserdrdﬁ
0o J1 r
T 2
_ // cos 0 drdd
0 1
0

Ejercicio 6.1. Usar el teorema de Green para comprobar que

8=

Luego

1
2 d 2 3d - _ =
ji:c yax + 7y ay D
donde C' es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1).
e Actividad tipo 2: Calcular una integral doble
0Q 0P

Usando el teorema de Green, calcular // — — — | dxdy.
5 de  dy

En este caso, se debe en (6.2), calcular el lado (1), y el valor obtenido serd,
luego de este teorema, el valor de la integral doble pedido.

Ejemplo 6.2. Usando el teorema de Green, calcular

[ iz =
R
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Calculo vectorial. Sesion 6 Teorema de Green

donde R es la circulo de radio 2 y centrada en el origen

Solucion: Aqui se debe buscar un campo vectorial ? = (P,Q), de modo que

0Q or

dx dy
Un campo vectorial que satisface esta condicion es:

- (52)

La ecuacién de la circunferencia de radio 2 y centrada en el origen es

r(t) = (2cost,2sint) con t € [0, 27]

//(a:—y)dA = ji?d?
R

2m
= / (2sin?t,2cos?t) - (—2sint, 2 cost)dt
0
2
= / (—4-sin®t +4 - cos®t)dt
0
2T
= 4-/ (—sin®t + cos® t)dt
0
2m 2m
= 4~/ —sin2t-sint—|—4~/ cos®t - cos tdt
0 0

2m 2m

= 4~/ —(1—0082t)-sint+4-/ (1 —sin®t) - costdt
0 0

=0

e Actividad tipo 3: Verificar el teorema de Green.

En este caso, se debe en (6.2), calcular el lado (1) y el lado (2), y verificar que
ambos valores son iguales.

Ejemplo 6.3. Comprobar el teorema de Green para la curva C':.

4 v
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Calculo vectorial. Sesion 6 Teorema de Green

y el campo vectorial ?(x, y) = —22%yT+ 22y*7.

Solucién: Calculemos en primer lugar, | o ? A7

La curva C, se debe descomponer en 3 curvas

C’lz{x_2COSt conggtgw

y = 2sint
rT=1
: —2<t<
Cy {y:O con —2<t<0
CS:{:U:O con 0 <t <2
y=t

Haciendo los calculos correspondientes, se obtiene:

F.d7 = 4r, F.d7 =0, Fd? =0
C1 Co C3
Por lo tanto:

/?-d?:/?-d?+ Farv+ | F-dP=4r (67

Cs

Por otra parte,

Zé / (i—f - 3—5) drdy = é / (2" +22%) dody = 4n (6.8)

coord. polares

Comparando (6.7) y (6.8), se verifica el Teorema de Green.

Ejercicio 6.2. Comprobar el teorema de Green para el caso particular en que
D es un rectangulo:
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Calculo vectorial. Sesion 6 Teorema de Green

Cz
bg g bt +
(" F Y
‘Y & Cz2
byt >
i 1 |
} f e
) iy

Nota 6.2. El teorema de Green también es valido para regiones como la siguiente:

C»

G

D

Aqui la curva C' = C + (Y, y se tiene que

P
]{Pda:—l-Qdy:j{ Pdaz—i—Qdy—i—j{ de—i—@dy://(a—Q—a—) dxdy
c 1 Cs ' dx dy

y2dx + 3xydy, donde C es la frontera de la region anular

Ejercicio 6.3. Evaluar]{
c
D de la parte del plano que estd entre las circunferencias x> +y? =1 (curva Cy, con

orientacién negativa) y x> + y* = 4 (curva Cy, con orientacion positiva).

-~ v

C2

Solucion:
Por el teorema de Green
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Calculo vectorial. Sesion 6 Teorema de Green

0 0
2 _ . o 2
/Cy dr + 3zxydy = // {ax(&xy) o (y )] dA
D
27 2
= //ydA :/ / (rsin®) - rdrdd
s o J1
2 2
= / sin Hdﬁ/ r2dr
0 1

372
— _ 9271'. /r_
(= cosfl {311

= 0

6.3 Teorema de Green y areas

Verificar que el area de una regién D del plano, viene dada por:

N | —

Area de(D) = —% ydz, Area de(D) = ?{ xdy, Area de(D) = ]{ rdy—ydx
c c c

. o o . 4 . 2 2
Ejercicio 6.4. Determinar el drea encerrada por la elipse % + %4 =1
a b
Solucidén: La elipse tiene ecuaciones paramétricas x = acost y y = bsint, en donde

0 <t <27 Entonces

1
A = —j{xdy—ydx
2 Jc

1 2
= 5/ (acost) - (bcost) — (bsint) - (—asint)dt
0
2m
= a_b dt
2 Jo

= mab

6.4 Actividades

1) Verificar el teorema de Green con el campo vectorial ?(x, y) = Bz+2y, x—y)
y la curva C' dada por r(t) = (cost,sint), para t € [0, 27|

2) Usar el teorema de Green para calcular las integrales del campo vectorial F?(x, Y)
a lo largo de la curva dada:
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Calculo vectorial. Sesion 6 Teorema de Green

a) ?(x, y) = (52 +4y) T+ (22 — 4y*)7, a lo largo del circulo (z —2)? +y* = 4
recorrido en sentido antihorario.

b) ?(m, y) = (a(z) —y)T+ (x + B(y))7J, donde o y B son funciones reales con
primera derivada continua definidas en R, a lo largo de un cuadrado de
lado a recorrido positivamente.

c) ?(a:,y) = (2® — y¥)T+ (23 + )7, donde C es la frontera de la regién

comprendida entre las circunferencias 2 + y> =1 y 22 +y?> = 9.

3) Evaluar ¢, zydz + x*y°dy, donde C' es el tridngulo con vértices (0,0), (1,0) y
(1,2):
a) directamente
b) usando el teorema de Green

Respuesta. %

4) Usar el teorema de Green para calcular I; — I, donde

I = / (20 + y)2de — (x — 2)’dy e
Ch

I, = / (22 + y)2dx — (z — 2y)3dy
Cy

Cr: MNt)=(t,¢*) te0,1] y Cy: p(t)=(*t) te€]0,1].
5) Usando el teorema de Green, determinar el area de la regién limitada por

a) la curva con ecuacién vectorial 7 (t) = (cost, sin’t), t e [0, 2x].

b) la elipse, con ecuacién vectorial 77 (t) = (acost, bsint), t € [0,2x], con
a vy b constantes.

6) a) Sea C el segmento de recta que une el punto (x1,y;) con el punto (z2,y2).
Verificar que

/ xdy — ydx = T1Y2 — Talh
c

b) Si los vértices de un poligono P, ordenados contra-reloj, son (x1,1),

(x2,92), -, (Tn,yn), verificar que el drea de este poligono viene dada
por:
Area de P = J[(z1y2 — z2y1) + (22ys — 23y2) + - . .+ (Tn—1Yn — TnYn—1) + (Tpy1 —
l‘lyn)]

c) Hallar el area del pentdgono de vértices en los puntos (0,0), (2,1), (1, 3),

Respuesta. (c) 4.5.
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7) Sea D una regién en el plano delimitada por una curva simple y cerrada C.

a) Usando el teorema de Green, verificar que las coordenadas del centroide
de D, (Z,7), viene dado por:

1 2
__ 1 J
T=gaf Ty

1

— 2
y—2A Yy dx

donde A es el area de D.
b) Encontrar el centroide del tridngulo con vértices (0,0), (1,0) y (0, 1).

Respuesta. (b) (Z,7) = (3, 3).

6.5 Desafio
Dados

e el campo vectorial

Rlg= T 0 1 s
) :132—1—3/2 $2+y2 $2+y2

e La curva O, correspondiente al circulo 22 + y? = 1, con orientacién positiva.

1) Calcular la integral de linea de ? sobre la curva C.

0 oP
) Calcular / / <—Q — —) dxdy, donde D es la regién encerrada por la curva

3) Discutir si estos resultados estan de acuerdo o no con el Teorema de Green.
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