Instituto de Matematicay Fisica Articulos

Diseinos de bloque

Patricia Gonzalez Pérez
Instituto de Matematica y Fisica
Universidad de Talca

El concepto de disefio fue estudiado en un principio por los estadisticos, en el area
Ilamada disefio de experimentos. A través de la investigacion de R.A. Fisher y sus seguidores,
esta area ha llegado a tener un papel importante en la teoria moderna del analisis estadistico. Los
disefios estan relacionados con los planos afines y los planos proyectivos finitos. Aca, solo
plantearemos la idea a través de un ejemplo y analizaremos las condiciones en las cuales podria
existir un disefio.

Definicion:

Sea V un conjunto con v elementos. Una coleccién {B1, B2, ..., Bb} de subconjuntos de V
es un disefio de bloque incompleto equilibrado, o disefio (v,b,rk,1), si satisface las siguientes
condiciones:

1. Para cada i=1,2, ..., b; el subconjunto Bi tiene k elementos, donde k es una constante fija 'y
k es menor que v.
2. Cada elemento x de V esta en r (r menor o igual que b) de los subconjuntos Bi, i =1, 2, 3,

..b

3. Para cada par x, y de elementos de V aparecen juntos en | (I menor o igual que b) de los
subconjuntos Bi, i=1, 2, 3, ... ,b

Los elementos de V suele denominarse variedades, debido a que sus primeras aplicaciones
en el disefio de experimentos fueron en pruebas de fertilizantes y plantas. Los b subconjuntos B1,
B2, ... ,.Bb de V son los bloques, donde cada bloque contiene k variedades. EI nimero r es el
namero de réplica del disefio. Por Gltimo, | es la covalencia del disefio. Este parametro equilibra
el disefio en el siguiente sentido. Para los disefios de bloque generales, tenemos un ndmero Ixy
para cada par x, y en V; si Ixy es el mismo para todos los pares de elementos de V, entonces |
representa esta medida comun y el disefio estéa equilibrado.

Ejemplo 1.

Para V={1,2,3,4,5,6}, los 10 bloques: 124 134 156 236 346

126 135 235 245 456
son un disefio (6,10,5,3,2). El 6 (=v) indica el nimero de variedades (nimero de elementos de V).
El 10 (=b) corresponde al nimero de bloques. 5 (=r) es el nimero de replica del disefio, ésto es,
cada elemento de V aparece cinco veces en los diez bloques. 3(=k) es la cantidad de elementos de
V (variedades) en cada bloque. 2(=I), ya que cada par de numeros del 1 al 6 aparecen juntos 2
veces en los 10 bloques, y es la medida comun e indica que el disefio esta equilibrado.
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Ejemplo 2.

Dino (D) y su esposa Maruja (M) viajan a Madrid con sus cinco hijos: Rosa (R), Pedro (P),
Carolina (C), Benito (B) y Jacinto (J).

Durante su estancia de una semana reciben tres pases para cada dia, para visitar el museo El
Prado. ¢Podemos hacer un programa para esta familia de modo que todos visiten este museo el
mismo numero de veces?

Solucién:

El siguiente programa es una posibilidad de visitas al museo:

Primer dia : Benito, Carolina y Dino.
Segundo dia : Benito, Jacinto y Rosa.
Tercer dia : Benito, Maria y Pedro.
Cuarto dia : Carolina, Jacinto y Maria.
Quinto dia : Carolina, Pedro y Rosa.
Sexto dia  : Dino, Jacinto y Pedro.
Séptimo dia : Dino, Maria y Rosa.

Este programa lo podemos escribir en forma abreviada como sigue:
4) C, M

1) B,C,D JR
3P

2) B .M,
5) C,P,R 6) D, M

3) B P
: 7) D,M,R
Aqui se obtuvo el resultado por ensayo y error, técnica que se puede utilizar para un
problema de tamafio menor como éste. Sin embargo, en general se necesita una estrategia mas
eficaz. Ademas, al pedir cierto programa, se podria estar pidiendo algo que no existe. Por
ejemplo, podriamos pedir que al menos un par de miembros estén juntos en mas de una visita. Si
la familia recibe 4 pases cada dia, no podriamos construir un programa que conservara la idea de
visitar el museo el mismo numero de veces.

Volvamos a nuestro ejemplo, y vamos a mostrar que el programa de visitas para la familia
corresponde a un disefio.
En efecto,

e Las variedades (elementos de V) son los miembros de la familia; en simbolos, anotaremos
que V={D,M,R,P,C, B, J}; conjunto con 7 elementos, por lo tanto v=7.

e EIl programa descrito para la familia corresponde, en términos simbolicos, a la coleccion
{B1, B2, ..., B7}, donde B1=(1)={B,C, D}, ...., B7=(7)={D, M, R}; todos subconjuntos de
Vyson 7, asi que b=7 (nimero de elementos de la coleccion).

e Cada Bi tiene 3 elementos, i=1,2,3, ... ,7, luego k=3 (3 son los pases diarios, luego son 3
los visitantes).

e Cada miembro de la familia visita 3 veces el museo con los pases durante la semana, ésto es
cada elemento x de V esté en 3(=r) de los subconjuntos Bi, i=1,2,3, ... ,7.
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e Finalmente, cada par de miembros de la familia visitan juntos el museo solamente en una
oportunidad, es decir, I=1

En consecuencia, el programa de nuestro ejemplo, es un caso de un disefio de bloque
incompleto equilibrado o disefio (7,7,3,3,1).

Relacion entre los parametros de un disefio. Hasta aqui tenemos 5 pardmetros que determinan
nuestro disefio. Ahora veremos la relacion entre estos pardmetros.

Teorema. Para un disefio (v,b,r,k,l), se tiene (1) vr=bk, y (2) I(v-1)=r(k-1)

Demostracion:

1. Con b bloques en el disefio y k elementos por bloque, enumeramos todos los elementos de los
blogques y obtenemos bk simbolos. Esta coleccion de simbolos consta de los elementos de V
donde cada elemento aparece r veces, para un total de vr simbolos. Por lo tanto, vr=bk

2. Para demostrar la propiedad (2), usamos la matriz A de incidencia dos a dos de este disefio.

Si el nimero de elementos de V es v, entonces llamemos t al nimero de pares de
elementos de V, es decir, t es igual al nimero de grupos de dos elementos que se pueden formar
con v elementos, t=v!/(v-2)! 2! = v(v-1)/2.

Construimos la matriz t x bA=(aij) definida por aij=1 si el i-ésimo par de elementos de V
esta en el j-esimo bloque del disefio; en caso contrario aij=0

B B> .. Bo
X1 X2 ai1i a1z dib
X1 X3| az1 a22 e d2b
X1 Xv| av-11 dv-12 ... dv-1b
X2 X3 avi av2 ... Qdvb
Xv-1 Xv| a1 ar ... dtb ]

Ahora contaremos el nimero de unos en la matriz A de dos formas.

a) Consideraremos las filas. Puesto que cada xi, xj (para 1 menor o igual que i, i menor que j,
j menor o igual que v) aparece en | bloques, se sigue que cada fila contiene | nimeros unos.
Con i(=t) filas en la matriz, el nimero de unos es entonces It=Iv(v-1)/2.
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b) Consideremos ahora las columnas. Como cada blogue tiene k elementos, esto determina
k(k-1)/2 pares y éste es el numero de unos en cada columna de la matriz A. Con b columnas,
el nimero total de unos es bk(k-a)/2.

Entonces, Iv(v-1)/2=bk(k-1)/2=vr(k-1)/2., de modo que I(v-1)=r(k-1).
g.ed

Ejemplo 3.
¢Seré posible tener un disefio (v,b,r,k,1) tal que b=28, r=4, k=3?

Solucion: Debemos determinar si existen nimeros enteros v, |, tales que cumplan las condiciones
(1) y (2) del teorema anterior, ésto es, vr=bk, y I(v-1)=r(k-1)

Siv=28, r=4y k=3, entonces por (1), 4v=84; de donde, v=21.

Por otro lado, 1(21-1)=4(3-1), es decir, 201=8, obteniéndose que 1=8/20, lo que no puede ser.

Por altimo se plantean algunos ejercicios que no deberian ocasionar mayores
problemas al tratar de resolverlos.

Ejercicio 1.
SeaV={1,2,3, ..., 9}.

a) Determinar los valores de v, b, r, k y | para el disefio dado por los siguientes bloques:
147 234 279 378 468 126
189 258 369 459 567 135
b) Encontrar un ejemplo de disefio (4,4,3,3,1)
¢) Encontrar un ejemplo de disefio (7,7,4,4,1)
d) Completar la tabla siguiente de modo que los parametros v,b,r,k,I de cualquier fila sean
posibles para un disefio de bloque incompleto equilibrado.

v b r k |
4 3 2
9 |12 3
10 9 2
13 4 | 4

30 | 10 3
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Ejercicio 2.

El Sr. Castro, profesor de computacion, dio a un grupo de sus alumnos una lista de 28
problemas e indicé a cada estudiante que escribiera los algoritmos para resolver exactamente
siete de estos problemas. Si cada estudiante hizo lo indicado y si para cada par de problemas
habia exactamente un par de estudiantes que escribieron el algoritmo para resolverlos, determinar
cuéntos estudiantes tiene el profesor de computacion en su curso.
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